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Kapitola 1

Uvod

Proudéni tekutiny hraje dulezitou tlohu v mnoha technickych oborech. Nej-
vétsi uplatnéni lze nalézt v leteckém prumyslu, kde se zkouma obtékani vzduchu
kolem leteckého profilu a jeho interakce s nim, stojirenstvi (turbiny, kompre-
sory, pumpy), stavebnictvi (stabilita mostu) a mediciné (proudéni krve v cévach
a srdci, proudéni vzduchu v hlasivkach). Dostupny komeréni software, jako je
napt. NASTRAN, FLUENT nebo ANSYS, je schopen fesit pouze tuzky okruh
problému aeroelasticity nebo hydroelasticity a omezuje se vétsinou pouze na li-
nearizované modely.

Analytické metody jsou schopny poskytnout feseni jen pro velmi specidlni
a nekomplikované problémy. V redlnych aplikacich je nicméné nutné aplikovat
ze jsme nuceni uvazovat vazkou tekutinu, ¢asové proménnou oblast proudéni
a turbulentni jevy.

V této praci se zaméiime na numerickou simulaci proudéni vazké nestla-
c¢itelné tekutiny v rovinném kanélu, jehoz neprostupné stény vykonavaji nami
predepsany pohyb. Poznamenejme, ze realné aplikaci je blize pohyb stén v in-
terakci s proudici tekutinou. Motivacnim piikladem je pro nas proudéni vzduchu
v lidskych hlasivkach. Matematicky model proudéni tekutiny je reprezentovan
systémem rovnic tvofenym dvourozmérnymi Navierovymi-Stokesovymi rovni-
cemi a rovnici kontinuity, které jsou doplnény pocatecnimi podminkami a smise-
nymi okrajovymi podminkami. Existuje velky pocet numerickych technik pro te-
Seni tohoto systému rovnic. Jako pifklad uvedme metodu konec¢nych diferenci
nebo metodu konecnych objemu. V piipadé oblasti s komplikovanou geome-
trii nebo smiSenych okrajovych podminek se jako nejvhodnéjsi feSeni ukazuje
pouziti metody kone¢énych prvku. Metoda koneénych prvku vyzaduje splnéni
Babuskovy-Brezziho podminky, ktera zarucuje numerickou stabilitu schématu.
Prostory konecénych prvku pro rychlost a tlak proto musi byt vhodné zvoleny.

Dilezitou veli¢inou charakterizujici proudéni je tzv. Reynoldsovo ¢islo, které
je pfimo imeérné délce uvazovaného kanalu a prumeérné rychlosti proudéni na vstu-
pu a nepfimo imeérné vazkosti tekutiny. Pro vysoka Reynoldsova ¢isla je nezbytné
pouzit stabilizaci metody kone¢nych prvku, napf. metodou proudnicové difuze
(streamline-diffusion method).

Hlavnim tématem této préce je casova zavislost uvazované vypocetni oblasti.



Pro odstranéni této komplikace je pouzita ALE metoda (Arbitrary Lagrangian-
Eulerian), ktera je zaloZena na preformulovani Navierovych-Stokesovych rovnic
za pouziti ALE zobrazeni nami zvolené referenéni oblasti na vypocetni oblast
v case t.

Aplikace metody konecnych prvku na systém Navierovych-Stokesovych rov-
nic popisujicich proudéni vazké tekutiny vede k velkému systému nelinearnich
algebraickych rovnic. Abychom mohli problém vyftesit, pouzijeme vhodnou li-
nearizaci a dostatecné rychly fesi¢ pro soustavy linearnich rovnic.

Vychodiskem pro realizaci numerickych vypoctu byl program vypracovany
RNDr. Petrem Svackem, Ph.D., ktery byl upraven a jehoz pouzitim byly prove-
deny numerické experimenty.



Kapitola 2

Z.akladni rovnice

V této kapitole se budeme zabyvat ipravou rovnic popisujicich proudéni pro nami
uvazovany pripad vazké nestlacitelné tekutiny v rovinném kandlu a jejich pie-
vedenim do ALE formulace, ktera nam umozni zvladnout komplikaci v podobé
casoveé proménné vypocetni oblasti.

2.1 Rovnice popisujici proudéni

Uvazované proudéni je popsano rovnici kontinuity (predstavujici zdkon zachovani
hmoty):
dp
— +div(pu) =0 2.1
L div(pu) 21)
a Navierovymi-Stokesovymi rovnicemi (které reprezentuji zakon zachovani hyb-
nosti):
G(pul) 2 aTi'
+ div(pu;u) = Iooi=1,2. 2.2
i+ () = 35 (22)

Tyto rovnice uvazujeme v mnoziné
M ={(z,t); t € (0,T), = € U}, (2.3)

kde 7" > 0 a Q; C R? je omezend oblast vyplnéna tekutinou v éase t. Dale
x = (11,79), T; jsou kartézské soutadnice v R?, uw = (uy,us) je vektor rychlosti
proudici tekutiny se slozkami u; = u;(x,t) : M — R, i = 1,2, p = p(x,t) je
hustota tekutiny, p : M — (0,00) a 75, i,j = 1,2, jsou slozky tenzoru napéti,
ktery je definovan vztahem

7= (=P + Mivu)I + 2uD(u), (2.4)

kde A, u > 0 oznacuji koeficienty vazkosti, P = P(x,t) : M — R je dynamicky
tlak, I je jednotkova matice fadu 2 a D je tenzor rychlosti deformace definovany
vztahy

D(u) = (dyj(u))?

ij=1’

dij(u) = 5 (8@ + (91:1) L1, =1,2. (2.5)




Odvozeni vyse uvedenych rovnic a vztahu lze najit napt. v [1]. V dalsim budeme
predpokladat, ze vSechny zminéné veliciny popisujici proudéni jsou dostatecné
hladké v mnoziné M.

2.2 ['Jprava rovnic popisujicich proudéni

Nejprve provedeme tipravy rovnic popisujicich proudéni (2.2) dosazenim vztahu
(2.4) a (2.5). Postupné dostaneme:

7;; = (=P + Mivu)d;; + 2ud;;(u),

8u1 8uQ 8u 8u i
i — —P >\ b b (2 1 ! J
Tii ( + <ax1+ax >> ]+'u<8x]+8xz>’
1 jelii =y,
0 jinak,

o7 oP 0 Pu;  O%*u
= ——4+A—(d 8ij - g
Ox; ( Ox; + 835]( 1vu)> it <8x 8@8%)

Odtud ziskdme pravou stranu Navierovych-Stokesovych rovnic:

2 07 oP 9, Pu;  O*uy
L= di : L)
Z Oz, Ox; Oz; (dive) + ,uz <8:E * 8@8:@-)

Jelikoz v této préci uvazujeme nestlacitelné proudeéni (p = p(x,t) = konst. > 0),
1ze rovnici (2.1) zjednodusit na tvar

kde 9;; je Kroneckerovo delta, d;; = {

divu = 0. (2.6)
Odtud a ze zdménnosti parcidlnich derivaci 2. fadu dostaneme

2 82Uj 2 82Uj 8

Rovnice (2.2) proto muzeme piepsat do tvaru

() =~ 08wy T

p@t

Oznacime-li p = % kinematicky tlak a v = % kinematickou vazkost, ziskame
rovnice

auz (9]? 2 azui .
div(u;u) = E ,i=1,2.
gr TAivlmw) =g v G
Zde
: 2 el du; Ou;
div(wu) = Z T(uiu]) Z o 1u] + Z Uigt =

‘7:
= (u-V)u; +udivu = (u - V)u;

8



Oznacime-li ,
(92ui
Awi=23 5
Jj=1 J
ziskame timto zpusobem standardni tvar Navierovych - Stokesovych rovnic pro
nestlacitelné proudéni:

aaiiz + (u - V)u; + gz —vAu; =0, i= 1,2, (2.7)
které uvazujeme spolu s rovnici kontinuity
dive = 0. (2.8)
Rovnice (2.7) lze zapsat ve vektorovém tvaru
ou
E—l—(u-V)u—i—Vp—uAu:O. (2.9)

2.3 ALE metoda

Casové zavislost oblasti vyplnéné tekutinou zpusobuje potize pii numerickém
feSeni proudéni. Abychom tyto potize odstranili, pouzijeme tzv. ALE metodu
(Arbitrary Lagrangian-Eulerian), kterd byla navrzena v [2] a aplikovana v [5]
a [6]. Hranici 0€; oblasti 2; budeme uvazovat ve tvaru

80 =TpUTo UTy, (2.10)

kde I'p bude predstavovat vstup, kterym tekutina vtéka do oblasti, a nepohyblivé
¢asti pevnych, neprostupnych stén, I'p je vystup a ['y, znaci pohyblivé nepro-
stupné casti stén. Nepohyblivé ¢asti stén uvazujeme v blizkosti vstupu a vystupu
(viz obr. 1). Predpoklddame, ze ¢ésti hranice I'p a I'p nezavisi na case. Na I'p
a 'y, zaddvame Dirichletovu okrajovou podminku pro rychlost, kdezto na I'p
predepisujeme prirozenou “do-nothing” podminku, ktera je vyhodna pro nume-
rické feseni nasi ulohy.

-
_____

~ e

~

S
!
Q

____

Obr. 1 - Kandl s pohyblivymi sténami



¢ast hranice I'p
.......... ¢dst hranice 'y,
_______ ¢ast hranice I'o

Pro definici ALE transformace zvolime referenc¢ni oblast €2,.; C R? a dale zobra-
zeni

At : QTef - ﬁta
X —z=x(X,1), (2.11)

kde X = (X1, X2) € Qpes, © = (21,12) € Q4 a t > 0. Predpokldddme, ze zobra-
zeni Ay = A; je hladké (tj. tiidy C'(Qe; x [0,T])), prosté a na. Oblasti Q,.f
a () jsou totozné na mistech hranice, kde nedochazi k jeji deformaci. V nasem
piipadé jsou to mnoziny I'p a I'p. V dalsim budeme predpokladat, ze €2, = €.
ALE zobrazeni lze pak volit tak, ze je to identické zobrazeni v okoli ¢asti hranice,
kterd na case nezavisi. Na rozdil od prostorovych souradnic € = (1, z2) €
budeme nazyvat X = (X1, X2) € Q,¢y referenénimi souradnicemi (nebo téz ALE

soufadnicemi).
. At AN
X 4 ¥
Qref Ql

\
Obr. 2 - ALE zobrazeni

2.4 Navierovy-Stokesovy rovnice v ALE popisu

7 duvodu promeénlivé vypocetni oblasti neni mozné aproximovat ¢asovou derivaci
% primo, jelikoZ nejsme schopni definovat vyraz u(x,t) pro pevny prostorovy
bod & a ruzné ¢asové vrstvy, pro néz jsou oblasti €, ruzné. Je tedy nejprve
nutné prevést zavislost hledané funkce u na prostorové proménné do referenéni
oblasti, ktera bude shodné pro vSechny ¢asové okamziky ¢, poté prenést ¢asovou
derivaci funkce u do této referencni oblasti a v ni pouzit vhodnou diskretizaci.
Pro ptevedeni casové derivace funkce u a nasledné i Navierovych-Stokesovych
rovnic do ALE formulace vsak nejprve potiebujeme definovat nékolik novych
pojmu.

Definice: Necht Ay € C'(Q,c; x [0,77]). Vektorovou funkei
W : Qs x [0,T] — R,

w(X,1) = gtw(X,t) = gtAt(X) (2.12)

budeme nazyvat rychlost ALE zobrazeni.

10



Rychlost w je vyjadiena vzhledem k referenénim (ALE) soufadnicim. Zpét-
nou ALE transformaci ji muzeme vyjadrit vzhledem k prostorovym soutradnicim
ve tvaru

w=woA " t

w(z,t) = w(A (x),t), t €[0,T], z € Q. (2.13)

D4
Dt

Déle definujeme ALE derivaci
Definice: Nechf f: M — R je funkce. PoloZzme
F(X,t) = f(A(X), 1), X € Qpes.

Potom definujeme ALE derivaci funkce f vztahem

DA of
ﬁf(zc,t) = E(X7t)|X:A;1(a:)‘ (2.14)

Necht f € C'(M). Aplikaci véty o derivaci slozeného zobrazeni dostaneme

9 2 of 0(A(X)), of
m(f(At(X)i)):lexj(-At(X)at)at 8t (A(X),t).  (2.15)
Tudiz

%?f(a: t) = %RXJHX:A;%@ = %f (At(X)at) |X:A;1(x) =
= (£ A0 024+ S0 Lo =
2

= 2 (@) wie )+ Gz t) =

]:

= (w(z,1)-V)f(z.t) + G (2,1),

kratce DA Bf
- V4 2.16
Odtud ziskame formulaci Navierovych-Stokesovych rovnic v ALE tvaru
DA
Eu+(( —w)-V)u+ Vp—rvAu =0. (2.17)
Rovnice kontinuity zustava v puvodnim tvaru
dive = 0. (2.18)

11



K soustave (2.17), (2.18) priddme pocdteéni podminku
'U:(IB,O) = ’ll,o(ﬂL'), T < QOv (219)

kde ug : Q9 — R? je dané funkce.

Déle uvazujeme Dirichletovu okrajovou podminku na vstupu a nepohyblivych
castech stén kanalu

U|r,x(0,1) = UD (2.20)
a Dirichletovu okrajovou podminku na pohyblivych neprostupnych sténach

’U'|Fth(o,T) = ’w|Fth(o,T); (221)

kde up : I'p x (0,7) — R? je dané funkce. Predpokldddme tedy, Ze rychlost
proudici tekutiny v na ¢asti hranice 'y, je rovna rychlosti pohybujici se stény.

Na vystupu I'p pouzijeme “do-nothing” podminku:

0
—pn + Va—u = —presm nalp x (0,7), (2.22)
n

kde m je vnéjsi jednotkova normaéla k 0 na I'p a p.s : T'o x (0,7) — R,
Pref = konst. je dany referencni tlak na vystupu z kandlu.

12



Kapitola 3

Diskretizace problému

3.1 Diskretizace v Ccase

Ptipomenme si nejprve Navierovu-Stokesovu rovnici v ALE formulaci:

DA
Eu—i—((u—w)-V)u—l—Vp—VAu:O v M,

/ . . . A . . . .
ve které chceme aproximovat ALE derivaci %tu. Pro casovou diskretizaci zvolme

casovy krok 7 > 0 a délici body t, = k7, k = 0,1,..., K, kde K = L%J 1t5.
0=ty <t; <...<tg <T. Vyuzijeme definici ALE derivace

DA ou

kde @ (X,t) = u(Ai(X), ) a pouzijeme dvoukrokové implicitni schéma druhého

radu presnosti (viz Dopliiky, 7.2). Pro prehlednéjsi zapis pouzijeme dale znaceni:
$n+1 - Atn+1 (X>’ mn = Atn('X)7 $n_1 = Atnfl(X)7 X e QO pevné’

u" ~ u(t,), p" ~p(t,), u" = u(t,), (3.2)

kde @™, p" a u" aproximuji po fadé funkce u(t,), p(t,) a u(t,). Pak mizeme

aproximovat vyraz 2% (X t,.1), X € Qp, takto:

ot
ou 3u(X, thr1) —4u(X, t,) + w(X,t, 1)
— (X, th1) & : 3.3
Odtud, z (3.1) a (3.2) ziskdme aproximaci ALE derivace ve tvaru
DA 3un+1(wn+l) _ 4un(mn) + unfl(mnfl)
n+1
— thit) & . 3.4
(e 1) ~ (3.4
Dosazenim této aproximace do puvodni rovnice v ALE formulaci dostaneme rov-
nici pro neznamé funkce w™! a p"ti:
3un+1(mn+1) _ 4“’;(wn) + U’nil(mnil) . VAun+1($n+1)+
T

|.] znagf dolnf celou &dst redlného &isla

13



+ ((un+1<wn+1) - ,wn+1<$n+1>) ) v) un+1($n+1) + Vpn+1($n+1) =0, (3.5)

kterou doplnime o rovnici kontinuity
diva" (2"t = 0. (3.6)

Tyto rovnice uvazujeme pro viechna "t € Q, .., n=1,2,..., K — 1. Zfejme
plati:
x' = A, (A;LL(:I:”H)) ,i=n—1,n.

Symbol w"™*! aproximuje rychlost ALE zobrazeni v ¢ase t,,1, w" ~ w(t,1).

Rovnice (3.5), (3.6) muzeme jesté prepsat pomoci oznacent
,&i(mn—l—l) — (-Ati (At—nlJrl(mnH)) Cxntle O,
Ziskame tak nasledujici problém:

Hleddme funkce v : Q. — R? ap™™ : Q, ., — R spliujici v ,, rovnice

3urtt —44™ + 4!
21

—i—((u”“ — w”“) : V) w" TVt v Autt =0, (3.7)

divu"t! = 0. (3.8)

Rovnice (3.7), (3.8) déle doplnime o okrajové podminky (2.20), (2.21) a (2.22)
uvazované v ¢ase t = t, 1.

V dalsim budeme pro jednoduchost psdt u,p, t a Q misto w™**, p" ™ ¢, a Q..

3.2 Prostorova diskretizace

3.2.1 Slaba formulace

Pro diskretizaci v prostoru pouzijeme metodu konec¢nych prvki. Pro jeji aplikaci
je tteba preformulovat rovnice

3u—4da" + 4"
2T

4 ((u — w”“) : V) u+ Vp—vAu =0, (3.9)

divu = 0, (3.10)

které uvazujeme v mnoziné €2, ve slabém smyslu. Nejprve ale zavedeme oznaceni
pro prostory funkci, které budeme v dalsim potiebovat. Predevsim

Q= Q) = { [:9 =R [ lebesgueovsky miitelnd, [ |f(x)Pdx < oo}
Q

je Lebesgueuv prostor funkci na mnozineé €2 integrovatelnych s druhou mocninou,

HH(Q) = {v € L2(Q); g; e L2(Q), i = 1,2}

14



je Sobolevuv prostor funkei na €2, v jehoz definici uvazujeme derivace ve zobe-
cnéném smyslu (viz Dopliiky, 7.3). Déale polozme
2

W= (1)),

X = {'v €W; v[r, =0, vpy, :0}.

Restrikce funkce v v predchozi definici jsou chdpdny ve smyslu stop?. Nyni
prejdeme k odvozeni slabé formulace naseho problému. Vynasobime rovnice (3.9)
resp. (3.10) testovaci funkei v € X resp. ¢ € Q, vzniklé identity zintegrujeme
pres oblast {2 a vhodné pouzijeme Greenovu vétu, jejiz znéni je uvedeno v kapi-
tole Doplnky, 7.4. Postupné dostaneme:

Ndésobeni testovacimi funkcemi:

3u — 44" + a4t
2T

-v—l—(((u—w”“)-V)u)-v+Vp-v—yAu-v:O,

(divu) g =0,

integrace pres oblast €:

/Q?)u—élﬁn—l-ra”_l.vdm_l_/sz(((u_wml)_V)u>.vdg;_|_

2T
+/Vp-vdw—l//Au-vdm:O,
Q Q

/ (divu) ¢ dz = 0.
Q

Aplikace Greenovy véty na ¢len s Au dava vztah

—I//A'u,~'vdaz:—1// au-’udS—l-l//V'u,-V'valm:
0 o0 On Q

ou
=—v Foan'vdS—i-V/QVu-V'vdm—

:—/ (p—Pref)n'vdS—i—V/Vu-Vv dzx,
o Q

vvvvv

(tj. vlr, =0, v|ry,, =0) a okrajové “do-nothing” podminky (2.22).

Clen s Vp:

/Vp-vda::/ pv-ndS—/pdivvd:I::/ pv-ndS—/pdivvd:c.
Q o9 Q T'o Q

Po téchto upravach dostaneme nasledujici rovnice:

[ i [ ()9 ) e -

2Definici a zékladni vlastnosti operdtoru stop pro funkce z H'(Q) 1ze nalézt v [4].
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—/pdivvdw—i—z//Vu-Vvdw:—/ Pref - m dS,
Q Q To

/(divu)q dez = 0.
Q

Tyto dvé rovnice sec¢teme a cleny, které nezavisi na hledanych funkcich u a p,
prevedeme na pravou stranu:

237_/Qu-'vd:l:—i—/ﬂ(((u—w“l)-V)u)-vdm—/gpdiv’udw—i—

+V/V’U,'V'Ud:1: —i—/(divu)qdw:

—/ 411"— u" 1 v d:l;—/ Prefv - M dS. (3.11)

Pro prehlednéjsi zapis nyni oznacime symbolem (+, ) skaldrni soucin na prostoru
L2(Q), tj. (f,9) = Jo fg dz, f,g € L*(Q). Stejnym symbolem ozna¢ime skaldrn{
soucin na prostoru (£2(€2))* a dale ((-,-)) bude znacit symetrickou bilinesrn
formu na prostoru W definovanou vztahem

ou; Ov;

/vu V'vdaz—Z/VuZ Vo do = 2/8%8%

Identitu (3.11) 1ze nyni napsat ve tvaru

;_(u, v) + (((u —w"th). V) u, v) — (p,dive) + v((u,v)) +

1
+ (divu, q) = 5 —(4a" —a" v )—/F Dref¥ - 1 dS, (3.12)
o

kterd plati pro vSechna (v,q) € X x Q a kde hledané teseni (u,p) je prvkem
prostoru W x Q. Zavedme jesté oznaceni

a(U U V) = 2(u,v)+ (((u* —w™™)-V)u,v) — (p,dive) +
+ v((u,v)) + (divu, g), (3.13)
fV) = 5(@a"—a" " v) = i Presv - 1 dS,
kde U* = (u*,p), U = (u,p) e Wx QaV = (v,q) € X x Q.
Definice: Slabym fesenim problému (3.9), (3.10) s okrajovymi podminkami

(2.20), (2.21) a (2.22) nazveme dvojici (u"™!,p") = (u,p) = U € W x Q
splnujici vztah

a(U,U, V)= f(V) (3.14)

pro vSechna V' = (v,q) € X x Q, kde navic U splauje okrajové podminky
u = up(t) nalp, (3.15)
u=wlr,, (t) naly, (3.16)

ve smyslu stop a t =1,.
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3.2.2 Metoda konec¢nych prvku

Pro aplikaci metody koneénych prvku zavedeme vhodné koneéné-dimenzionalni
prostory Wy, &), a Qy,, aproximujici prostory W, X a Q. Necht

Xh: {’U EWhI ’l)|FD :O7U|FWt :O}

Definice: Rekneme, ze Uy, = (us, py) je piiblizné feseni problému (3.14), jestlize
plati:
a(Un, Un, Vi) = f(Vi) YVi = (vn,qn) € X X Qp (3.17)

a uj, spliuje vhodnou aproximaci okrajovych podminek na I'p a ['y,.

Prostory konecnych prvku X, a O, musi splhovat tzv. Babuskovu-Brezziho
podminku (déle BB-podminka), kterd zajistuje stabilitu schématu:
(p, divw)

de>0: inf  sup >c, (3.18)
0£pEQn ozwe X, | W (@) [Pl 22(0)

kde | - |31 (q) je seminorma na prostoru H'(€2) definovand vztahem

Ow;
w20 /|Vw| dw—Z/ IV, 2dz = Wi

Q |0z,
Standardni postup pro zavedeni prostoru koneénych prvku spociva v sestrojeni
triangulace oblasti 2 a uvazovani vhodného konec¢né-dimenzionalniho prostoru
funkef na této triangulaci. Necht €2 je polygonalni oblast, tj. oblast, jejiz hranici
tvoif po ¢éstech linearni kiivky. Rekneme, ze T, = {K; K € 7,} je triangulace
oblasti €2, jestlize plati:

i,7=1

1. VK € T, : K C Q je uzavieny nedegenerovany trojihelnik,

2. UKETh K - ﬁ,

3. Ki,Ky € T, K| # Ky = K, N Ky = () nebo Ky, K, maji spole¢ny pravée
jeden vrchol nebo K7, K5 maji spolecnou pravé jednu stranu,

4. Mnozina 7, obsahuje konetné mnoho elementu K.

Obr. 8 - Triangulace Ty, oblasti €y uzita v numerickém experimentu
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Nyni aproximujeme prostor Q prostorem Qp,:
Qn ={q€C@Q):qlx € PK) VK € T,} .

kde P*(K) je prostor viech polynomi stupné nejvyse k na elementu K. Prostor
W aproximujeme prostorem W, kde

»%:{ve@mnﬁvme(ﬂ“UOfVKG%}

tj. v|x = (v1,v2)|k, kde v; je polynom stupné nejvyse k + 1 na K, i = 1,2.
Nakonec polozime &), = X N W,,. Takto definovanéd dvojice prostoru (A}, Q)
spliuje BB-podminku. V nasich vypoctech pouzivame tzv. Taylorovy-Hoodovy
P,/ Py elementy, tj. uvazujeme k = 1 v predchozich definicich.

3.3 Stabilizace metody kone¢nych prvku

Diilezitou veli¢inou charakterizujici proudéni je tzv. Reynoldsovo ¢islo Re =
UL/v, kde U je charakteristickd rychlost (v nasem piipadé prumérnd rychlost
na vstupu) a L je charakteristickd délka (napt. délka kandlu). Je-li ¢islo Re
dostatecné malé, je proudéni lamindrni a numerické metody pro jeho feSeni jsou
dostatecné stabilni. S rostoucim Re se obvykle projevi v ptiblizném teseni tzv.
Gibbsuv jev reprezentovany nefyzikalnimi oscilacemi. Abychom vzniku téchto
oscilaci v pfiblizném teseni Uy, = (up, pp) zamezili, pouzivaime metody vedouci
ke stabilizaci diskrétniho schématu. V nasem ptipadé pouzijeme SUPG metodu
(streamline upwind Petrov-Galerkin), kterou lze v literature nalézt také pod
nazvem “streamline-diffusion method”, tj. metoda proudnicové diftuze. Spociva
v pridani stabilizacnich ¢lent do nasi diskrétni rovnice

a(Uh, Uh, Vh) = f(Vh) VVh € Xh X Qh.

Stabiliza¢ni cleny definujeme takto:

L,(UU V)= > 6k <3u—VAu+(w-V)u+Vp, (w~V)v) ,
KeT, 27— K

HM:Z%@M%W%WwQ, (3.19)

KeT, K

kde U = (u,p), U* = (u*,p) E Wy x Qi, V = (v,q) € X x Qp, W = u* — w" !
je transportni rychlost, (-,)x znaéi skaldrni{ soucin na prostoru £*(K) nebo
(L2(K))* a 6 > 0 jsou vhodné parametry.

Déle zavedeme tzv. div-div stabilizaci tlaku pomoci formy

Pu(U, V)= > 7mx(dive, dive)k, (3.20)
KeT,

kde U = (u,p) € Wy, x Qp, V = (v,q) € A), x Q a Tk > 0 jsou vhodné para-
metry.
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Stabilizovany diskrétni problém je poté formulovan nésledovné:

Hleddme dvojici (up, pr) = U, € Wy, X Qy, takovou, ze:
a(Un, Un, Vi) + LUk, Un, Vi) + Pr(Un, Vi) = f(Va) + Fin(Va)

pro vSechna V, = (vp,qn) € X x Qp (3.21)

a uy, splinuje vhodnou aproximaci okrajovych podminek na I'p a I'yy,.

Pro volbu parametru dx a 7x existuje fada heuristickych postupu, nicméné
tyto metody pro velkd Reynoldsova ¢isla Re selhavaji. Pro vhodnou volbu stabi-
liza¢nich parametru je nutno provést velmi komplikovanou teoretickou analyzu.
V nasem numerickém experimentu volime tyto parametry podle [3] nasledujicim
zpusobem:

S = 6*h3, (3.22)

kde hy je velikost elementu K ve sméru transportni rychlosti w (viz obr. /)
a 0" € (0,1] je volitelny parametr,

TK =T,

kde 7* € (0, 1] je volitelny parametr.

Obr. 4 - Velikost elementu K ve sméru transportni rychlosti w.
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Kapitola 4

Realizace diskrétniho problému

Ptipomenme si nés diskrétni problém:
Hleddme Uj, = (up, pr) € Wy, X Q) takové, ze
a(Uh, Un, Vi) + LUy, Up, Vi) + Ph(Uh, Vh) = f(Vn) + Frn(Vi) (4.1)

pro vSechna V, = (vp, qn) € X x Q)

a up, € Wy, spliuje vhodnou aproximaci okrajovych podminek na I'yy, a I'p. Jako
prirozend volba se nabizi pozadovat

uh(P):uD(P,t), t:tn-i-l,
pro kazdy vrchol a kazdy stied strany P triangulace 7, lezici na I'p,
up,(P) = w"(P)

pro kazdy vrchol a kazdy stied strany P triangulace 7}, lezici na I'yy,.

4.1 Oseenuv problém

Resenf problému (4.1) je obtizné v disledku nelinearity konvektivnich élenti vy-
stupujicich v Navierovych-Stokesovych rovnicich. Pro vypocet priblizného reseni
je tedy nutné nas diskrétni problém linearizovat. Nelinearni ¢len s konvektivni
derivaci budeme aproximovat linearnim c¢lenem:

((’u, —w"thy. V) u R~ (('&" —w"th). V) u (4.2)

nebo
(w—w™) - V)ur ((2a" - a"") - w™)- V) u. (4.3)
Hledanou rychlost w nahradime v konvektivni derivaci rychlosti " z predchozi

¢asové vrstvy. Druhd moznost je ziskdna aproximaci rychlosti w na (n + 1)-ni

casové vrstve pomoci extrapolace vyrazem 24" — 4" .
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Dalsi moznosti, jak tlohu (4.1) linearizovat, je pouzit tzv. Oseenuv itera¢ni pro-
ces. Necht U,EO) je pocatecni priblizeni dvojice (up,pn) = Uy € Wy, X Q) a pired-
poklédejme ze pro néjaké [ € N U {0} jiz byla vypoétena [-t4 iterace Uhl =
(w,p") € Wy x Qy. Pak (I + 1)-ni iteraci U™ = (™ pFy e W, x Q)
definujeme vztahem

a(UY, USD Va) + Lo (UL U Vi) + PO, Vi) = F(V) + Fa(Va)
pro vSechna Vj, = (vp,qn) € X, X Qp,. (4.4)
Jako pocatecni priblizeni U, f(bo) volime bud hodnoty na piechozi ¢asové vrstveé:
U = (wypy) = (@, 5"),
nebo extrapolaci hodnot na piedchozich dvou ¢asovych vrstvach:
U = (u),py)) = (20" — " 25" — pm ).

Odstranénim nelinearity v konvektivnich ¢lenech schématu (4.1) jsme zajistili, Ze
problém (4.4) je linearni. Numerické vysledky ukazuji, ze pro ziskdni dostatecné
presného Teseni staci spocitat pouze nékolik Oseenovych iteraci. Vsimnéme si, ze
uziti aproximaci (4.2) a (4.3) odpovidd Oseenové metodé, v niz vypocteme pouze
jednu iteraci.

4.2 ReSeni linearizovaného Oseenova problému

Pro prevedeni tlohy (4.4) do tvaru soustavy linedrnich rovnic potiebujeme nej-
prve zKkonstruovat baze konecéné-dimenziondalnich prostoru Aj a Q). Pro kon-
strukci béaze prostoru Q9 ozna¢me a,,, m = 1,...,5, vSechny vrcholy dané
triangulace 7. Kazda funkce ¢ € Qy, je na elementu K € 7, jednozna¢né urcena
svymi hodnotami ve vrcholech (viz obr. 5). Jako bazové prvky prostoru Qy, proto
zvolime funkce ¢, k=1,...,5, takové, ze

G(am) = Ogm, k,m=1,...,S.

Obr. 5 - Stupné volnosti funkce p € Qp, na elementu K € Ty,.
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Bézi prostoru A}, konstruujeme podobnym zpusobem. Muzeme psat X = ), X
Yh, kde ), = {U € C(ﬁ) : U|K S Pk—H(K) VK € 7;1, U|1’*D =0, U|FWt = 0} Rekne—
me, ze bod b € € je uzel triangulace 7y, je-li b vrchol néjakého elementu K € 7,
nebo je-li b stied strany E néjakého elementu K € 7. Vrcholy a stiedy stran
b € Ukeg, K lezici na 0€2 mezi uzly nezahrnujeme. Oznacme b;, i = 1,...,L,
vSechny uzly dané triangulace 7;,. Jelikoz funkce v € )}, je na kazdém elementu
K € Tj, uréena jednozna¢né svymi hodnotami ve vrcholech a stiedech stran (viz
obr. 6), lze bazi {v;}~_, volit tak, aby byl splnén vztah

U:(bj):(sij, Z,jzl,,L

Bazi prostoru Aj, poté zkonstruujeme snadno pomoci bazovych prvku prostoru
Vi Necht N = 2L, pak béazi {w?}Y, prostoru &) definujeme piedpisem

w; = (v;,0), i=1,.... L,

w; = (0,v]_;), i=L+1,...,N.

)

@
Obr. 6 - Stupné volnosti funkce v € V), na elementu K € 7Ty,.

Déle necht uj € W, je funkce realizujici vhodnou aproximaci okrajovych pod-
minek. Zvolme ji nasledujicim zptsobem:

up(P) = up(Pt), t=t,1,
pro vrcholy a stfedy stran P € I'p triangulace 7p,,
u;(P) = w"(P)
pro vrcholy a stiedy stran P € 'y, triangulace 7,
u;(P) =0 jinak.

1 I+1 I+1
D= ()

(el
Potom hledame feSeni U, f(b - ve tvaru

N
ugﬂ) = u} + Zlijj-, )
J= 4.5

S
l *
pg‘i’l) g z_:l qum,
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kde Uj, P, jsou redlnd ¢isla, j =1,..., Nym=1,...,5.

Za testovaci funkce stac¢i dosazovat vzhledem k linearité forem v Oseenové sché-
matu vzhledem k testovacim funkcim pouze bazové funkce prostoru &), resp. Qy,.
Dosazenim testovaci funkce V}, = (wf,q;), i =1,...,N, k= 1,...,5 a vztahu
(4.5) do rovnice (4.4) ziskdme:

@) 77041 3 X N o an

N 0 S ' N
+ X ((@h - V)w? w;-k) Ui — > (¢, divw!) P, + Zl(dlvw;,q,j)Uj +
]:

m=1

2 (up, w)) + v((uh, w) + (@) - V)ug, w)) + (divu;, g;),

N 3 * * =) % (1)
= 5|y (Zw; —vAw + (@), - V)w, (@, - V)w;) Uj| +
S + (D) ]
+ ¥ k| X (qu,('wh V)fwz> Pl +
KeTy, m=1 K
+ > Ok (%uZ—VAquL(w,(f)-V)u’};,(wg)-V)w:) :
KeTy, K

FVi) = & (40" — @' w}) = Jp, Prejw} - 1 dS,

FalV) = % 0k (40" —a" ), (@), - V)w)

KeTy,

a

—_

KeT,, Jj=

PoU V) = 3 7k ([%(divw;,divw;);{ Uj] + (divu;,divw;)K>,
kde w\" = (u) — wn*?).
Oznacime-li
@iy = g (w) w)) + v((w), w))) + (@) - V)w),w;) +
+ % ok (2w - vAw] + (@) - V)w}, (W) V)w;) +

)
KeT, J

+ > 1r(divw], divw])k,
KeT,

bim = _(quu dlvw;k)v
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Fy = g-(40" — 4" w}) = fp, pregn - w dS +

+ % Ok (F@a" —ar ), (@) V)w;) -
(

Luj —vAu;, + (W) - V)i, (@, - V)w)) —

+ (@) - V)up, wi) = % (divey, divw))x
KeTy,

Gk = (le'U,Z, QI:)?

kde opét Wg) ( g) -

Uj,7=1,...,N, Pp,m=1,...,5:

N S
> ai;U; + Y (bim + Cim) P = Fi, i=1,... N,
(4.6)
N
ijkUj - Gk, k:1,...,S.

Oznac¢ime-li
U= (U,...,Ux)T,

P=(P,...,Ps)T,

F=(F,...,Fx)T,
G=(Gy,...,Gs)T,

muzeme vzniklou soustavu linedrnich rovnic (4.6) zapsat v maticovém tvaru:
A B+C U F
(o %) (k)= (&) 1)
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Kapitola 5

Numericky experiment

5.1 Konstrukce ALE zobrazeni

Piipomenme, ze referenéni (ALE) soutadnice X = (X3, X3) volime jako kartézské
soufadnice v case t = 0. ALE zobrazeni A; prifazuje v case t kazdému bodu
X € Qg bod & = (z1,22) = 2(X,t) = A(X) € Q. V nasem pifpadé polozme
x; = X pro viechna t € [0,7T] a véechna X = (X1, X5) € Qp, coz znamend, 7Ze
soutadnice x; se v ¢ase nemeéni.

Predpokladejme, ze vstup je uiseckou, ktera je c¢asti piimky X; = a a vystup
je rovnéz tseckou, kterd je ¢asti pifmky X; = b, kde a,b € R, a < b. Déle necht
je pohyb stén v zavislosti na ¢ase dan funkcemi

g = ¢(X1,t), X1 € [a,b],t €[0,T] (horni sténa),
e = p(X1,t), X1 € [a,b],t €[0,T] (dolni sténa),

kde ¢(X1,t) > p(Xi,t) pro véechna X; € [a,b],t € [0,T]. Necht ¢ a ¢ jsou
hladké funkee, tj. ¢, ¢ € C'([a,b] x [0,T]).

Transformaci soutadnice x5 volime tak, Ze je jeji zména linedrni, tj. pouzijeme
zobrazeni definované vztahem

X2 - Sp(Xb 0)
¢(X17 0) - ¢<X17 O)
Inverzni ALE zobrazeni A; ' : Q, — Q ziskdme z pfedchoziho vztahu snadno
diky vlastnosti 1 = Xi:

ro( X, t) = o(X1,t) + (A(X1,t) — (X1, 1)). (5.1)

Xl - (Agl(xlax2)>1 - Xl('rlny?t) = T,

Xa = (A7 (w1.22), = Xalwr,wa.t) = (=0, 1)

pro véechna & = (x1,23) € ; a viechna t € [0, 7.
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Obr. 7 - Kandl s pohyblivymi sténam:i

Kandl v case t =0
_______ Zména kandlu v case t > 0

5.2 Rychlost ALE zobrazeni

V Kapitole 2 jsme definovali rychlost ALE zobrazeni vyjadienou vzhledem k re-
ferenénim soufadnicim X € y piedpisem

0 _
w(X,t) = &At(x)’ te0,T], X €8y (5.3)
a nésledné také vzhledem k prostorovym soutfadnicim = € Q, vztahem
w(z,t) = w(A (x),t), t€[0,T], Q. (5.4)

Nyni muzeme tyto vztahy dale upravit. Protoze prvni slozka naseho ALE zob-
razeni A; nezavisi na ¢asové proménné, plati:

_ 0
wl(X,t) = aXl =0.
Déle ze vztahu (5.1) ziskdme
Xy — p(X1,0)

(X0 = 5 (w0600 + (6061,0) = (%1, ) =

¢(X17 O) - @(le 0)
i Xy —o(X1,0) (99 O
= —(Xy,t —(X1,t) — =—(X1,t) ).
o Kt d(X1,0) — o(X1,0) gt Ko t) = 5 (X0 d)
Pomoci (5.2) a (5.4) snadno vyjadiime rychlost ALE zobrazeni v prostorovych
soufadnicich:

wi(z,t) =0,

_ Oy ry — p(x1,t) (09 Iy
wy(x,t) = a@l’t) + PP S ((%(a:l,t) — 81&<x17t>> :
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5.3 Formulace numerického experimentu

5.3.1 Vypocetni oblast

V nasich numerickych experimentech pouzijeme nésledujici funkce a parametry,
urcujici vypocetni oblast €:

a=-2,b=2,

©(X1,t) = a sint (cos(nXy)+1), X;e[-1,1], t 0,17,
e(X1,t) =0, X;e[-2,1)U(-1,2], t€[0,T],
o(Xy,t) =1, X;€[-22], tel0,T],
1

kde a € (O, %) je parametr uddvajici velikost deformace dolni stény. Pro a = 3

by doslo pro t = §+2km, k € NU{0} k uzavieni kanalu, coz by ndm neumoznilo
pouzit predpoklad nestlacitelnosti naseho proudéni.

Z uvedenych vztaht snadno vypocteme ¢asové derivace funkei ¢ a (:

gf(Xl,t) =0 VX, e[-22], tel0,T],
Iy
E(Xl’t) =0 VX;e[-2,-1)U(1,2], te0,T],
%:(Xl,t) =« cost(cos (nXy)+1) VX, e[-1,1], t €[0,T].

Vidime, ze funkce %—f je spojita na svém definiénim oboru. Jelikoz funkce ¢ a ¢
nezavisi na druhé referencéni souradnici X5, staci nam pro ovéreni hladkosti ALE
zobrazeni vysetfit spojitost funkei 22-, 22

0X1’ 9X1°
o¢
s (Xuh =0 X €[-2.2] 1€ [0.7]
Oy
—(X1,t) =0 VX;e[-2,-1)U(1,2], te]0,T],
0X,
dp : :
aT(Xl,t) = —amsint sin(rX;) VX;€[-1,1], t€[0,T].
1

Z téchto vypoctu plyne, ze ALE zobrazeni je ttidy C'(q x [0,T]).

5.3.2 Vazkost, tlak, pocatecni a okrajové podminky
Pro numericky experiment jsme zvolili parametry timto zpusobem:

Dref = 0 (referencni kinematicky tlak)

up(X) = (1,0) pro vsechna X € Qqy (pocdtecni podminka)
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| (1,0), pokud X; = -2 - . ,
up(X,t) = { (0.0). jinak. (Dirichletova okrajovd podminka na I'p)

7 =0.01 (velikost ¢asového kroku pri diskretizaci)

o =1 (parametr wréugjici vijpocetni oblast).

Velikost kinematické vazkosti v jsme uvazovali ve dvou ruznych hodnotéch:

v =0.01
resp.
v = 0.001.

Pii takto zvolenych parametrech numerického experimentu je vypocet freSeni
relativné rychly, lze totiz pouzit pomérné hrubou vypocetni sit z divodu velké
vazkosti, a tedy malého Reynoldsova &fsla fadu 102 — 103. Pfi velikosti kine-
matické vazkosti v = 0.01 je proudéni laminarni, pfi vypoctech s kinemati-
ckou vazkosti v = 0.001 jiz dochdzi k tvorbé viru v oblasti za “hrbem” a pred
vystupem z kanalu. Animace vyvoje jednotlivych veli¢in v ¢ase jsou k dispozici
na prilozeném nosici CD.
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5.4 Vysledky

Nasledujici obrazky ukazuji rozlozeni funkénich hodnot hledanych veli¢in u a p:

— —_—

il n

U 05115 2 25

Obr. 8 - Cas t = 1.7, prond slozka vektoru rychlosti u

V: -01 0 01 0.2 03 04

Obr. 9 - Cast = 1.7, druhd slozka vektoru rychlosti u

RN

P: -2-1012

Obr. 10 - Cas t = 1.7, kinematicky tlak p
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U 05115 2 25

Obr. 11 - Cas t = 3.3, prund slozka vektoru rychlosti u

o D)/ TN

V: -01 0 01 0.2 03 04

Obr. 12 - Cas t = 3.3, druhd slozka vektoru rychlosti u

IR

P: -2-101 2

Obr. 13 - Cas t = 3.3, kinematicky tlak p
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il n

U 05115 2 25

Obr. 14 - Cas t = 4.8, prund slozka vektoru rychlosti u

\

—alp

V: -01 0 01 0.2 03 04

Obr. 15 - Cas t = 4.8, druhd slozka vektoru rychlosti u

IR

P: -2-101 2

Obr. 16 - Cas t = 4.8, kinematicky tlak p
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il n

U 05115 2 25

Obr. 17 - Cas t = 6.4, pruni slozka vektoru rychlosti u

[

V: -01 0 01 0.2 03 04

Obr. 18 - Cas t = 6.4, druhd slozka vektoru rychlosti u

IR

P: -2-101 2

Obr. 19 - Cas t = 6.4, kinematicky tlak p
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Nézornéji 1ze vidét vysledné hodnoty rychlosti tekutiny w na vektorovém dia-
gramu:
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Obr. 20 - Cas

~
I
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vektor rychlosti u

F- - - - - - = — = — N . W 4 - - = — — — — — — o~ N~~~
r- - - - - = = — — = — . L X X = = = — = — — — ~ N~~~
- = = = = — - — e = = =~ N -~
| - - - - - - - - e — — — —_ —_ — — - — - - - - - ~ ~ ~ ~ ~
| - - - - - - " - —_ — — - - - - -~ ~ ~N ~ ~
E = 2 2 Z T T z > 3 vy oz
= ' — '
Obr. 21 - Cas t = 3.3, vektor rychlosti u

Obr. 22 - Cas t = 4.8, vektor rychlosti
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Obr. 23 - Cas t = 1.7, vektor rychlosti u
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Obr. 24 - Cas t = 3.3, vektor rychlosti u
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Obr. 25 - Cas t = 4.8, vektor rychlosti u
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Obr. 27 - Cas t = 8.0, vektor rychlosti u
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Obr. 28 - Cast = 9.5,




N

U -15 -1 -05 0 05 1 15

Obr. 29 - Cas t = 1.7, prund slozka vektoru rychlosti u

V: -1 -05 0

Obr. 30 - Cas t = 1.7, druhd slozka vektoru rychlosti u

Obr. 31 - Cas t = 1.7, kinematicky tlak p
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U -15 -1 -05 0 05 1 15

Obr. 32 - Cas t = 3.3, prund slozka vektoru rychlosti u

V: -1 -05 0

Obr. 33 - Cas t = 3.3, druhd slozka vektoru rychlosti u

Obr. 34 - Cas t = 3.3, kinematicky tlak p
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U -15 -1 -05 0 05 1 15

Obr. 35 - Cas t = 4.8, prund slozka vektoru rychlosti u

-1 -05 0

0.5

1

Obr. 36 - Cas t = 4.8, druhd slozka vektoru rychlosti u

/ |

1
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|
pP. -3 -25 -2 -15

Obr. 37 - Cas t = 4.8, kinematicky tlak p
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U -15 -1 -05 0 05 1 15

Obr. 38 - Cas t = 6.4, pruni slozka vektoru rychlosti u

vV: -1 -05 0 05 1

Obr. 39 - Cas t = 6.4, druhd slozka vektoru rychlosti u

Obr. 40 - Cas t = 6.4, kinematicky tlak p
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U -15 -1 -05 0 05 1 15

Obr. 41 - Cas t = 8.0, pruni slozka vektoru rychlosti u

V: -1 -05 0

Obr. 42 - Cas t = 8.0, druhd slozka vektoru rychlosti u

Obr. 43 - Cas t = 8.0, kinematicky tlak p
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Kapitola 6
Zaver

Metoda konecnych prvku za pouziti SUPG stabilizace a ALE metody dava spole-
hlivé a dostatecné presné vysledky pro feseni proudéni tekutiny v oblastech s ¢a-
sové zavislou hranici. Numerické experimenty ukazuji zajimavé vysledky, které
dale motivuji v hledani matematického modelu popisujicitho proudéni vzduchu
v lidskych hlasivkach. Pro blizsi ptiblizeni k tomuto ikolu bude nutné rozsitit
nas model o metody a matematické vztahy popisujici vzajemnou interakci mezi
sténami kanalu a proudici tekutinou a upustit tedy od nami predepsaného po-
hybu hranice vypocetni oblasti. Pouzité metody se ukazaly byt vhodné pro tento
druh problému a je mozné je v dalsich vypoctech opét vyuzit.
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Kapitola 7

Doplnky

7.1 Definice diferencialnich operatoru

Definice: Necht Q@ C R?, u = (uj,us), w; € C*(Q), i = 1,2, u = u(z) =
u(xy,x2). Pak definujeme

2 Ou;  Oup  Ous
divu = J — di
ivu = 9z, om + e (divergence),

J=1

us  (konvektivni derivace),

2
Au=>" = + (Laplaceiv operdtor).

7.2 Dvoukrokové implicitni schéma druhého ra-
du presnosti pro aproximaci casové derivace

Necht ¢ € C*([tp_1,tns1]), tn = nT, 7 > 0, n € N. Pak aplikaci Taylorova vzorce
dostaneme

0 7292 ,
Pltn) = @(tns1) = 75 (1) + 52 (turn) + O(77),

%) 472 9%

tno1) = @(tps1) — 27— (tpi1) + — —

90< 1) 90( +1> T ot ( +1) G
Odecteme-li od ¢tyrnasobku prvni rovnice druhou rovnici, dostaneme

(t) = @ltn 1) = Bpltnsr) — 2 (fnin) + O()

(tn+1> + 0(7'3).

a tedy

([;(f(tn—&-l) _ 3(10(tn+1> - 49;7<—tn) + @(tnfl) + 0(7_2).
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Odtud zanedbanim ¢lenu O(7%) ziskdme dvoukrokovou zpétnou diferenéni for-
muli druhého radu presnosti:

(o) ~ 30(tns1) — 42;515”) + olt1)

9
ot

7.3 Zobecnéna derivace

Definice (Zobecnénd derivace) : Necht Q C R? je oteviend neprazdnd mnozina
a f € L.(Q), tj. pro kazdou kompaktni mnozinu K C Q je flx € LYK).
Rekneme, 7e funkce f; € £}, () je zobecnénd derivace funkee f podle proménné
x;, jestlize

‘V’QOGCSO(Q):{@DECOO(Q):supp¢:{x69:¢(x)7é0}cﬁ}

plati

/Qf,-godx _ —/Qfgfid:n.

Zobecnénou derivaci funkce f podle x; poté znacime standardné f; = %.

Pozn.: V literature lze nalézt zobecnénou derivaci také pod ndzvem slaba derivace.
Ekvivalentné lze v definici Sobolevova prostoru pouzit tzv. deriwaci ve smyslu di-
stribuct.

7.4 Greenova véta

Véta (Greenova) : Necht © C RY je omezend oblast s lipschitzovsky spojitou
hranici a ¢, ¢ € H'(Q) jsou funkce. Pak plati

i

wdx:/ gm,bnidS—/goawdx, 1=1,...,N,
a0 Q' Ox;

kde n = (n1,...,nx) je vnéjsi jednotkova normala k 0f2.
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