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V Praze dne 24. května 2007 Martin Hadrava

2



Obsah
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Kapitola 1

Úvod

Prouděńı tekutiny hraje d̊uležitou úlohu v mnoha technických oborech. Nej-
větš́ı uplatněńı lze nalézt v leteckém pr̊umyslu, kde se zkoumá obtékańı vzduchu
kolem leteckého profilu a jeho interakce s ńım, stoj́ırenstv́ı (turb́ıny, kompre-
sory, pumpy), stavebnictv́ı (stabilita most̊u) a medićıně (prouděńı krve v cévách
a srdci, prouděńı vzduchu v hlasivkách). Dostupný komerčńı software, jako je
např. NASTRAN, FLUENT nebo ANSYS, je schopen řešit pouze úzký okruh
problémů aeroelasticity nebo hydroelasticity a omezuje se většinou pouze na li-
nearizované modely.

Analytické metody jsou schopny poskytnout řešeńı jen pro velmi speciálńı
a nekomplikované problémy. V reálných aplikaćıch je nicméně nutné aplikovat
složitěǰśı modely, bliž́ıćı se v́ıce skutečným situaćım. Je to předevš́ım d́ıky tomu,
že jsme nuceni uvažovat vazkou tekutinu, časově proměnnou oblast prouděńı
a turbulentńı jevy.

V této práci se zaměř́ıme na numerickou simulaci prouděńı vazké nestla-
čitelné tekutiny v rovinném kanálu, jehož neprostupné stěny vykonávaj́ı námi
předepsaný pohyb. Poznamenejme, že reálné aplikaci je bĺıže pohyb stěn v in-
terakci s proud́ıćı tekutinou. Motivačńım př́ıkladem je pro nás prouděńı vzduchu
v lidských hlasivkách. Matematický model prouděńı tekutiny je reprezentován
systémem rovnic tvořeným dvourozměrnými Navierovými-Stokesovými rovni-
cemi a rovnićı kontinuity, které jsou doplněny počátečńımi podmı́nkami a smı́̌se-
nými okrajovými podmı́nkami. Existuje velký počet numerických technik pro ře-
šeńı tohoto systému rovnic. Jako př́ıklad uved’me metodu konečných diferenćı
nebo metodu konečných objemů. V př́ıpadě oblast́ı s komplikovanou geome-
tríı nebo smı́̌sených okrajových podmı́nek se jako nejvhodněǰśı řešeńı ukazuje
použit́ı metody konečných prvk̊u. Metoda konečných prvk̊u vyžaduje splněńı
Babuškovy-Brezziho podmı́nky, která zaručuje numerickou stabilitu schématu.
Prostory konečných prvk̊u pro rychlost a tlak proto muśı být vhodně zvoleny.

Důležitou veličinou charakterizuj́ıćı prouděńı je tzv. Reynoldsovo č́ıslo, které
je př́ımo úměrné délce uvažovaného kanálu a pr̊uměrné rychlosti prouděńı na vstu-
pu a nepř́ımo úměrné vazkosti tekutiny. Pro vysoká Reynoldsova č́ısla je nezbytné
použ́ıt stabilizaci metody konečných prvk̊u, např. metodou proudnicové dif̊uze
(streamline-diffusion method).

Hlavńım tématem této práce je časová závislost uvažované výpočetńı oblasti.
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Pro odstraněńı této komplikace je použita ALE metoda (Arbitrary Lagrangian-
Eulerian), která je založena na přeformulováńı Navierových-Stokesových rovnic
za použit́ı ALE zobrazeńı námi zvolené referenčńı oblasti na výpočetńı oblast
v čase t.

Aplikace metody konečných prvk̊u na systém Navierových-Stokesových rov-
nic popisuj́ıćıch prouděńı vazké tekutiny vede k velkému systému nelineárńıch
algebraických rovnic. Abychom mohli problém vyřešit, použijeme vhodnou li-
nearizaci a dostatečně rychlý řešič pro soustavy lineárńıch rovnic.

Východiskem pro realizaci numerických výpočt̊u byl program vypracovaný
RNDr. Petrem Sváčkem, Ph.D., který byl upraven a jehož použit́ım byly prove-
deny numerické experimenty.
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Kapitola 2

Základńı rovnice

V této kapitole se budeme zabývat úpravou rovnic popisuj́ıćıch prouděńı pro námi
uvažovaný př́ıpad vazké nestlačitelné tekutiny v rovinném kanálu a jejich pře-
vedeńım do ALE formulace, která nám umožńı zvládnout komplikaci v podobě
časově proměnné výpočetńı oblasti.

2.1 Rovnice popisuj́ıćı prouděńı

Uvažované prouděńı je popsáno rovnićı kontinuity (představuj́ıćı zákon zachováńı
hmoty):

∂ρ

∂t
+ div(ρu) = 0 (2.1)

a Navierovými-Stokesovými rovnicemi (které reprezentuj́ı zákon zachováńı hyb-
nosti):

∂(ρui)

∂t
+ div(ρuiu) =

2
∑

j=1

∂τij
∂xj

, i = 1, 2. (2.2)

Tyto rovnice uvažujeme v množině

M = {(x , t); t ∈ (0, T ), x ∈ Ωt} , (2.3)

kde T > 0 a Ωt ⊂ R2 je omezená oblast vyplněná tekutinou v čase t. Dále
x = (x1, x2), xi jsou kartézské souřadnice v R2, u = (u1, u2) je vektor rychlosti
proud́ıćı tekutiny se složkami ui = ui(x , t) : M → R, i = 1, 2, ρ = ρ(x , t) je
hustota tekutiny, ρ : M → (0,∞) a τij, i, j = 1, 2, jsou složky tenzoru napět́ı,
který je definován vztahem

τ = (−P + λdivu)I + 2µD(u), (2.4)

kde λ, µ > 0 označuj́ı koeficienty vazkosti, P = P (x , t) : M → R je dynamický
tlak, I je jednotková matice řádu 2 a D je tenzor rychlosti deformace definovaný
vztahy

D(u) = (dij(u))2
i,j=1,

dij(u) =
1

2

(

∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)

, i, j = 1, 2. (2.5)
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Odvozeńı výše uvedených rovnic a vztah̊u lze naj́ıt např. v [1]. V daľśım budeme
předpokládat, že všechny zmı́něné veličiny popisuj́ıćı prouděńı jsou dostatečně
hladké v množině M .

2.2 Úprava rovnic popisuj́ıćıch prouděńı

Nejprve provedeme úpravy rovnic popisuj́ıćıch prouděńı (2.2) dosazeńım vztah̊u
(2.4) a (2.5). Postupně dostaneme:

τij = (−P + λdivu)δij + 2µdij(u),

τij =

(

−P + λ

(

∂u1

∂x1

+
∂u2

∂x2

))

δij + µ

(

∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)

,

kde δij je Kroneckerovo delta, δij =

{

1 je-li i = j,
0 jinak,

∂τij
∂xj

=

(

−
∂P

∂xj

+ λ
∂

∂xj

(divu)

)

δij + µ

(

∂2ui

∂x2
j

+
∂2uj

∂xj∂xi

)

.

Odtud źıskáme pravou stranu Navierových-Stokesových rovnic:

2
∑

j=1

∂τij
∂xj

= −
∂P

∂xi

+ λ
∂

∂xi

(divu) + µ
2
∑

j=1

(

∂2ui

∂x2
j

+
∂2uj

∂xj∂xi

)

.

Jelikož v této práci uvažujeme nestlačitelné prouděńı (ρ = ρ(x , t) = konst. > 0),
lze rovnici (2.1) zjednodušit na tvar

divu = 0. (2.6)

Odtud a ze záměnnosti parciálńıch derivaćı 2. řádu dostaneme

2
∑

j=1

∂2uj

∂xj∂xi

=
2
∑

j=1

∂2uj

∂xi∂xj

=
∂

∂xi

(divu) = 0.

Rovnice (2.2) proto můžeme přepsat do tvaru

ρ
∂ui

∂t
+ ρdiv(uiu) = −

∂P

∂xi

+ µ
2
∑

j=1

∂2ui

∂x2
j

, i = 1, 2.

Označ́ıme-li p = P
ρ

kinematický tlak a ν = λ
ρ

kinematickou vazkost, źıskáme
rovnice

∂ui

∂t
+ div(uiu) = −

∂p

∂xi

+ ν
2
∑

j=1

∂2ui

∂x2
j

, i = 1, 2.

Zde

div(uiu) =
2
∑

j=1

∂
∂xj

(uiuj) =
2
∑

j=1

∂ui

∂xj
uj +

2
∑

j=1
ui

∂uj

∂xj
=

= (u · ∇)ui + uidivu = (u · ∇)ui.
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Označ́ıme-li

∆ui =
2
∑

j=1

∂2ui

∂x2
j

,

źıskáme t́ımto zp̊usobem standardńı tvar Navierových - Stokesových rovnic pro
nestlačitelné prouděńı:

∂ui

∂t
+ (u · ∇)ui +

∂p

∂xi

− ν∆ui = 0, i = 1, 2, (2.7)

které uvažujeme spolu s rovnićı kontinuity

divu = 0. (2.8)

Rovnice (2.7) lze zapsat ve vektorovém tvaru

∂u

∂t
+ (u · ∇)u + ∇p− ν∆u = 0. (2.9)

2.3 ALE metoda

Časová závislost oblasti vyplněné tekutinou zp̊usobuje pot́ıže při numerickém
řešeńı prouděńı. Abychom tyto pot́ıže odstranili, použijeme tzv. ALE metodu
(Arbitrary Lagrangian-Eulerian), která byla navržena v [2] a aplikována v [5]
a [6]. Hranici ∂Ωt oblasti Ωt budeme uvažovat ve tvaru

∂Ωt = ΓD ∪ ΓO ∪ ΓWt
, (2.10)

kde ΓD bude představovat vstup, kterým tekutina vtéká do oblasti, a nepohyblivé
části pevných, neprostupných stěn, ΓO je výstup a ΓWt

znač́ı pohyblivé nepro-
stupné části stěn. Nepohyblivé části stěn uvažujeme v bĺızkosti vstupu a výstupu
(viz obr. 1 ). Předpokládáme, že části hranice ΓD a ΓO nezáviśı na čase. Na ΓD

a ΓWt
zadáváme Dirichletovu okrajovou podmı́nku pro rychlost, kdežto na ΓO

předepisujeme přirozenou “do-nothing” podmı́nku, která je výhodná pro nume-
rické řešeńı naš́ı úlohy.

G

GG

W

OD

t

Obr. 1 - Kanál s pohyblivými stěnami
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část hranice ΓD

část hranice ΓWt

část hranice ΓO

Pro definici ALE transformace zvoĺıme referenčńı oblast Ωref ⊂ R2 a dále zobra-
zeńı

At : Ωref → Ωt,

X 7→ x = x (X , t), (2.11)

kde X = (X1, X2) ∈ Ωref , x = (x1, x2) ∈ Ωt a t ≥ 0. Předpokládáme, že zobra-
zeńı A(.) = At je hladké (tj. tř́ıdy C1(Ωref × [0, T ])), prosté a na. Oblasti Ωref

a Ωt jsou totožné na mı́stech hranice, kde nedocháźı k jej́ı deformaci. V našem
př́ıpadě jsou to množiny ΓD a ΓO. V daľśım budeme předpokládat, že Ωref = Ω0.
ALE zobrazeńı lze pak volit tak, že je to identické zobrazeńı v okoĺı části hranice,
která na čase nezáviśı. Na rozd́ıl od prostorových souřadnic x = (x1, x2) ∈ Ωt

budeme nazývat X = (X1, X2) ∈ Ωref referenčńımi souřadnicemi (nebo též ALE
souřadnicemi).

�

�

Wref Wt

X
x

At

Obr. 2 - ALE zobrazeńı

2.4 Navierovy-Stokesovy rovnice v ALE popisu

Z d̊uvodu proměnlivé výpočetńı oblasti neńı možné aproximovat časovou derivaci
∂u
∂t př́ımo, jelikož nejsme schopni definovat výraz u(x , t) pro pevný prostorový
bod x a r̊uzné časové vrstvy, pro něž jsou oblasti Ωt r̊uzné. Je tedy nejprve
nutné převést závislost hledané funkce u na prostorové proměnné do referenčńı
oblasti, která bude shodná pro všechny časové okamžiky t, poté přenést časovou
derivaci funkce u do této referenčńı oblasti a v ńı použ́ıt vhodnou diskretizaci.
Pro převedeńı časové derivace funkce u a následně i Navierových-Stokesových
rovnic do ALE formulace však nejprve potřebujeme definovat několik nových
pojmů.

Definice: Necht’ A(·) ∈ C1(Ωref × [0, T ]). Vektorovou funkci

w̃ : Ωref × [0, T ] → R2,

w̃(X , t) =
∂

∂t
x (X , t) =

∂

∂t
At(X ) (2.12)

budeme nazývat rychlost ALE zobrazeńı.
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Rychlost w̃ je vyjádřena vzhledem k referenčńım (ALE) souřadnićım. Zpět-
nou ALE transformaćı ji můžeme vyjádřit vzhledem k prostorovým souřadnićım
ve tvaru

w = w̃ ◦ A−1
t , tj.

w(x , t) = w̃(A−1
t (x ), t), t ∈ [0, T ], x ∈ Ωt. (2.13)

Dále definujeme ALE derivaci DA

Dt
:

Definice: Necht’ f : M → R je funkce. Položme

f̃(X , t) = f(At(X ), t), X ∈ Ωref .

Potom definujeme ALE derivaci funkce f vztahem

DA

Dt
f(x , t) =

∂f̃

∂t
(X , t)|X=A−1

t (x). (2.14)

Necht’ f ∈ C1(M). Aplikaćı věty o derivaci složeného zobrazeńı dostaneme

∂

∂t
(f (At(X ), t)) =

2
∑

j=1

∂f

∂xj

(At(X ), t)
∂ (At(X ))j

∂t
+
∂f

∂t
(At(X ), t) . (2.15)

Tud́ıž

DA

Dt
f(x , t) = ∂

∂t
f̃(X , t)|X=A−1

t (x) = ∂
∂t
f (At(X ), t) |X=A−1

t (x) =

=

(

2
∑

j=1

∂f
∂xj

(At(X ), t)∂(At(X))j

∂t
+ ∂f

∂t
(At(X ), t)

)

|X=A−1

t (x) =

=
2
∑

j=1

∂f
∂xj

(x , t) wj(x , t) + ∂f
∂t

(x , t) =

= (w(x , t) · ∇)f(x , t) + ∂f
∂t

(x , t),

krátce
DA

Dt
f = (w · ∇)f +

∂f

∂t
. (2.16)

Odtud źıskáme formulaci Navierových-Stokesových rovnic v ALE tvaru

DA

Dt
u + ((u −w) · ∇)u + ∇p− ν∆u = 0. (2.17)

Rovnice kontinuity z̊ustává v p̊uvodńım tvaru

divu = 0. (2.18)
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K soustavě (2.17), (2.18) přidáme počátečńı podmı́nku

u(x , 0) = u0(x ), x ∈ Ω0, (2.19)

kde u0 : Ω0 → R2 je daná funkce.

Dále uvažujeme Dirichletovu okrajovou podmı́nku na vstupu a nepohyblivých
částech stěn kanálu

u |ΓD×(0,T ) = uD (2.20)

a Dirichletovu okrajovou podmı́nku na pohyblivých neprostupných stěnách

u |ΓWt
×(0,T ) = w |ΓWt

×(0,T ), (2.21)

kde uD : ΓD × (0, T ) → R2 je daná funkce. Předpokládáme tedy, že rychlost
proud́ıćı tekutiny u na části hranice ΓWt

je rovna rychlosti pohybuj́ıćı se stěny.

Na výstupu ΓO použijeme “do-nothing” podmı́nku:

−pn + ν
∂u

∂n
= −prefn na ΓO × (0, T ), (2.22)

kde n je vněǰśı jednotková normála k ∂Ωt na ΓO a pref : ΓO × (0, T ) → R,
pref = konst. je daný referenčńı tlak na výstupu z kanálu.
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Kapitola 3

Diskretizace problému

3.1 Diskretizace v čase

Připomeňme si nejprve Navierovu-Stokesovu rovnici v ALE formulaci:

DA

Dt
u + ((u −w) · ∇)u + ∇p− ν∆u = 0 v M,

ve které chceme aproximovat ALE derivaci DA

Dt
u . Pro časovou diskretizaci zvolme

časový krok τ > 0 a děĺıćı body tk = kτ , k = 0, 1, . . . , K, kde K = ⌊T
τ
⌋ 1, tj.

0 = t0 < t1 < . . . < tK ≤ T . Využijeme definici ALE derivace

DA

Dt
u(x , t) =

(

∂ũ

∂t
(X , t)

)

|X=A−1

t (x), (3.1)

kde ũ (X , t) = u(At(X ), t) a použijeme dvoukrokové implicitńı schéma druhého
řádu přesnosti (viz Doplňky, 7.2). Pro přehledněǰśı zápis použijeme dále značeńı:

x
n+1 = Atn+1

(X ), x
n = Atn(X ), x

n−1 = Atn−1
(X ), X ∈ Ω0 pevné,

ũ
n ≈ ũ(tn), pn ≈ p(tn), u

n ≈ u(tn), (3.2)

kde ũ
n, pn a u

n aproximuj́ı po řadě funkce ũ(tn), p(tn) a u(tn). Pak můžeme

aproximovat výraz ∂ũ
∂t

(X , tn+1), X ∈ Ω0, takto:

∂ũ

∂t
(X , tn+1) ≈

3ũ(X , tn+1) − 4ũ(X , tn) + ũ(X , tn−1)

2τ
. (3.3)

Odtud, z (3.1) a (3.2) źıskáme aproximaci ALE derivace ve tvaru

DA

Dt
u(xn+1, tn+1) ≈

3un+1(xn+1) − 4un(xn) + u
n−1(xn−1)

2τ
. (3.4)

Dosazeńım této aproximace do p̊uvodńı rovnice v ALE formulaci dostaneme rov-
nici pro neznámé funkce u

n+1 a pn+1:

3un+1(xn+1) − 4un(xn) + u
n−1(xn−1)

2τ
− ν∆u

n+1(xn+1)+

1⌊·⌋ znač́ı dolńı celou část reálného č́ısla
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+
((

u
n+1(xn+1) −w

n+1(xn+1)
)

· ∇
)

u
n+1(xn+1) + ∇pn+1(xn+1) = 0, (3.5)

kterou doplńıme o rovnici kontinuity

divun+1(xn+1) = 0. (3.6)

Tyto rovnice uvažujeme pro všechna x
n+1 ∈ Ωtn+1

, n = 1, 2, . . . , K − 1. Zřejmě
plat́ı:

x
i = Ati

(

A−1
tn+1

(xn+1)
)

, i = n− 1, n.

Symbol wn+1 aproximuje rychlost ALE zobrazeńı v čase tn+1, w
n+1 ≈ w(tn+1).

Rovnice (3.5), (3.6) můžeme ještě přepsat pomoćı označeńı

û
i(xn+1) = u

i
(

Ati

(

A−1
tn+1

(xn+1
))

, x
n+1 ∈ Ωtn+1

.

Źıskáme tak následuj́ıćı problém:

Hledáme funkce u
n+1 : Ωtn+1

→ R2 a pn+1 : Ωtn+1
→ R splňuj́ıćı v Ωtn+1

rovnice

3un+1 − 4ûn + û
n−1

2τ
+
((

u
n+1 −w

n+1
)

· ∇
)

u
n+1+∇pn+1−ν∆u

n+1 = 0, (3.7)

divun+1 = 0. (3.8)

Rovnice (3.7), (3.8) dále doplńıme o okrajové podmı́nky (2.20), (2.21) a (2.22)
uvažované v čase t = tn+1.

V daľśım budeme pro jednoduchost psát u , p, t a Ω mı́sto u
n+1, pn+1, tn+1 a Ωtn+1

.

3.2 Prostorová diskretizace

3.2.1 Slabá formulace

Pro diskretizaci v prostoru použijeme metodu konečných prvk̊u. Pro jej́ı aplikaci
je třeba přeformulovat rovnice

3u − 4ûn + û
n−1

2τ
+
((

u −w
n+1

)

· ∇
)

u + ∇p− ν∆u = 0, (3.9)

divu = 0, (3.10)

které uvažujeme v množině Ω, ve slabém smyslu. Nejprve ale zavedeme označeńı
pro prostory funkćı, které budeme v daľśım potřebovat. Předevš́ım

Q = L2(Ω) =
{

f : Ω → R; f lebesgueovsky měřitelná,
∫

Ω
|f(x)|2dx <∞

}

je Lebesgue̊uv prostor funkćı na množině Ω integrovatelných s druhou mocninou,

H1(Ω) =

{

v ∈ L2(Ω);
∂v

∂xi

∈ L2(Ω), i = 1, 2

}
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je Sobolev̊uv prostor funkćı na Ω, v jehož definici uvažujeme derivace ve zobe-
cněném smyslu (viz Doplňky, 7.3). Dále položme

W =
(

H1(Ω)
)2
,

X =
{

v ∈ W; v |ΓD
= 0, v |ΓWt

= 0
}

.

Restrikce funkce v v předchoźı definici jsou chápány ve smyslu stop2. Nyńı
přejdeme k odvozeńı slabé formulace našeho problému. Vynásob́ıme rovnice (3.9)
resp. (3.10) testovaćı funkćı v ∈ X resp. q ∈ Q, vzniklé identity zintegrujeme
přes oblast Ω a vhodně použijeme Greenovu větu, jej́ıž zněńı je uvedeno v kapi-
tole Doplňky, 7.4. Postupně dostaneme:

Násobeńı testovaćımi funkcemi:

3u − 4ûn + û
n−1

2τ
· v +

(((

u −w
n+1

)

· ∇
)

u

)

· v + ∇p · v − ν∆u · v = 0,

(divu) q = 0,

integrace přes oblast Ω:

∫

Ω

3u − 4ûn + û
n−1

2τ
· v dx +

∫

Ω

(((

u −w
n+1

)

· ∇
)

u

)

· v dx +

+
∫

Ω
∇p · v dx − ν

∫

Ω
∆u · v dx = 0,

∫

Ω
(divu) q dx = 0.

Aplikace Greenovy věty na člen s ∆u dává vztah

−ν
∫

Ω
∆u · v dx = −ν

∫

∂Ω

∂u

∂n
· v dS + ν

∫

Ω
∇u · ∇v dx =

= −ν
∫

ΓO

∂u

∂n
· v dS + ν

∫

Ω
∇u · ∇v dx =

= −
∫

ΓO

(p− pref )n · v dS + ν
∫

Ω
∇u · ∇v dx ,

kde n je vněǰśı jednotková normála k ∂Ω. V úpravách jsme využili toho, že v ∈ X
(tj. v |ΓD

= 0, v |ΓWt
= 0) a okrajové “do-nothing” podmı́nky (2.22).

Člen s ∇p:
∫

Ω
∇p · v dx =

∫

∂Ω
pv · n dS −

∫

Ω
p divv dx =

∫

ΓO

pv · n dS −
∫

Ω
p divv dx .

Po těchto úpravách dostaneme následuj́ıćı rovnice:

∫

Ω

3u − 4ûn + û
n−1

2τ
· v dx +

∫

Ω

(((

u −w
n+1

)

· ∇
)

u

)

· v dx −

2Definici a základńı vlastnosti operátoru stop pro funkce z H1(Ω) lze nalézt v [4].
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−
∫

Ω
p divv dx + ν

∫

Ω
∇u · ∇v dx = −

∫

ΓO

prefv · n dS,

∫

Ω
(divu)q dx = 0.

Tyto dvě rovnice sečteme a členy, které nezáviśı na hledaných funkćıch u a p,
převedeme na pravou stranu:

3

2τ

∫

Ω
u · v dx +

∫

Ω

(((

u −w
n+1

)

· ∇
)

u

)

· v dx −
∫

Ω
p divv dx +

+ ν
∫

Ω
∇u · ∇v dx +

∫

Ω
(divu)q dx =

=
1

2τ

∫

Ω

(

4ûn − û
n−1

)

· v dx −
∫

ΓO

prefv · n dS. (3.11)

Pro přehledněǰśı zápis nyńı označ́ıme symbolem (·, ·) skalárńı součin na prostoru
L2(Ω), tj. (f, g) =

∫

Ω fg dx , f, g ∈ L2(Ω). Stejným symbolem označ́ıme skalárńı

součin na prostoru (L2(Ω))
2

a dále ((·, ·)) bude značit symetrickou bilineárńı
formu na prostoru W definovanou vztahem

((u , v)) =
∫

Ω
∇u · ∇v dx =

2
∑

i=1

∫

Ω
∇ui · ∇vi dx =

2
∑

i,j=1

∫

Ω

∂ui

∂xj

∂vi

∂xj

dx .

Identitu (3.11) lze nyńı napsat ve tvaru

3

2τ
(u , v) +

((

(u −w
n+1) · ∇

)

u , v
)

− (p, divv) + ν((u , v)) +

+ (divu , q) =
1

2τ
(4ûn − û

n−1, v) −
∫

ΓO

prefv · n dS, (3.12)

která plat́ı pro všechna (v , q) ∈ X × Q a kde hledané řešeńı (u , p) je prvkem
prostoru W ×Q. Zaved’me ještě označeńı

a(U∗, U, V ) = 3
2τ

(u , v) + (((u∗ −w
n+1) · ∇)u , v) − (p, divv) +

+ ν((u , v)) + (divu , q),

f(V ) = 1
2τ

(4ûn − û
n−1, v) −

∫

ΓO
prefv · n dS,

(3.13)

kde U∗ = (u∗, p), U = (u , p) ∈ W ×Q a V = (v , q) ∈ X ×Q.

Definice: Slabým řešeńım problému (3.9), (3.10) s okrajovými podmı́nkami
(2.20), (2.21) a (2.22) nazveme dvojici (un+1, pn+1) = (u , p) = U ∈ W × Q
splňuj́ıćı vztah

a(U,U, V ) = f(V ) (3.14)

pro všechna V = (v , q) ∈ X ×Q, kde nav́ıc U splňuje okrajové podmı́nky

u = uD(t) na ΓD, (3.15)

u = w |ΓWt
(t) na ΓWt

(3.16)

ve smyslu stop a t = tn+1.
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3.2.2 Metoda konečných prvk̊u

Pro aplikaci metody konečných prvk̊u zavedeme vhodné konečně-dimenzionálńı
prostory Wh, Xh a Qh, aproximuj́ıćı prostory W , X a Q. Necht’

Xh =
{

v ∈ Wh : v |ΓD
= 0, v |ΓWt

= 0
}

.

Definice: Řekneme, že Uh = (uh, ph) je přibližné řešeńı problému (3.14), jestliže
plat́ı:

a(Uh, Uh, Vh) = f(Vh) ∀Vh = (vh, qh) ∈ Xh ×Qh (3.17)

a uh splňuje vhodnou aproximaci okrajových podmı́nek na ΓD a ΓWt
.

Prostory konečných prvk̊u Xh a Qh muśı splňovat tzv. Babuškovu-Brezziho
podmı́nku (dále BB-podmı́nka), která zajǐst’uje stabilitu schématu:

∃c > 0 : inf
06=p∈Qh

sup
06=w∈Xh

(p, divw)

|w |H1(Ω)‖p‖L2(Ω)

≥ c, (3.18)

kde | · |H1(Ω) je seminorma na prostoru H1(Ω) definovaná vztahem

|w |2H1(Ω) =
∫

Ω
|∇w |2dx =

2
∑

i=1

∫

Ω
|∇wi|

2dx =
2
∑

i,j=1

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∣

∂wi

∂xj

∣

∣

∣

∣

∣

2

dx .

Standardńı postup pro zavedeńı prostor̊u konečných prvk̊u spoč́ıvá v sestrojeńı
triangulace oblasti Ω a uvažováńı vhodného konečně-dimenzionálńıho prostoru
funkćı na této triangulaci. Necht’ Ω je polygonálńı oblast, tj. oblast, jej́ıž hranici
tvoř́ı po částech lineárńı křivky. Řekneme, že Th = {K; K ∈ Th} je triangulace
oblasti Ω, jestliže plat́ı:

1. ∀K ∈ Th : K ⊂ Ω je uzavřený nedegenerovaný trojúhelńık,

2.
⋃

K∈Th
K = Ω,

3. K1, K2 ∈ Th, K1 6= K2 ⇒ K1 ∩K2 = ∅ nebo K1, K2 maj́ı společný právě
jeden vrchol nebo K1, K2 maj́ı společnou právě jednu stranu,

4. Množina Th obsahuje konečně mnoho element̊u K.

Obr. 3 - Triangulace Th oblasti Ωt užitá v numerickém experimentu
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Nyńı aproximujeme prostor Q prostorem Qh:

Qh =
{

q ∈ C(Ω) : q|K ∈ P k(K) ∀K ∈ Th

}

,

kde P k(K) je prostor všech polynomů stupně nejvýše k na elementu K. Prostor
W aproximujeme prostorem Wh, kde

Wh =
{

v ∈
(

C(Ω)
)2

: v |K ∈
(

P k+1(K)
)2

∀K ∈ Th

}

,

tj. v |K = (v1, v2)|K , kde vi je polynom stupně nejvýše k + 1 na K, i = 1, 2.
Nakonec polož́ıme Xh = X ∩ Wh. Takto definovaná dvojice prostor̊u (Xh,Qh)
splňuje BB-podmı́nku. V našich výpočtech použ́ıváme tzv. Taylorovy-Hoodovy
P2/P1 elementy, tj. uvažujeme k = 1 v předchoźıch definićıch.

3.3 Stabilizace metody konečných prvk̊u

Důležitou veličinou charakterizuj́ıćı prouděńı je tzv. Reynoldsovo č́ıslo Re =
UL/ν, kde U je charakteristická rychlost (v našem př́ıpadě pr̊uměrná rychlost
na vstupu) a L je charakteristická délka (např. délka kanálu). Je-li č́ıslo Re
dostatečně malé, je prouděńı laminárńı a numerické metody pro jeho řešeńı jsou
dostatečně stabilńı. S rostoućım Re se obvykle projev́ı v přibližném řešeńı tzv.
Gibbs̊uv jev reprezentovaný nefyzikálńımi oscilacemi. Abychom vzniku těchto
oscilaćı v přibližném řešeńı Uh = (uh, ph) zamezili, použ́ıváme metody vedoućı
ke stabilizaci diskrétńıho schématu. V našem př́ıpadě použijeme SUPG metodu
(streamline upwind Petrov-Galerkin), kterou lze v literatuře nalézt také pod
názvem “streamline-diffusion method”, tj. metoda proudnicové dif̊uze. Spoč́ıvá
v přidáńı stabilizačńıch člen̊u do naš́ı diskrétńı rovnice

a(Uh, Uh, Vh) = f(Vh) ∀Vh ∈ Xh ×Qh.

Stabilizačńı členy definujeme takto:

Lh(U
∗, U, V ) =

∑

K∈Th

δK

(

3

2τ
u − ν∆u + (w · ∇)u + ∇p, (w · ∇)v

)

K

,

Fh(V ) =
∑

K∈Th

δK

(

1

2τ
(4ûn − û

n−1), (w · ∇)v
)

K

, (3.19)

kde U = (u , p), U∗ = (u∗, p) ∈ Wh ×Qh, V = (v , q) ∈ Xh ×Qh, w = u
∗−w

n+1

je transportńı rychlost, (·, ·)K znač́ı skalárńı součin na prostoru L2(K) nebo
(L2(K))

2
a δK ≥ 0 jsou vhodné parametry.

Dále zavedeme tzv. div-div stabilizaci tlaku pomoćı formy

Ph(U, V ) =
∑

K∈Th

τK(divu , divv)K , (3.20)

kde U = (u , p) ∈ Wh ×Qh, V = (v , q) ∈ Xh ×Qh a τK ≥ 0 jsou vhodné para-
metry.
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Stabilizovaný diskrétńı problém je poté formulován následovně:

Hledáme dvojici (uh, ph) = Uh ∈ Wh ×Qh takovou, že:

a(Uh, Uh, Vh) + Lh(Uh, Uh, Vh) + Ph(Uh, Vh) = f(Vh) + Fh(Vh)

pro všechna Vh = (vh, qh) ∈ Xh ×Qh (3.21)

a uh splňuje vhodnou aproximaci okrajových podmı́nek na ΓD a ΓWt
.

Pro volbu parametr̊u δK a τK existuje řada heuristických postup̊u, nicméně
tyto metody pro velká Reynoldsova č́ısla Re selháváj́ı. Pro vhodnou volbu stabi-
lizačńıch parametr̊u je nutno provést velmi komplikovanou teoretickou analýzu.
V našem numerickém experimentu voĺıme tyto parametry podle [3] následuj́ıćım
zp̊usobem:

δK = δ∗h2
K , (3.22)

kde hK je velikost elementu K ve směru transportńı rychlosti w (viz obr. 4 )
a δ∗ ∈ (0, 1] je volitelný parametr,

τK = τ ∗,

kde τ ∗ ∈ (0, 1] je volitelný parametr.

hK

K

w

Obr. 4 - Velikost elementu K ve směru transportńı rychlosti w.
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Kapitola 4

Realizace diskrétńıho problému

Připomeňme si náš diskrétńı problém:

Hledáme Uh = (uh, ph) ∈ Wh ×Qh takové, že

a(Uh, Uh, Vh) + Lh(Uh, Uh, Vh) + Ph(Uh, Vh) = f(Vh) + Fh(Vh) (4.1)

pro všechna Vh = (vh, qh) ∈ Xh ×Qh

a uh ∈ Wh splňuje vhodnou aproximaci okrajových podmı́nek na ΓWt
a ΓD. Jako

přirozená volba se nab́ıźı požadovat

uh(P ) = uD(P, t), t = tn+1,

pro každý vrchol a každý střed strany P triangulace Th lež́ıćı na ΓD,

uh(P ) = w
n+1(P )

pro každý vrchol a každý střed strany P triangulace Th lež́ıćı na ΓWt
.

4.1 Oseen̊uv problém

Řešeńı problému (4.1) je obt́ıžné v d̊usledku nelinearity konvektivńıch člen̊u vy-
stupuj́ıćıch v Navierových-Stokesových rovnićıch. Pro výpočet přibližného řešeńı
je tedy nutné náš diskrétńı problém linearizovat. Nelineárńı člen s konvektivńı
derivaćı budeme aproximovat lineárńım členem:

(

(u −w
n+1) · ∇

)

u ≈
(

(ûn −w
n+1) · ∇

)

u (4.2)

nebo
(

(u −w
n+1) · ∇

)

u ≈
(

((2ûn − û
n−1) −w

n+1) · ∇
)

u . (4.3)

Hledanou rychlost u nahrad́ıme v konvektivńı derivaci rychlost́ı û
n z předchoźı

časové vrstvy. Druhá možnost je źıskána aproximaćı rychlosti u na (n + 1)-ńı
časové vrstvě pomoćı extrapolace výrazem 2ûn − û

n−1.
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Daľśı možnost́ı, jak úlohu (4.1) linearizovat, je použ́ıt tzv. Oseen̊uv iteračńı pro-

ces. Necht’ U
(0)
h je počátečńı přibĺıžeńı dvojice (uh, ph) = Uh ∈ Wh ×Qh a před-

pokládejme, že pro nějaké l ∈ N ∪ {0} již byla vypočtena l-tá iterace U
(l)
h =

(u
(l)
h , p

(l)
h ) ∈ Wh ×Qh. Pak (l + 1)-ńı iteraci U

(l+1)
h = (u

(l+1)
h , p

(l+1)
h ) ∈ Wh ×Qh

definujeme vztahem

a(U
(l)
h , U

(l+1)
h , Vh) + Lh(U

(l)
h , U

(l+1)
h , Vh) + Ph(U

(l+1)
h , Vh) = f(Vh) + Fh(Vh)

pro všechna Vh = (vh, qh) ∈ Xh ×Qh. (4.4)

Jako počátečńı přibĺıžeńı U
(0)
h voĺıme bud’ hodnoty na přechoźı časové vrstvě:

U
(0)
h = (u

(0)
h , p

(0)
h ) = (ûn, p̂n),

nebo extrapolaci hodnot na předchoźıch dvou časových vrstvách:

U
(0)
h = (u

(0)
h , p

(0)
h ) = (2ûn − û

n−1, 2p̂n − p̂n−1).

Odstraněńım nelinearity v konvektivńıch členech schématu (4.1) jsme zajistili, že
problém (4.4) je lineárńı. Numerické výsledky ukazuj́ı, že pro źıskáńı dostatečně
přesného řešeńı stač́ı spoč́ıtat pouze několik Oseenových iteraćı. Všimněme si, že
užit́ı aproximaćı (4.2) a (4.3) odpov́ıdá Oseenově metodě, v ńıž vypočteme pouze
jednu iteraci.

4.2 Řešeńı linearizovaného Oseenova problému

Pro převedeńı úlohy (4.4) do tvaru soustavy lineárńıch rovnic potřebujeme nej-
prve zkonstruovat báze konečně-dimenzionálńıch prostor̊u Xh a Qh. Pro kon-
strukci báze prostoru Qh označme am, m = 1, . . . , S, všechny vrcholy dané
triangulace Th. Každá funkce q ∈ Qh je na elementu K ∈ Th jednoznačně určena
svými hodnotami ve vrcholech (viz obr. 5 ). Jako bázové prvky prostoru Qh proto
zvoĺıme funkce q∗k, k = 1, . . . , S, takové, že

q∗k(am) = δkm, k,m = 1, . . . , S.

Obr. 5 - Stupně volnosti funkce p ∈ Qh na elementu K ∈ Th.
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Bázi prostoru Xh konstruujeme podobným zp̊usobem. Můžeme psát Xh = Yh ×
Yh, kde Yh = {v ∈ C(Ω) : v|K ∈ P k+1(K) ∀K ∈ Th, v|ΓD

= 0, v|ΓWt
= 0}. Řekne-

me, že bod b ∈ Ω je uzel triangulace Th, je-li b vrchol nějakého elementu K ∈ Th

nebo je-li b střed strany E nějakého elementu K ∈ Th. Vrcholy a středy stran
b ∈

⋃

K∈Th
K lež́ıćı na ∂Ω mezi uzly nezahrnujeme. Označme bi, i = 1, . . . , L,

všechny uzly dané triangulace Th. Jelikož funkce v ∈ Yh je na každém elementu
K ∈ Th určena jednoznačně svými hodnotami ve vrcholech a středech stran (viz
obr. 6 ), lze bázi {v∗i }

L

i=1 volit tak, aby byl splněn vztah

v∗i (bj) = δij, i, j = 1, . . . , L.

Bázi prostoru Xh poté zkonstruujeme snadno pomoćı bázových prvk̊u prostoru
Yh. Necht’ N = 2L, pak bázi {w ∗

i }
N
i=1 prostoru Xh definujeme předpisem

w
∗
i = (v∗i , 0), i = 1, . . . , L,

w
∗
i = (0, v∗i−L), i = L+ 1, . . . , N.

Obr. 6 - Stupně volnosti funkce v ∈ Yh na elementu K ∈ Th.

Dále necht’ u
∗
h ∈ Wh je funkce realizuj́ıćı vhodnou aproximaci okrajových pod-

mı́nek. Zvolme ji následuj́ıćım zp̊usobem:

u
∗
h(P ) = uD(P, t), t = tn+1,

pro vrcholy a středy stran P ∈ ΓD triangulace Th,

u
∗
h(P ) = w

n+1(P )

pro vrcholy a středy stran P ∈ ΓWt
triangulace Th,

u
∗
h(P ) = 0 jinak.

Potom hledáme řešeńı U
(l+1)
h = (u

(l+1)
h , p

(l+1)
h ) ve tvaru

u
(l+1)
h = u

∗
h +

N
∑

j=1
Ujw

∗
j ,

p
(l+1)
h =

S
∑

m=1
Pmq

∗
m,

(4.5)
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kde Uj, Pm jsou reálná č́ısla, j = 1, . . . , N,m = 1, . . . , S.

Za testovaćı funkce stač́ı dosazovat vzhledem k linearitě forem v Oseenově sché-
matu vzhledem k testovaćım funkćım pouze bázové funkce prostoru Xh resp. Qh.
Dosazeńım testovaćı funkce Vh = (w ∗

i , q
∗
k), i = 1, . . . , N, k = 1, . . . , S a vztah̊u

(4.5) do rovnice (4.4) źıskáme:

a(U
(l)
h , U

(l+1)
h , Vh) = 3

2τ

N
∑

j=1
(w ∗

j ,w
∗
i )Uj + ν

N
∑

j=1
((w ∗

j ,w
∗
i ))Uj +

+
N
∑

j=1

(

(w
(l)
h · ∇)w ∗

j ,w
∗
i

)

Uj −
S
∑

m=1
(q∗m, divw ∗

i )Pm +
N
∑

j=1
(divw ∗

j , q
∗
k)Uj +

+ 3
2τ

(u∗
h,w

∗
i ) + ν((u∗

h,w
∗
i )) +

(

(w
(l)
h · ∇)u∗

h,w
∗
i

)

+ (divu∗
h, q

∗
k),

Lh(U
(l)
h , U

(l+1)
h , Vh) =

=
∑

K∈Th

δK

[

N
∑

j=1

(

3
2τ

w
∗
j − ν∆w

∗
j + (w

(l)
h · ∇)w ∗

j , (w
(l)
h · ∇)w ∗

i

)

K
Uj

]

+

+
∑

K∈Th

δK

[

S
∑

m=1

(

∇q∗m, (w
(l)
h · ∇)w ∗

i

)

K
Pm

]

+

+
∑

K∈Th

δK
(

3
2τ

u
∗
h − ν∆u

∗
h + (w

(l)
h · ∇)u∗

h, (w
(l)
h · ∇)w ∗

i

)

K
,

f(Vh) = 1
2τ

(

4ûn − û
n−1,w ∗

i

)

−
∫

ΓO
prefw

∗
i · n dS,

Fh(Vh) =
∑

K∈Th

δK
(

1
2τ

(4ûn − û
n−1), (w

(l)
h · ∇)w ∗

i

)

K

a

Ph(U
(l+1)
h , Vh) =

∑

K∈Th

τK

([

N
∑

j=1
(divw ∗

j , divw ∗
i )K Uj

]

+ (divu∗
h, divw ∗

i )K

)

,

kde w
(l)
h = (u

(l)
h −w

n+1).

Označ́ıme-li

aij = 3
2τ

(w ∗
j ,w

∗
i ) + ν((w ∗

j ,w
∗
i )) +

(

(w
(l)
h · ∇)w ∗

j ,w
∗
i

)

+

+
∑

K∈Th

δK
(

3
2τ

w
∗
j − ν∆w

∗
j + (w

(l)
h · ∇)w ∗

j , (w
(l)
h · ∇)w ∗

i

)

K
+

+
∑

K∈Th

τK(divw ∗
j , divw ∗

i )K ,

bim = −(q∗m, divw ∗
i ),
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cim =
∑

K∈Th

δK
(

∇q∗m, (w
(l)
h · ∇)w ∗

i

)

K
,

Fi = 1
2τ

(4ûn − û
n−1,w ∗

i ) −
∫

ΓO
prefn ·w ∗

i dS +

+
∑

K∈Th

δK
(

1
2τ

(4ûn − û
n−1), (w

(l)
h · ∇)w ∗

i

)

K
−

−
∑

K∈Th

δK
(

3
2τ

u
∗
h − ν∆u

∗
h + (w

(l)
h · ∇)u∗

h, (w
(l)
h · ∇)w ∗

i

)

K
−

− 3
2τ

(u∗
h,w

∗
i ) + ν((u∗

h,w
∗
i )) +

+
(

(w
(l)
h · ∇)u∗

h,w
∗
i

)

−
∑

K∈Th

(divu∗
h, divw ∗

i )K

a

Gk = (divu∗
h, q

∗
k),

kde opět w
(l)
h = (u

(l)
h − w

n+1), źıskáme soustavu lineárńıch rovnic pro neznámé
Uj, j = 1, . . . , N, Pm,m = 1, . . . , S:

N
∑

j=1
aijUj +

S
∑

m=1
(bim + cim)Pm = Fi, i = 1, . . . , N,

N
∑

j=1
bjkUj = Gk, k = 1, . . . , S.

(4.6)

Označ́ıme-li

U = (U1, . . . , UN)T ,

P = (P1, . . . , PS)T ,

A = (aij)
N
i,j=1,

B = (bim)i=1,...,N, m=1,...,S,

C = (cim)i=1,...,N, m=1,...,S,

F = (F1, . . . , FN)T ,

G = (G1, . . . , GS)T ,

můžeme vzniklou soustavu lineárńıch rovnic (4.6) zapsat v maticovém tvaru:

(

A B + C

BT 0

)(

U
P

)

=

(

F
G

)

. (4.7)
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Kapitola 5

Numerický experiment

5.1 Konstrukce ALE zobrazeńı

Připomeňme, že referenčńı (ALE) souřadnice X = (X1, X2) voĺıme jako kartézské
souřadnice v čase t = 0. ALE zobrazeńı At přǐrazuje v čase t každému bodu
X ∈ Ω0 bod x = (x1, x2) = x (X , t) = At(X ) ∈ Ωt. V našem př́ıpadě položme
x1 = X1 pro všechna t ∈ [0, T ] a všechna X = (X1, X2) ∈ Ω0, což znamená, že
souřadnice x1 se v čase neměńı.

Předpokládejme, že vstup je úsečkou, která je část́ı př́ımky X1 = a a výstup
je rovněž úsečkou, která je část́ı př́ımky X1 = b, kde a, b ∈ R, a < b. Dále necht’

je pohyb stěn v závislosti na čase dán funkcemi

x2 = φ(X1, t), X1 ∈ [a, b], t ∈ [0, T ] (horńı stěna),

x2 = ϕ(X1, t), X1 ∈ [a, b], t ∈ [0, T ] (dolńı stěna),

kde φ(X1, t) > ϕ(X1, t) pro všechna X1 ∈ [a, b], t ∈ [0, T ]. Necht’ φ a ϕ jsou
hladké funkce, tj. φ, ϕ ∈ C1([a, b] × [0, T ]).

Transformaci souřadnice x2 voĺıme tak, že je jej́ı změna lineárńı, tj. použijeme
zobrazeńı definované vztahem

x2(X , t) = ϕ(X1, t) +
X2 − ϕ(X1, 0)

φ(X1, 0) − ϕ(X1, 0)
(φ(X1, t) − ϕ(X1, t)). (5.1)

Inverzńı ALE zobrazeńı A−1
t : Ωt → Ω0 źıskáme z předchoźıho vztahu snadno

d́ıky vlastnosti x1 = X1:

X1 =
(

A−1
t (x1, x2)

)

1
= X1(x1, x2, t) = x1,

X2 =
(

A−1
t (x1, x2)

)

2
= X2(x1, x2, t) = (x2−ϕ(x1, t))

φ(x1, 0) − ϕ(x1, 0)

φ(x1, t) − ϕ(x1, t)
+ϕ(x1, 0)

(5.2)

pro všechna x = (x1, x2) ∈ Ωt a všechna t ∈ [0, T ].

25



Obr. 7 - Kanál s pohyblivými stěnami

Kanál v čase t = 0
Změna kanálu v čase t > 0

5.2 Rychlost ALE zobrazeńı

V Kapitole 2 jsme definovali rychlost ALE zobrazeńı vyjádřenou vzhledem k re-
ferenčńım souřadnićım X ∈ Ω0 předpisem

w̃(X , t) =
∂

∂t
At(X ), t ∈ [0, T ], X ∈ Ω0 (5.3)

a následně také vzhledem k prostorovým souřadnićım x ∈ Ωt vztahem

w(x , t) = w̃(A−1
t (x ), t), t ∈ [0, T ], x ∈ Ωt. (5.4)

Nyńı můžeme tyto vztahy dále upravit. Protože prvńı složka našeho ALE zob-
razeńı At nezáviśı na časové proměnné, plat́ı:

w̃1(X , t) =
∂

∂t
X1 = 0.

Dále ze vztahu (5.1) źıskáme

w̃2(X , t) =
∂

∂t

(

ϕ(X1, t) +
X2 − ϕ(X1, 0)

φ(X1, 0) − ϕ(X1, 0)
(φ(X1, t) − ϕ(X1, t))

)

=

=
∂ϕ

∂t
(X1, t) +

X2 − ϕ(X1, 0)

φ(X1, 0) − ϕ(X1, 0)

(

∂φ

∂t
(X1, t) −

∂ϕ

∂t
(X1, t)

)

.

Pomoćı (5.2) a (5.4) snadno vyjádř́ıme rychlost ALE zobrazeńı v prostorových
souřadnićıch:

w1(x , t) = 0,

w2(x , t) =
∂ϕ

∂t
(x1, t) +

x2 − ϕ(x1, t)

φ(x1, t) − ϕ(x1, t)

(

∂φ

∂t
(x1, t) −

∂ϕ

∂t
(x1, t)

)

.
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5.3 Formulace numerického experimentu

5.3.1 Výpočetńı oblast

V našich numerických experimentech použijeme následuj́ıćı funkce a parametry,
určuj́ıćı výpočetńı oblast Ωt:

a = −2, b = 2,

ϕ(X1, t) = α sin t (cos(πX1) + 1) , X1 ∈ [−1, 1], t ∈ [0, T ],

ϕ(X1, t) = 0, X1 ∈ [−2, 1) ∪ (−1, 2], t ∈ [0, T ],

φ(X1, t) = 1, X1 ∈ [−2, 2], t ∈ [0, T ],

kde α ∈
(

0, 1
2

)

je parametr udávaj́ıćı velikost deformace dolńı stěny. Pro α = 1
2

by došlo pro t = π
2
+2kπ, k ∈ N∪{0} k uzavřeńı kanálu, což by nám neumožnilo

použ́ıt předpoklad nestlačitelnosti našeho prouděńı.

Z uvedených vztah̊u snadno vypočteme časové derivace funkćı φ a ϕ:

∂φ

∂t
(X1, t) = 0 ∀X1 ∈ [−2, 2], t ∈ [0, T ],

∂ϕ

∂t
(X1, t) = 0 ∀X1 ∈ [−2,−1) ∪ (1, 2], t ∈ [0, T ],

∂ϕ

∂t
(X1, t) = α cos t (cos (πX1) + 1) ∀X1 ∈ [−1, 1], t ∈ [0, T ].

Vid́ıme, že funkce ∂ϕ
∂t

je spojitá na svém definičńım oboru. Jelikož funkce φ a ϕ
nezáviśı na druhé referenčńı souřadnici X2, stač́ı nám pro ověřeńı hladkosti ALE
zobrazeńı vyšetřit spojitost funkćı ∂φ

∂X1
, ∂ϕ

∂X1
:

∂φ

∂X1

(X1, t) = 0 ∀X1 ∈ [−2, 2], t ∈ [0, T ],

∂ϕ

∂X1

(X1, t) = 0 ∀X1 ∈ [−2,−1) ∪ (1, 2], t ∈ [0, T ],

∂ϕ

∂X1

(X1, t) = −απ sin t sin (πX1) ∀X1 ∈ [−1, 1], t ∈ [0, T ].

Z těchto výpočt̊u plyne, že ALE zobrazeńı je tř́ıdy C1(Ω0 × [0, T ]).

5.3.2 Vazkost, tlak, počátečńı a okrajové podmı́nky

Pro numerický experiment jsme zvolili parametry t́ımto zp̊usobem:

pref = 0 (referenčńı kinematický tlak)

u0(X ) = (1, 0) pro všechna X ∈ Ω0 (počátečńı podmı́nka)
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uD(X , t) =

{

(1, 0), pokud X1 = −2
(0, 0), jinak.

(Dirichletova okrajová podmı́nka na ΓD)

τ = 0.01 (velikost časového kroku při diskretizaci)

α = 1
4

(parametr určuj́ıćı výpočetńı oblast).

Velikost kinematické vazkosti ν jsme uvažovali ve dvou r̊uzných hodnotách:

ν = 0.01

resp.

ν = 0.001.

Při takto zvolených parametrech numerického experimentu je výpočet řešeńı
relativně rychlý, lze totiž použ́ıt poměrně hrubou výpočetńı śıt’ z d̊uvodu velké
vazkosti, a tedy malého Reynoldsova č́ısla řádu 102 − 103. Při velikosti kine-
matické vazkosti ν = 0.01 je prouděńı laminárńı, při výpočtech s kinemati-
ckou vazkost́ı ν = 0.001 již docháźı k tvorbě v́ır̊u v oblasti za “hrbem” a před
výstupem z kanálu. Animace vývoje jednotlivých veličin v čase jsou k dispozici
na přiloženém nosiči CD.
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5.4 Výsledky

Následuj́ıćı obrázky ukazuj́ı rozložeńı funkčńıch hodnot hledaných veličin u a p:

U: 0.5 1 1.5 2 2.5

Obr. 8 - Čas t = 1.7, prvńı složka vektoru rychlosti u

V: -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4

Obr. 9 - Čas t = 1.7, druhá složka vektoru rychlosti u

P: -2 -1 0 1 2

Obr. 10 - Čas t = 1.7, kinematický tlak p
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U: 0.5 1 1.5 2 2.5

Obr. 11 - Čas t = 3.3, prvńı složka vektoru rychlosti u

V: -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4

Obr. 12 - Čas t = 3.3, druhá složka vektoru rychlosti u

P: -2 -1 0 1 2

Obr. 13 - Čas t = 3.3, kinematický tlak p
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U: 0.5 1 1.5 2 2.5

Obr. 14 - Čas t = 4.8, prvńı složka vektoru rychlosti u

V: -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4

Obr. 15 - Čas t = 4.8, druhá složka vektoru rychlosti u

P: -2 -1 0 1 2

Obr. 16 - Čas t = 4.8, kinematický tlak p
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U: 0.5 1 1.5 2 2.5

Obr. 17 - Čas t = 6.4, prvńı složka vektoru rychlosti u

V: -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4

Obr. 18 - Čas t = 6.4, druhá složka vektoru rychlosti u

P: -2 -1 0 1 2

Obr. 19 - Čas t = 6.4, kinematický tlak p
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Názorněji lze vidět výsledné hodnoty rychlosti tekutiny u na vektorovém dia-
gramu:

Obr. 20 - Čas t = 1.7, vektor rychlosti u

Obr. 21 - Čas t = 3.3, vektor rychlosti u

Obr. 22 - Čas t = 4.8, vektor rychlosti u
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Výsledky po změně kinematické vazkosti na hodnotu ν = 0.001 a zjemněńı
výpočetńı śıtě ukazuj́ı výskyt v́ır̊u v oblasti za “hrbem” a u výstupu z výpo-
četńı oblasti.

Obr. 23 - Čas t = 1.7, vektor rychlosti u

Obr. 24 - Čas t = 3.3, vektor rychlosti u

Obr. 25 - Čas t = 4.8, vektor rychlosti u
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Obr. 26 - Čas t = 6.4, vektor rychlosti u

Obr. 27 - Čas t = 8.0, vektor rychlosti u

Obr. 28 - Čas t = 9.5, vektor rychlosti u
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U: -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Obr. 29 - Čas t = 1.7, prvńı složka vektoru rychlosti u

V: -1 -0.5 0 0.5 1

Obr. 30 - Čas t = 1.7, druhá složka vektoru rychlosti u

P: -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0

Obr. 31 - Čas t = 1.7, kinematický tlak p
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U: -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Obr. 32 - Čas t = 3.3, prvńı složka vektoru rychlosti u

V: -1 -0.5 0 0.5 1

Obr. 33 - Čas t = 3.3, druhá složka vektoru rychlosti u

P: -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0

Obr. 34 - Čas t = 3.3, kinematický tlak p
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U: -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Obr. 35 - Čas t = 4.8, prvńı složka vektoru rychlosti u

V: -1 -0.5 0 0.5 1

Obr. 36 - Čas t = 4.8, druhá složka vektoru rychlosti u

P: -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0

Obr. 37 - Čas t = 4.8, kinematický tlak p
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U: -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Obr. 38 - Čas t = 6.4, prvńı složka vektoru rychlosti u

V: -1 -0.5 0 0.5 1

Obr. 39 - Čas t = 6.4, druhá složka vektoru rychlosti u

P: -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0

Obr. 40 - Čas t = 6.4, kinematický tlak p
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U: -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Obr. 41 - Čas t = 8.0, prvńı složka vektoru rychlosti u

V: -1 -0.5 0 0.5 1

Obr. 42 - Čas t = 8.0, druhá složka vektoru rychlosti u

P: -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0

Obr. 43 - Čas t = 8.0, kinematický tlak p
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Kapitola 6

Závěr

Metoda konečných prvk̊u za použit́ı SUPG stabilizace a ALE metody davá spole-
hlivé a dostatečně přesné výsledky pro řešeńı prouděńı tekutiny v oblastech s ča-
sově závislou hranićı. Numerické experimenty ukazuj́ı zaj́ımavé výsledky, které
dále motivuj́ı v hledáńı matematického modelu popisuj́ıćıho prouděńı vzduchu
v lidských hlasivkách. Pro bližš́ı přibĺıžeńı k tomuto úkolu bude nutné rozš́ı̌rit
náš model o metody a matematické vztahy popisuj́ıćı vzájemnou interakci mezi
stěnami kanálu a proud́ıćı tekutinou a upustit tedy od námi předepsaného po-
hybu hranice výpočetńı oblasti. Použité metody se ukázaly být vhodné pro tento
druh problému a je možné je v daľśıch výpočtech opět využ́ıt.
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Kapitola 7

Doplňky

7.1 Definice diferenciálńıch operátor̊u

Definice: Necht’ Ω ⊂ R2, u = (u1, u2), ui ∈ C2(Ω), i = 1, 2, u = u(x ) =
u(x1, x2). Pak definujeme

divu =
2
∑

j=1

∂uj

∂xj

=
∂u1

∂x1

+
∂u2

∂x2

(divergence),

(u · ∇)u =
2
∑

j=1

∂u

∂xj

uj =
∂u

∂x1

u1 +
∂u

∂x2

u2 (konvektivńı derivace),

∆u =
2
∑

j=1

∂2
u

∂x2
j

=
∂2

u

∂x2
1

+
∂2

u

∂x2
2

(Laplace̊uv operátor).

7.2 Dvoukrokové implicitńı schéma druhého řá-

du přesnosti pro aproximaci časové derivace

Necht’ ϕ ∈ C3([tn−1, tn+1]), tn = nτ , τ > 0, n ∈ N. Pak aplikaćı Taylorova vzorce
dostaneme

ϕ(tn) = ϕ(tn+1) − τ
∂ϕ

∂t
(tn+1) +

τ 2

2

∂2ϕ

∂t2
(tn+1) +O(τ 3),

ϕ(tn−1) = ϕ(tn+1) − 2τ
∂ϕ

∂t
(tn+1) +

4τ 2

2

∂2ϕ

∂t2
(tn+1) +O(τ 3).

Odečteme-li od čtyřnásobku prvńı rovnice druhou rovnici, dostaneme

4ϕ(tn) − ϕ(tn−1) = 3ϕ(tn+1) − 2τ
∂ϕ

∂t
(tn+1) +O(τ 3)

a tedy
∂ϕ

∂t
(tn+1) =

3ϕ(tn+1) − 4ϕ(tn) + ϕ(tn−1)

2τ
+O(τ 2).
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Odtud zanedbáńım členu O(τ 2) źıskáme dvoukrokovou zpětnou diferenčńı for-
muli druhého řádu přesnosti:

∂ϕ

∂t
(tn+1) ≈

3ϕ(tn+1) − 4ϕ(tn) + ϕ(tn−1)

2τ
.

7.3 Zobecněná derivace

Definice (Zobecněná derivace) : Necht’ Ω ⊂ R2 je otevřená neprázdná množina
a f ∈ L1

loc(Ω), tj. pro každou kompaktńı množinu K ⊂ Ω je f |K ∈ L1(K).
Řekneme, že funkce fi ∈ L1

loc(Ω) je zobecněná derivace funkce f podle proměnné
xi, jestliže

∀ϕ ∈ C∞
0 (Ω) =

{

ψ ∈ C∞(Ω) : supp ψ = {x ∈ Ω : ψ(x) 6= 0} ⊂ Ω
}

plat́ı
∫

Ω
fiϕdx = −

∫

Ω
f
∂ϕ

∂xi

dx.

Zobecněnou derivaci funkce f podle xi poté znač́ıme standardně fi = ∂f
∂xi

.

Pozn.: V literaturě lze nalézt zobecněnou derivaci také pod názvem slabá derivace.
Ekvivalentně lze v definici Sobolevova prostoru použ́ıt tzv. derivaci ve smyslu di-
stribućı.

7.4 Greenova věta

Věta (Greenova) : Necht’ Ω ⊂ RN je omezená oblast s lipschitzovsky spojitou
hranićı a ϕ, ψ ∈ H1(Ω) jsou funkce. Pak plat́ı

∫

Ω

∂ϕ

∂xi

ψ dx =
∫

∂Ω
ϕψni dS −

∫

Ω
ϕ
∂ψ

∂xi

dx, i = 1, . . . , N,

kde n = (n1, . . . , nN) je vněǰśı jednotková normála k ∂Ω.
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