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Uvod

Urcovanie pravdepodobnosti ma vela aplikécii v réznych oblastiach ako je
napriklad ekondmia, fyzika, medicina. Kazdy deii sa stretivame s nazornymi
prikladmi z tedrie pravdepodobnosti. Tak napriklad na autobusovej zastavke, kedy
pozorujeme doby ¢akania na naSu autobusovu linku, prideme do obchodu a pocet
I'udi v obchode ma opéat’ nejaké pravdepodobnostné rozdelenie. Stretdvame sa teda

s pojmom ndhodnej veliiny.

Jendou z najzakladnejSich charakteristik rozdelenia ndhodnej veli¢niny je distribu¢na
funkcia. T4 Uplne popisuje rozdelenie pravdepodobnosti ndhodnej veli¢iny. AvSak
nie vzdy, resp. malokedy tuto distribuc¢nu funkciu pozname. Preto je potrebné najst’
spdsob, ako odhadnut jej tvar a jej vlastnosti z napozorovanych dat. V tejto praci sa
zaoberame neparametrickymi postupmi jej odhadovania. Vychadzame teda zo
stiboru napozorovanych dat. Jednym z moznych spdsobov je odhadnut’ tato funkciu
empiricky. Takato empirickd distribu¢na funkcia méa dobré vlastnosti, avSak jednou
z nevyhod je jej nespojitost. Preto sa v tejto praci zaoberame aj spdsobom, akym je
mozné ziskat' spojita distribucnu funkciu. Prichddzame teda k pojmu jadrového
vyhladzovania a jadrovej distribucnej funkcie ([3]). V tejto praci rozoberieme

postup, akym sa jadrové vyhladzovanie prevadza.

Kym distribuént funkciu odhadujeme pre uréenie rozloZenia pravdepodobnosti, zo
Statistick¢ho hl'adiska ma velky vyznam uvazovat’ obratene, teda urcitej konkrétnej
pravdepodobnosti odhadnit’ kvantil. Opdt si zavedieme pojem empiricke]

kvantilovej funkcie a jadrového vyhladzovania.

V simuléciach sa venujeme odhadom niektorych konkrétnych kvantilov. Na zaklade
vygenerovanych dat odhadneme hodnoty tychto kvantilov Styrmi spdsobmi a
porovname jednotlivé odhadnuté hodnoty so skutocnou hodnotou prislusného

kvantilu.

Na zéver eSte pripomenime, ze pomocou zdrojového kodu v prilohe tejto prace si

Citatel’ moze tieto odhady v programe Mathematica vyskuasat'.



Kapitola 1

Distribucna a kvantilova funkcia

Na zaciatok si zavedieme niekolko zakladnych pojmov. Predpokladajme
teda, ze (Q2,A) je meratelny priestor. Prvky mnoziny Q nazyvame elementdarnymi
javmi azna¢ime ich @. Prvky o —algebry A nazyvame javy a zna¢ime velkymi
pismenami. Pravdepodobnost P je definovand ako miera na A s vlastnostou

P(Q)=1,teda P je mnozinova funkcia na A s vlastnostami
(i) P(4) >0, AcA
(i) P(Q) =1, P(®)=0

(iii) P(U; A )= D" P(4,)

ak je {4,} postupnost’ po dvoch disjunktnych javov. Trojicu (Q, A, P) nazyvame
pravdepodobnostny priestor. Nech Q=R. o—algebra generovand systémom

vSetkych otvorenych podmnozin v R sa znaci B a jej prvky sa nazyvaja borelovské

mnoziny v R. Majme teda pevne dany pravdepodobnostny priestor (£, A, P).

Meratel'nt realnu funkciu X :(Q ,A)—>( R, B) nazyvame ndhodnou velicinou.

1.1. Distribuc¢na funkcia

Nech X je nahodna veli¢ina. Potom jej distribucnou funkciou nazveme

funkciu F(x), ktord je pre vSetky redlne x definovana vztahom
F(x)=P(X<x), VxelR

kde P(X <x) zna¢i pravdepodobnost’ javu, ze X nadobtida hodnoty mensie
nanajvys rovné¢ x . Distribu¢na funkcia sa nazyva diskrétna, ak existuje konecna

alebo spocetna postupnost’ veelku roznych redlnych ¢isel {x,}, ., , kde N, €N, N je



mnoZina prirodzenych Cisel, a odpovedajica postupnost kladnych ¢isel {p,},.y, tak,
26 ZneNopn :la P(X:xn):pn a
F(x)= Y. p,,. VxeR (1.1)

neNy;x,<x

Distribu¢nd funkcia, pre ktorti plati rovnost’ (1.1) teda zodpoveda diskrétnemu

rozdeleniu. Ak existuje funkcia f(x)>0 takd, Ze pre kazdé redlne x plati

F(x)= Tf(t)dt, VxeR,

— 00

potom hovorime, ze distribu¢na funkcia F(x) zodpoveda spojitému rozdeleniu.

Funkciu f(x) nazyvame hustota ndhodnej veli¢iny X .

Pozrime sa na vlastnosti distribu¢nej funkcie. Distribu¢na funkcia F'(x) nahodnej

veli¢iny X ma tieto vlastnosti:
(i) 0<F(x)<1 pre x € (-, o),

(i) lim F(x)=0, lim F(x)=1,

(iii) F(x) je neklesajuca; pre x, <x, je F(x,) < F(x,),
(iv) nech x, <x,,potom P(x, <X <x,)=F(x,)-F(x,),
(v) F(x) je sprava spojita a ma najviac spocetne mnoho bodov nespojitosti.

Graf kazdej distribucnej funkcie diskrétnej ndhodnej veli¢iny ma ,,schodovity* tvar a
je nespojity vo vsetkych bodoch x;. Prislusny ,,skok* funkcie F(x) v bode x; je
rovny pravdepodobnosti p, .

Ak uvazujeme nahodnt veli¢inu X so spojitym rozdelenim, tak jej distribu¢na

funkcia je spojitd na intervale (—oo , ), teda na mnozine vSetkych redlnych ¢isel.



1.2. Kvantilova funkcia

Rozdelenie nahodnej veliiny je Uplne popisané distribucnou funkciou.
Niekedy je ale uZito¢né uvazovat obratene, teda hladat hodnoty x , ktoré spifaju
P(X <x)=p, pre predom stanovené pe(0,1). Zavedieme si preto nasledujici

pojem.

Definicia 1.1. Nech X je ndhodna velicina s distribucnou funkciou F. P—ty
kvantil (alebo 100p —ty percentil) tejto nahodnej veliciny je akékolvek redlne cislo

x,, pre ktoré plati
}Lrg}F(xp—k)EF(x;)Sp a F(x,)2p Vpe(0,1). (1.2)

Ak je distribu¢né funkcia ndhodnej veli¢iny X rydzo rastica, p —ty kvantil

je jednoznacne uréeny zo vztahu
x,=F(p)=0(p)
a plati

F(F'(p)=p a F'(F(x))=x, Vpe(0,1)a VxeR
Takuto funkciu Q(p), p €(0,1) nazyvame kvantilovou funkciou ndhodnej veli¢iny
X . Pre krajné body 0 a 1 plati Q(0) =sup{x| F(x)=0} a Q1) =inf{x| F(x)=1}.

Avsak inverznu funkciu je mozné vytvorit’ len k spojitej rastlicej distribu¢nej funkeii,
teda len pre spojité rozdelenia. V pripade diskrétnych a zmieSanych rozdeleni

existuju intervaly, na ktorych je distribu¢na funkcia konS$tantnd, a preto inverzna
funkcia F~' neexistuje. Pre tieto pripady je potrebné definiciu kvantilovej funkcie

zobecnit’
O(p)=inf {x| F(x)>p | pre pe(0,1).

Kvantilova funkcia je spojita zlI'ava a je neklesajuca na svojom defini¢nom obore.



Na zaver eSte spomeiime, ze pre niektoré Statisticky vyznamné kvantily sa

pouzivaju samostatné nazvy. Napriklad 0,25—ty kvantil nazyvame dolny kvartil,
0,75—ty kvantil sa nazyva horny kvartil a 0,5—ty kvantil sa nazyva median.
Kvantily ako napriklad 0,95-ty, 0,99—ty alebo 0,995—ty sG vyznamné ako

kritické hodnoty pre testové Statistiky.



Kapitola 2

Empirické odhady

2.1. Empiricka distribu¢na funkcia

Nech X,,...,X, s0 nezavislé rovnako rozdelené nahodné veliCiny s

distribu¢nou funkciou F(x), teda pre Vi, X, ma distribu¢ni funkciu F(x). Pre

nahodny vyber zrozdelenia s distribu¢nou funkciou F(x), empiricka distribucna

funkcia (EDF), ktorGi oznacujeme F, (x), je jednoducho podiel pozorovani mensich

alebo rovnych konkrétnej hodnote x , teda
F,(x) =121(X,. <x),
noi

kde

1 ak X, <x,
IX, <0 = 0 inak

Usporiadajme  hodnoty ~ X|,...,X, do neklesajiicej postupnosti,

X,<X,,<--<X,, . Alternativne mé6zme EDF F,(x) vyjadrit

1,n
0 ak x< X,

F.(x)=4i/n ak X, , <x<X
1 ak x> X,

=1,...,n—1

i+l,n° l

teda

F (x) je po Castiach konstantna. Pokial’ su v8etky hodnoty X|,...,.X, od seba rozne,

potom v kazdej z nich ma F,(x) skok o velkosti prevratenej hodnoty velkosti

vyberu, teda ) . Ak sa vSak hodnota X, v subore X,,...,X, vyskytuje prave

1
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k —krat, potom F (x) ma v bode x=X, skok o velkosti # . AvSak pre spojité

rozdelenia ma tento jav nulovu pravdepodobnost. Pred zavedenim vlastnosti EDF
eSte poznamenajme, ze EDF ma vSetky vlastnosti distribu¢nej funkcie diskrétnej

nahodnej veli¢iny (aj v pripade, ze skutocné rozdelenie je spojité).
Vieme diskutovat’ niekol’ko $tatistickych vlastnosti EDF. Zavedieme si preto
nahodnu veli¢inu 7 (x)=nF,(x). Tato ndhodna veli¢ina nam reprezentuje podet

hodnoét vo vybere, ktoré st mensie alebo rovné konkrétnej hodnote x .

Veta 2.1. Pre akékolvek pevné redlne cislo x ma nahodna velicina T,(x) binomické

rozdelenie s parametrami n a F(x), teda T,(x)~ Bi(n, F(x)).

Dékaz: Oznaéme &,(x) = I(X, < x). Nahodné veli¢iny 0,(x),0,(x),...,0,(x) st
nezavislé a rovnako rozdelené, kazda s alternativnym (Bernoulliho) rozdelenim s
parametrom p , kde p=P[0,(x)=1]=P(X, <x)=F(x). Pretoze T,(x)= z; 0.(x)
je suma n nezavislych, rovnako (alternativne) rozdelenych nahodnych veli¢in,

mézme lahko ukazat, ze 7, (x) ma binomické rozdelenie s parametrami n a

p=F(x). o

Z Vety 2.1. a pouzitim vlastnosti binomického rozdelenia dostdvame

nasledujtice dosledky.

Dosledok 2.1. Stredna hodnota a rozptyl F,(x) su

() E[F,(x)]=F(x)

(i) VarlF, (x)] = U= F )]
n

Vztah (i) dosledku ukazuje, ze F,(x) je nestranny odhad F(x). Vztah (if)
ukazuje, Ze rozptyl F, (x) konverguje k nule pre n—o. Teda pouzitim

CebySevove] nerovnosti mdézme ukazat, Ze pre akékol'vek pevné realne Cislo x,

F (x) je konzistentny odhad F(x), respektive F (x) konverguje v

pravdepodobnosti k F(x), teda F, (x)—£— F(x) pre n—> o0, resp.

11



P[m F,(x)= F(x)} =1.

V nasledujicej vete sa dozvieme, ze z dostatotne velkého nahodného vyberu
mozeme ziskat’® l'ubovolne podrobni informaciu o distribucnej funkecii, ked'ze
empirickd distribu¢nd funkcia konverguje s pravdepodobnostou 1 rovnomerne na
celej realnej osi k distribu¢nej funkcii, ked’ rozsah vyberu vzrasta do nekonecna.

Veta 2.2 (Glivenko-Cantelli). Nech X,,X,,...,X, siu nezavislé, rovnako rozdelené
ndhodné veliciny s distribucnou funkciou F(x). Nech dalej F,(x) je empirickd

distribucna funkcia nahodného vyberu X,,...,X . Oznacme

D, = sup |F,(x)—F(x)|.

—00<Xx <00

Potom plati

P[limDn:O}:l.

Dokaz: ([2], strana 339) Uvazujme distribucnti funkciu F(x), ktora nie je
degenerovana, teda existujii aspon dva body x, pre ktoré pre kazdé /4 >0 plati
F(x)<F(x+h). Vieme, ze F(x) a F, (x) st neklesajice azprava spojité
obmedzené funkcie, ktoré nadobudaji hodnoty medzi 0 a 1. Oznacme F(x+0) a
F (x+0) limity funkcii v bode x zlava. Zvol'me l'ubovol'né N prirodzené a nech
k=0,1,...,N . Rozdelime interval [0,1] na N rovnakych &asti dizky + . Pretoze
F(x) nemusi byt vIubovolnom bode spojitd, zvolme x,, najmenSie x, ktoré

vyhovuje nerovnosti
F(x)SESF(erO).
N

Zrejme plati —oo=x,,<x,, <x,,<---<x,, <400, pricom pre dostatocne velké
N je asponi jedna z nerovnosti medzi x,, a x, , ostrd vzhl'adom k tomu, Ze F'(x)
ma asponn dva body rastu. VySetrime teda rozdiel |Fn (x)-F (x)| a taktiez limitu

tohoto rozdielu zprava len v bodoch x,, , . Vol'me

12



. DY =max |F,(xy, +0)= F(x,, +0)

D'V = max
I<k<N

I<k<N

F, (xN,k )— F(xN,k)

a oznagime D, ,,,, =max(D.”,D*). Pre 0<k <N -1 za predpokladu x, <x, .,

n

zrejme plati
1
F(xN,k+l)_F(xN,k +O) SF .

Teraz vyuzijeme vlastnost, ze F,(x) je neklesajuca. Ak x,, <x<x,, , potom

plati

1
F,(x)<F,(xy 1) SF(xy )+t D,y S F(X) +N +D, v

F (x)>F, (xN’k +0)> F(xN’k +0) =D, yux 2 F(x)—%—Dn’MAX.

Predchadzajuce Givahy nés vedu k nerovnosti D, <D, , .., —+ . Poznamenajme, Ze

1
A
ndhodné veli¢iny D, a D, ,,, zavisia na @, teda predchddzajice nerovnosti platia

skoro urcite. Ako sme uz uviedli skor, pre kazdé pevné x plati
P[lim F (x) :F(x)} =1 a P[lim F (x+0) :F(x+0)} =1.

Vidime teda, ze D, ,,,, konverguje k 0 skoro urcite, pre n — +o0, preto
. 1
P[ limsup D, > —} =0
n—so N
pre kazdé prirodzené N , odkial plynie, ze

P[limDnzo}l.

K tplnosti dokazu dodajme, ze ak je distribu¢na funkcia F(x) degenerovana, potom

plati F, (x)=F(x) pre kazdé n>1 a kazdé realne x . m

13



Dal$ou uzito¢nou vlastnostou EDF je jej asymptotickd normalita, dand v

nasledujuce;j vete.

Veta 2.3. Pre n— o, limitné pravdepodobnostné rozdelenie F,(x) je normované

normalne rozdelenie, teda

n—0

i p { Jn [F,0-F) _

<t =)
JF()[1-F(x)] }

Dokaz: Pouzitim Vety 2.1., Dosledku 2.1. a centralnej limitnej vety dostavame, ze

rozdelenie veli¢iny

[nF,(x)-nF(x)] n[F,(x)-Fx)]

JrFOU-Fx)]  JF@[1-F(x)]

sa priblizuje k normovanému normalnemu rozdeleniu pre n — 0. O

Empirické distribu¢na funkcia ma teda dobré konvergencné vlastnosti. AvSak jednou
znevyhod EDF je jej nespojitost’. V kapitole 3 si preto zavedieme jadrovy odhad

distribu¢nej funkcie, ktorym ziskame spojita distribucnti funkciu.

2.2. Empiricka kvantilova funkcia

Pretoze kvantilova funkcia je inverzna k distribucnej funkcii a empiricka
distribu¢na funkcia je odhadom distribu¢nej funkcie, je prirodzené kvantilova

funkciu odhadovat’ invertovanim empirickej distribucnej funkcie. Nech teda

X, X,,...,X, st nezavislé rovnako rozdelené nahodné veli¢iny. Usporiadajme tieto

hodnoty do postupnosti X, < X, <---< X, . Empiricku kvantilovu funkciu (EQF)

Qn (p)=F.'(p), 0< p <1, definujeme nasledovne:

14



Il
2

)
=
[3]

A

<
IA

0,(p)

Teda Qn (p) =inf { X | F(x)=p } Alternativna definicia EQF je teda

én (p) = X( Lnp J+1)

kde \_npj zna¢i spodnu celt Cast’ saéinu np. Z toho vyplyva, Ze empirické (tieZ
vyberové) kvantily (ozn. X,) st vlastne usporiadané hodnoty vo vybere. Napriklad,
ak n=10, odhad 0,3—ticho kvantilu alebo 30—teho percentilu je jednoducho

510(0,3) =X;,, pretoze % <0,3<-%. AvSak poznamenajme, ze 0,25—ty empiricky

kvantil, alebo 25—ty percentil je taktiez rovny X, ,, pretoze {5 <0,25< 5.

Pozrime sa na konvergencné vlastnosti empirickych kvantilov. Ak je teda x, urcené

vztahom (1.2) jednoznacne, potom pri n —> 00, X, — x, s pravdepodobnostou 1.

Tvrdenie 2.2. Predpokladajme, Ze F(x) ma hustotu pravdepodobnosti f(x), ktord

Jje spojitou funkciou x, Ze x, je urcené jednoznacne a f(x,)>0. Potom

n”z(x —-X )——)X N ij(l——pz'
[f(x,)]

Poznamenajme, Ze uzitim vztahu

P(x, <x)=P(nF,(x)znp),

kde polozime x =x, + t/ Jn , dostavame

P&, -x Wn<t]|=

P{\/T[F (x, +1/\n)~ F(x, +1/\m)|> \/7

15
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1/2 tf(x)
=P " F - F P A
{(p(lp)j £ Fe) Vp(lp)}

t t
%P{XZ_M}J{RM},
Vr(d=p) vp(d-p)
kde X je nahodna veli¢ina s rozdelenim N(0,1). Tento vysledok plynie z centralnej

limitnej vety aplikovanej na veli€inu F,(x,). Pri odvodeni vztahu sme uzili aj

skutocnost’, ze
Jal|F,x, + /)= F e ) |- | Fx, + /) = Fx,) | J—20,

pretoze l'ava strana ma nulovu strednti hodnotu a jej rozptyl konverguje pri n —

k nule. Z predpokladov o F'(x) d’alej plynie, ze pre n — o plati

Jn|p-F(x, +t/ym)|> ~t £ (x,).

16



Kapitola 3

Jadrové odhady

V predoslej kapitole sme rozoberali empirické odhady distribu¢nej

a kvantilovej funkcie. Vieme teda, ze empiricka distribu¢na funkcia £, ma dobré

konvergencné vlastnosti a poddva dobry obraz o tom, ako skuto¢na distribu¢na
funkcia priblizne vyzera. Ma ale niekol’ko podstatnych nevyhod. Jednou z takychto
nevyhod je napriklad nespojitost’. V tejto kapitole si preto zavedieme jadrovy odhad
distribu¢nej funkcie, ktory vychadza zjadrového odhadu hustoty. U jadrovych
odhadov je potrebné vhodne zvolit' jadro a vyhladzovaci parameter, ktory tiez
nazyvame Sirka pasma. Ukazeme, pre¢o je potrebné vhodne zvolit’ Sirku pasma a

ukazeme si tiez jednu z moznosti jej vol'by.

3.1. Jadrovy odhad hustoty

Jadrovy odhad distribu¢nej funkcie vychadza z jadrového odhadu hustoty.
Nech X,,...X

n

st nezavislé, rovnako rozdelené ndhodné veli¢iny s distribu¢nou

funkciou F. Jadrovy odhad hustoty f(x) je definovany ([3])

fh(x)=Lik(x_Xf], 3.1)

nh; 5 hy

kde jadro k(t) je nejakd nezaporna obmedzena funkcia s k(¢) =k(—t) pre vsetky

redlne ¢ a predpokladame, ze f_woo k(t)dt=1 a f_oooo t* k(t)dt < +oo . Pri odhadovani
funkénej hodnoty v konkrétnom bode x umiestnime stred jadra do bodu x a vplyv
kazdého referencného bodu zéavisi od jeho blizkosti k bodu x. Prispevky vsetkych

bodov st s¢itané do celkového odhadu.
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Poznamenajme, Ze ak za jadro k zvolime indikator /(—1,1), dostavame histogram.

Medzi najcastejSie pouzivané jadra patria jadra uvedené v nasledujicej tabulke.

Jadro Rovnica Defini¢ny obor
Rovnomerné b2 [-1.1]
Epanechnikov 2(1-1%) [-1,1]
Dvojvéahové B1-¢2)? [-1,1]
Normalne /ﬂ Exp(-x>/2) R
Trojuholnikové 1—[t] [-1,1]

Tabul’ka 1. Niektoré bezne pouzivané jadra

Vol'ba jadra nie je z hl'adiska vyhladzovania az tak vel'mi podstatnd. Podl'a ([3]) je

najoptimalnejsia vol'ba Epanechnikovho jadra.

Dolezitejsiu Glohu zohrava volba vyhladzovacieho parametra k. Takzvana Sirka

pasma h, urCuje, nakol'ko hladkd odhadovana hustota bude: VécSia hodnota #,

vedie k hlad3ej funkeii. Optimélna $irka zavisi na pocte pozorovani 7, plati 4, —0

pre n—> oo, hustote f a jadre k. Blizsie sa volbe optimalnej Sirky pasma budeme

venovat v dalSom odstavci, kde odvodime optimédlnu Sirku pdsma pre jadrovu

distribu¢nu funkciu. Pri vol'be Sirky pasma /4 pre jadrovy odhad hustoty sa napriklad

pre normdlne jadro pouziva tzv. ,normal reference rule* ([3]), kde polozime

h~1,066n"°. Na nasledujucich grafoch vidime, ako zavisi vyhladena funkcia na

Sirke pasma £ .

200,04
133,34

66,74

0,0

200,0
133,34

66,79

200,04
13334

66,74

Graf 1. Jadrovy odhad hustoty s voI’bou neprimerane vel’kej Sirky (5hoy) (vI'avo), s vo'bou

optimalnej Sirky h,y (vstrede) a s vo’bou neprimerane malej $irky (hoy /5)(vpravo).
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3.2. Jadrovy odhad distribu¢nej funkcie

Obecne, integrovanim hustoty ziskavame distribu¢ntl funkciu. Jadrovy odhad

distribu¢nej funkcie F(x) odpovedajuci jadrovému odhadu hustoty je definovany

SEEA

kde K(x)= _[_x k(t)dt . My si ukazeme, ze vyhladzovaci parameter pre jadrovy odhad

nasledovne:

F(x)—jf(t)dz j Zk{

fll

hustoty nie je vhodny pre jadrovy odhad distribuénej funkcie, resp. pre jeho

optimalitu. (d'alej namiesto /, piSeme £).

Tradi¢nou mierou presnosti jadrového odhadu F (x) je strednd kvadraticka chyba

MSE definovana

MSE(F(x)) = E[F(x) - F(x)]
= E[ F(x) - EF(x)+ EF (x) - F(x)]?
= (ELF )] - F@) +Varl A(x)]
= Bias*[ F(x)]+ Var[ F (x)]

Z toho vyplyva, ze MSE je sumou umocnenych vychylok a rozptylu.

Strednu hodnotu vypocitame nasledovne

E[F(x)]= Z E{ ( jf(y)dy

SREE

Pouzijeme substitliciu y = x+A¢ a nasledne v d’alSom kroku metodu per partes
K(=)F(x+ht)" + [k(6)F(x+ he)dt

Vzhladom k limitnym vlastnostiam K(f) a F(f) mdzeme prvy c¢len zanedbat.

Pouzitim Taylorovho rozvoja funkcie F(x+ht) dostavame
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2

T k(z){ F(x) +htF'(x)+%F"(x) + O(hz)} dt

h*t?
2

= Tk(t)F(x)dtJr Tk(t)htF'(x)dtJr Tk(z) F"(x)dt + O(h%)

Z vlastnosti jadra Itk(z‘) dt =0 vyplyva, ze druhy ¢len je rovny nule a dostavame

K@) F(x)|”, % thk(t)dt f'(x)h* +O(h*)

Oznacime p, =.[ t* k(t)dt a dostavame

Hy x

E[F(x)]=F(x)+ :

f'()h* +O(h)

Rozptyl jadrovej distribu¢nej funkcie vypocitame podobnym spdsobom a dostavame

Var{ F(x)]=E[F(x)]* - {E[]:“(x)] }2

_F@lI=F (")]—ﬁcl,,( £(x)+O(h!n)
n

n
kde C,, = [K(0)1-K(#)>0.

Mozme si teda porovnat’ stredni hodnotu a rozptyl empirickej distribu¢nej funkcie
a jadrovej distribu¢nej funkcie. Zatial ¢o stredna hodnota EDF je skuto¢na
distribu¢na funkcia, u strednej hodnoty jadrovej distribu¢nej funkcie nam pribudlo
vychylenie. M6zme teda vidiet’, ze pre zvySujice sa s sa stredna hodnota zvySuje
(resp. znizuje, to zavisi na znamienku f’(x)). Rozptyl sa pre zvySujuce sa & zmen§i

a naopak pre znizujice sa /4 sa rozptyl zvacsi, ako je zndzornené aj v grafe 1.

Aby sme odhadli celkovll presnost odhadu pre vSetky x, kvadraticki chybu
integrujeme cez realnu os a odpovedajuca miera nazyvana ako strednd integrovand

kvadraticka chyba MISE, je definovana ako

MISE(F (x)) = j E[F(x)- F(x)]*dx
= [(E[F(x)]- F(x))* dx + [Var{F (x)]dx.
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Po dosadeni strednej hodnoty a rozptylu teda dostavame, ze

MISE(F (x)) = % [F@or1 —F(x)]dx—% [KO[1-K(0)]de

+§{J.t2k(t)dt}zj(f'(x))2dx+0(h/n+h4).

MISE je funkciou S$irky 4. Pre optimalne vyhladenie je teda potrebné najst
optimalnu $irku /4 tak, aby MISE vyjadrujuca chybu odhadu nadobudla ¢o mozno

najmensie hodnoty. Je teda potrebné najst’

h,, =arg :nin MISE (h) .
Polozime teda prva derivaciu MISE rovnt nule, dostdvame
—le(t)[l —K@O]de+ B {[ k@) def [Lf/ ()P dx =0,
n

z tohto vztahu vyjadrime /4 a dostdvame vztah pre optimalnu $irku pasma, teda

[KOU-K@yde | { Cux }
Ry = ; R e n'?. (3.3)
n{ [Pk def [Lf (0T dx 145 ¢ [Lf' (0 dx

Tato hodnotu ale v praxi ndjst’ nevieme, pretoZze nepozname hustotu. Tu ale mézme

odhadnit’ jadrovym odhadom. Ozna¢me si preto R(f') = j[ f'(x)]’dx. Tento vztah

mdzme upravit' nasledovne
RO =[If' ()P dx = [ £'(x) f'(x)dx,
pouzitim metddy per partes dostivame
[ £ Gydx = £0) £/ @) =[£G f (x)dx

Na zéklade limitnych vlastnosti f(x) a f'(x) mdéZzme prvy ¢len zanedbat’ a druhy

¢len je strednou hodnotou f”(x), dostdvame

[ ") f()dx=E[f"(x)]= R(f).
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Dostavame teda upraveny vztah pre odhad optimalnej Sirky pasma

1/3

~ C

o =| |, (3.4)
,uz,KR(f)

kde R(f") odhadneme ako

R = izw(

2
nopyoia e

Xi_XJ) 1
ﬂl (272')1/2}’1,813 >

#P () =Q2x) " (> 1) exp(t>/2).
Jednou z alternativ vol'by f, je n™"*. Odhad (3.4) nazyvame plug-in odhadom.

Dalsim z moznych spdsobov volby optimalnej Sirky je pouzit' takzvané

krosvalidacné kritérium, ktoré je definované nasledovne ([5])

CV) = [L1e=X) = F, (X P,

kde F

n;—i

je jadrovy odhad uréeny z pozorovani X, ale konStruovany z dat

vynechanim pozorovani X,. Existuje niekol’ko d’alsich odhadov optimalnej Sirky

(vid’ [4] a [5]). Tieto odhady ale nepracuju spravne. Zvolia ve'mi malu hodnotu Sirky

péasma, a preto odhady nie st vhodne vyhladené.
3.3. Jadrovy odhad kvantilovej funkcie

Jednym z moznych sposobov, ako odhadovat kvantily je pouzit jadrovy

odhad distribu¢nej funkcie s dosadenim do obecného tvaru kvantilovej funkcie, teda
O,(p)=inf {x|F(x)=p |.

Ako sa presvedc¢ime v simulaciach, tento odhad ¢asto nemusi byt dostatocne presny.

Preto si zavedieme jadrovy odhad kvantilovej funkcie. Nech teda X, X,,... X, su
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nezavislé, rovnako rozdelené nahodné veli¢iny. Usporiadajme tieto hodnoty do

postupnosti X, <X, <--<X . Jadrovy odhad kvantilovej funkcie je

definovany
A e l‘_p
0,(p)=[0,(0)d,K et 3.5)
0 n
Tento odhad mdézme vyjadrit’ nasledovne

0,(p) = Jhi[ jQ,l(z)dr

_ L 1 cirn t—p
_;Xi,nz...(i—l)/nk( hn jdt

Podobne ako pri jadrovom odhade distribu¢nej funkcie vieme diskutovat’ o stredne;j
kvadratickej chybe MSE(Q( p)). Nech teda Q" je spojita v okoli bodu p a nech je

jadro k= K' symetrické okolo 0. Potom pre kazdé pevné p € (0,1),

MSE(Q(p)) = Var(Q(p)) + Bias* (O(p))
= 2D o] 22 0] kK

[Q"(p) {J-uzk(u)du} +O(h/n)+O(h").

Z toho vyplyva, Ze pre kazdé¢ p € (0,1), asymptoticky optimélna Sirka pisma /4, je

ho (P)=a(k) p@Qn",

kde

1/3

a(k)[ 2Tuk(u)K(u)du/{Tuzk(u)du} ]

a O =[0(/0"(»]*".
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Asymptoticky optimilna Sirka 4,,(p) teda zdvisi na prvej adruhej derivacii

kvantilovej funkcie, ktori nepozname. AvSak tieto derivacie je mozné opéat

odhadnut. Problémom je, Ze tieto odhady opét’ zavisia na ich optimalnej Sirke pasma.

Alternativnou a podstatne jednoduchsou vol'bou §irky % je pouzitie vzt'ahu ([8])

h= {M} . (3.6)

n+l

Ako jadrovy odhad pomocou takejto vol'by Sirky % pracuje sa presved¢ime v naSich

simulaciach.

Na zaver eSte spomenime, Ze v praxi sa casto pouZziva aproximacia odhadu (3.5)

vyjadrend vztahom

Qs(p) :Zn:k[i_; _pJXi,n Zn:k[‘]_é _pj-
i=1 n Jj=1 n

Tento odhad tieZ porovname s ostatnymi odhadmi v nasich simulaciach.
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Kapitola 4

Simulacie

Nase simulacie st zamerané na porovnanie efektivnosti fungovania Styroch
odhadov kvantilovych funkcii (resp. kvantilov). Prvym odhadom je empiricka

kvantilova funkcia, teda
(D) 0,(P)=X |-
Druhym odhadom je invertovanie jadrovej distribu¢nej funkcie, teda
@) O(p)=inf{t| F@®)>p}.

Tieto dva odhady porovname s odhadmi

3) &P =[0,t)d, K, (p.t) a

j—é_pj_
n

V druhom odhade sme vychadzali z jadrového odhadu distribu¢nej funkcie. Pri

(4) Ql(p)zilk(i”—pjxi,,, z;{

n

tomto odhade sme volili Epanechnikovo jadro, 2(1—¢*) pre |t|£1. Vzhl'adom

k odhadu distribu¢nej funkcie pouzijeme jeho integral

0 pret<—1
K(t)=4 L+3t-48 pre|t]<]
1 pret>1

Z hladiska volI'by vyhladzovacieho parametra # pre KDFE sme vychadzali z [4], [5]
a plug-in odhadu zavedeného v kapitole 3.2. NajspolahlivejSie pracoval plug-in
odhad. Pre porovnanie, v nasledujicom grafe vidime skutocnu distribuént funkciu,

KDFE so sirkou /4 zvolenou kritériom LNO (vid’ Sarda, 1993) a KDFE so $irkou /4
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zvolenou plug-in odhadom uvedenym v kapitole 3. KDFE st konStruované z vyberu

o velkosti 100 z N(0,1) rozdelenia.

1 2 3
Graf 2.: Skuto¢na distribu¢na funkcia rozdelenia N(0,1) (¢ierna), KDFE so Sirkou h zvolenou

kritériom LNO (modra) a KDFE so §irkou h zvolenou plug-in odhadom (ervena).

Pri naSom tretom odhade sme opdt pouzili Epanechnikovo jadro. Pri volbe
vyhladzovacieho parametra 4 sme vychadzali z [8], za vyhladzovaci parameter sme

teda dosadili vztah (3.6) uvedeny v kapitole 3. Poznamenajme, Ze za podmienky
hn’'® - o pre pevné p e (0,1) st odhady (3) a (4) asymptoticky ekvivalentné
([8]). Tato podmienka je pri vol'be Sirky /4 podla vztahu (3.6) splnena.

V naSich simuldciach vychadzame zo Styroch rozdeleni uvedenych v nasledujuce;j

tabulke.

Tabulka 2. Distribu¢né funkcie pouzité v simulaciach

Rozdelenie Distribu¢na funkcia
Normované normalne N(0,1)
Exponencialne Exp(1)
Logaritmicko-normalne LN(0,1)

t-studentovo (2 stupne vol'nosti) t

Pre kazdé z tychto Styroch rozdeleni sme vygenerovali 500 vyberov velkosti 25, 50,

100 a 250. Z kazdého vyberu sme naSimi Styrma odhadmi vypocitali hodnoty
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kvantilov 0.01, 0.05, 0.1, 0.25, 0.5, 0.75, 0.9, 0.95 a 0.99 a pre kazdy kvantil sme
vypocitali priemernt hodnotu z vypocitanych 500 hodnoét. Tieto hodnoty najdeme v
nasledujucich tabulkach. Tmavo vyznacené hodnoty su najpresnejSie odhady

hodnoty konkrétnych kvantilov.

Tabul’ka 3. Odhady kvantilov N(0,1)

N(0,1)
kvantil
000 | 005 [ o1 [ 025 ] 05 [ 075 | 09 | 095 [ 099
n skutoéna hodnota
2326 | -1,644 | -1,281 0,674 0 0,674 1,281 1,644 2,326
-1,938 | -1,561 -1,286 -0,657 | -0,027 0,629 1,239 1,505 1,938
25 22,525 | -1,903 -1,502 0,813 -0,021 0,770 1,458 1,852 2,521

-1,938 -1,561 -1,286 -0,657 -0,027 0,629 1,239 1,506 1,938
-1,938 -1,712 -1,308 -0,704 -0,024 0,670 1,258 1,657 1,938

-2,246 -1,625 -1,228 -0,678 0,015 0,662 1,316 1,619 2,259
50 -2,543 -1,838 -1,439 -0,764 -0,008 0,749 1,420 1,811 2,527
-2,249 -1,656 -1,243 -0,680 0,017 0,669 1,329 1,620 2,251
-2,249 -1,673 -1,307 -0,681 -0,008 0,670 1,277 1,637 2,252

2,144 | 1,584 | -1,224 | -0,655 | 0,011 0,693 1,307 1,696 2,483
100 2,513 | -1,793 | -1,402 | -0,742 | -0,004 | 0,736 1,396 1,786 2,492
2,144 | 1,601 | -1262 | -0,662 | 0,009 0,693 1,308 1,701 2,471
2,334 | -1,655 | -1,293 | -0,679 | -0,004 | 0,676 1,282 1,655 2,304

-2,297 -1,635 -1,269 -0,668 0,005 0,676 1,287 1,648 2,310
250 -2,408 -1,722 -1,343 -0,706 0,002 0,711 1,350 1,729 2,429
-2,297 -1,632 -1,264 -0,668 0,007 0,675 1,297 1,646 2,304
-2,311 -1,636 -1,277 -0,669 0,001 0,675 1,286 1,647 2,323

Tabul’ka 4. Odhady kvantilov Exp(1)

Exp()
kvantil
001 [ 005 | o1 [ 025 [ 05 [ 075 [ 09 [ 095 | 099

skuto¢na hodnota

0,010 0,051 0,105 0,287 0,693 1,386 2,302 2,995 4,605

0,038 0,084 0,127 0,326 0,712 1,365 2,329 2,836 3,904
25 -0,740 -0,379 -0,168 0,249 0,793 1,517 2,443 3,220 4,771
0,038 0,078 0,122 0,320 0,703 1,348 2,291 2,832 3,795
0,038 0,064 0,122 0,305 0,708 1,411 2,346 3,168 3,795

0,019 0,060 0,124 0,295 0,721 1,397 2,419 3,020 4,524
50 -0,382 -0,160 -0,007 0,295 0,736 1,433 2,360 3,065 4,745
0,019 0,061 0,124 0,295 0,716 1,383 2,420 2,992 4,543
0,019 0,060 0,113 0,296 0,697 1,389 2,330 3,035 4,543

0,019 0,060 0,114 0,301 0,710 1,421 2,373 3,123 5,185
100 -0,216 -0,052 0,063 0,301 0,703 1,396 2,313 3,012 4,713
0,019 0,060 0,114 0,294 0,695 1,399 2,350 3,095 5,232
0,014 0,055 0,109 0,287 0,687 1,380 2,306 3,007 4,718

0,011 0,053 0,109 0,290 0,699 1,392 2,331 2,994 4,590
250 -0,113 0,009 0,097 0,296 0,700 1,395 2,310 3,007 4,705
0,011 0,053 0,109 0,289 0,697 1,387 2,321 2,996 4,568
0,011 0,053 0,107 0,289 0,693 1,388 2,306 3,005 4,610
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Tabul’ka 5. Odhady kvantilov LN(0,1)

LN(0,1)
kvantil
001 [ 005 [ o1 [ 025 ] 05 [ 075 [ 09 | 095 [ 099
n skuto¢na hodnota
0,097 0,193 0,277 0,509 1 1,963 3,602 5,180 10,240
0,161 0,230 0,301 0,561 1,038 1,957 3,674 4,977 8,070
25 0,740 | -0,342 | -0,080 0,443 1,157 2,235 3,976 5,592 8,059

0,161 0,233 0,299 0,541 1,027 1,944 3,748 4,995 8,063
0,161 0,208 0,297 0,522 1,035 2,040 3,890 6,066 8,063

0,115 0,205 0,302 0,517 1,029 1,974 3,674 4977 | 11,093
50 0408 | -0,109 | 0,093 0,496 1,073 2,106 3,766 5,393 8,327
0,111 0,196 0,301 0,515 1,021 1,963 3,842 5245 | 11,093
0,111 0,197 0,283 0,516 0,999 1,973 3,669 5369 | 11,093

0,124 0,210 0,294 0,527 1,026 2,023 3,790 5,604 13,963
100 -0,171 0,056 0,209 0,523 1,057 2,100 3,836 5,486 9,061

0,118 0,209 0,289 0,522 1,025 2,024 3,790 5,633 13,855
0,102 0,198 0,281 0,515 1,014 2,000 3,714 5,416 11,405

0,103 0,196 0,283 0,513 1,010 1,967 3,688 5266 | 10,488
250 0,031 0,141 0,260 0,519 1,012 2,184 4,019 5,563 9,958
0,103 0,196 0,283 0,514 1,006 1,964 3,651 5212 | 10,433
0,101 0,196 0,280 0,514 1,001 1,964 3,617 5232 | 10,703

Tabulka 6. Odhady kvantilov t,

t;
kvantil
001 | 005 [ o1 | 025 ] o5 | 075 | 09 [ 095 | 099
n skuto¢éna hodnota
6,964 | -2919 | -1,885 | -0816 0 0,816 1,885 2,919 6,964
5778 | -2,794 | -1,964 | -0,805 | -0,004 0,785 2,007 2,840 7,340
25 55,010 | -3,220 | -2,167 | -0,988 | -0,010 0,965 2,132 3,117 5,709

-6,290 -2,837 -1,973 -0,816 -0,003 0,793 2,002 2,844 7,342
-6,290 -4,043 -2,085 -0,889 -0,006 0,858 2,103 4,415 7,342

-8,463 -3,103 -1,849 -0,845 0,028 0,835 2,100 3,089 7,972
50 -5,979 -3,168 -2,072 -0,923 0,009 0,931 2,066 3,120 5,800
-8,463 -3,111 -1,810 -0,818 0,042 0,820 2,067 3,016 7,948
-8,463 -3,255 -1,967 -0,819 0,010 0,826 1,958 3,187 7,948

6,205 | -2,787 | -1,833 | -0,794 | 0,019 0,850 1,968 3,162 | 11,525
100 6,540 | -3,068 | -2,001 | -0,891 | -0,0002 | 0,886 1,978 3,038 6,454
6275 | 2,851 | -1,871 | -0,809 | 0,010 0,841 1,979 3,182 | 12,106
9,076 | -3,071 | -1,952 | -0,832 | -0,002 | 0,825 1,925 3,041 9,088

7,128 | 2,948 | -1,858 | -0,809 | 0,007 | 0,820 1,926 | 2,975 7,343
250 7,386 | -3,014 | -1,945 | -0.852 | 0010 | 0871 1,955 3,007 | 7772
7361 | 2,974 | -1,867 | -0.810 | 0017 | 0,832 1,932 | 2959 | 7,220
7,718 | 2,994 | -1,902 | -0811 | 0,011 0,833 1,912 | 2,985 7,580

Na zéklade tychto pozorovani vieme konStatovat, Ze odhad (2) aZ na
niekol’ko vynimo¢nych pripadov pracuje podstatne horSie ako ostatné odhady. Pri
odhadovani kvantilov normovaného normalneho rozdelenia N(0,1) pracuje odhad (4)

lepSie ako odhad (3) a (1). AvSak ako sme uz spominali skor, za podmienky

hn’'® — oo pre pevné p e (0,1) st odhady (3) a (4) asymptoticky ekvivalentné, ¢o
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je pri volbe parametra 4 podla vztahu (3.6) splnené. Nasledujuce grafy porovnavaji

500 hodnot kvantilu 0,01 rozdelenia N(0,1) vypocitanych odhadom (1),(2),(3) a (4).

-1 1.8
2 -2
- < g B
-3 24 - - - —
. 26
28
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Graf 3.: Simulované hodnoty vypocitané odhadom (1),(2),(3) a (4) rozdelenia N(0,1) velkosti
vyberu n=25 (vPavo) a velkosti vyberu n=250 (vpravo) kvantilu p=0,01.

V pripade velkosti vyberu n=25 bola hodnota kvantilu 0,01 odhadnuta presnejSie
odhadom (2). Na zéklade grafu vidime, Ze rozptyl simulovanych hodnoét je u odhadu
(2) v pripade velkosti vyberu n=250 niz§i. V nasledujucom grafe vidime hodnoty
kvantilu 0,01 exponencialneho rozdelenia Exp(1) odhadovaného Styrma sposobmi

pre velkost’ vyberu n=25 a n=250.
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Graf 4.: Simulované hodnoty vypocitané odhadom (1),(2),(3) a (4) rozdelenia Exp(1) velkosti
vyberu n=25 (vP’avo) a vel’kosti vyberu n=250 (vpravo) kvantilu p=0,01.

Pri exponencidlnom rozdeleni Exp(1) dokonca vidime, Ze hodnoty kvantilu 0,01
nadobudaju zaporné hodnoty. Pri vel'kosti vyberu n=250 je rozptyl nasimulovanych
hodnét podstatne mensi, no simulované hodnoty su stale zdporné. Podobne je to u

logaritmicko-normalneho rozdelenia, ako ukazuji nasledujuce grafy.

29



Y — = | o015
N 3 % 77777 % N %
0.05

-0.05
0.1

Graf 5.: Simulované hodnoty vypocitané odhadom (1),(2),(3) a (4) rozdelenia LN(0,1) vel’kosti
vyberu n=25 (vl’avo) a vel’kosti vyberu n=250 (vpravo) kvantilu p=0,01.

V nasledujucich grafoch si eSte porovname odhady kvantilov 0,01 a 0,25 u

exponencialneho rozdelenia Exp(1) pre velkost’ vyberu n=50.
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Graf 6.: Simulované hodnoty vypocitané odhadom (1),(2),(3) a (4) rozdelenia Exp(1) velkosti
vyberu n=50 pre kvantil 0,01 (vPavo) a kvantil 0,25 (vpravo).

Na zéklade nasimulovanych hodnét vidime, Ze odhad (2) pre rozdelenia Exp(1) a
LN(0,1) nepracuje spravne. Suvisi to s vyhladzovacim parametrom /. Hoci skuto¢na
distribu¢na funkcia tychto rozdeleni nie je pre zdporné hodnoty x definovana,
hodnoty blizke nule maju pri jadrovom odhade distribu¢nej funkcie predsalen nejaku

vahu aj pre zaporné hodnoty x blizko nuly.

Na zaver esSte poznamenajme, Ze u logaritmicko-normalneho rozdelenia odhad (2)
ani raz neodhadol hodnotu prislusSného kvantilu najpresnejSie z naSich Styroch
odhadov. Pri rozdeleniach s nosicom R pracuje tento odhad lepsie, avSak odhady

(1),(3) a (4) su stale presnejsie.
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Z.aver

V tejto praci sme sa venovali odhadom distribu¢nych a kvantilovych funkcii.

Popisali sme si empirické a jadrové odhady a ich vlastnosti.

V simulaciach sme sa venovali Styrom moznym spoésobom odhadovania kvantilov a
na zaklade tychto simulacii moézme povedat, Ze odhad kvantilov pomocou
invertovania jadrovej distribu¢ne; funkcie nepracoval spravne, najmid u
exponencialneho a logaritmicko-normalneho rozdelenia. Je to spdsobené tym, Ze
vyhladzovaci parameter jadrovej distribucnej funkcie volime globalne pre vsetky
hodnoty x. Naopak je to u jadrovej kvantilovej funkcie, kde vyhladzovaci parameter

zavisi na hodnote p. V porovnani empirického odhadu a jadrového odhadu kvantilov

pracovali lepsSie jadrové odhady, avSak empiricky odhad je v porovnani s jadrovymi
odhadmi tieZ dostato¢ne presny, resp. hodnoty kvantilov odhadnuté empiricky st tiez
blizko hodno6t skutonych kvantilov. V porovnani jadrovych odhadov pracoval
najlepSie odhad (4). Avsak rozdiely medzi odhadovanymi kvantilmi odhadmi (3) a
(4) st minimalne. Vieme teda povedat, Ze odhady kvantilov pomocou jadrovej

kvantilovej funkcie pracuju najlepsie.

Z praktického hladiska je pri odhadovani kvantilov najjednoduchSie pouzit
empiricki kvantilova funkciu. Hoci jadrové odhady pracuju trochu lepSie, je
potrebné uvazovat o volbe jadra a vyhladzovacieho parametra, zatial ¢o u
empirickej kvantilovej funkcie potrebujeme len usporiadat’ data do neklesajtcej

postupnosti.
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Priloha

V prilohe uvddzame zdrojovy koéd v programe Mathematica pouzity

v simulaciach.

Needs ["'Statistics™ ']
Rozdelenie := NormalDistribution [0, 1]
Total [UnitStep [x -data ]
Length [data ]
EQF [p_, data ] := Sort [data ] [Floor [p«Length [data ]] +1]

EDF [x_,data ] :

definicia Epanechnikovho jadra:

(1-t2), Abs [t] <1}, {0, Abs [t] > 1}}]

definicia jadrovej distribu¢nej funkcie a vol'by Sirky 4 plug-in odhadom:

1 Length|data) X - data [i]
KOFE (X ,data ,h ] 1= —— K[————]
Length [data | iz h

I
N
X
~
H
X
o

Length|data i-1 _ _ - N
TS e[ i (2 ) lh Rl 2,
- \UZ U (Length [cata1)-0-3) ) | (Length (data]) 03/ /)
Lengthdata
ST e[ I (2 g (2 )
| G '\ (Length [data])-0-3) | (Length (cata]) 03/ /]

\
1/((27r>1/2Lengﬂ1 [data ] ((Length [data])‘0-3)3) Length [data | 1]"(1/3)
J

)
J
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definicia jadrovych odhadov kvantilovych funkecii, kvantilov, simulacii, vypocty
jednotlivych hodndt kvantilov podla jednotlivych odhadov a vykreslenie grafov:

( \
1 ! _ !
KQFEL [p_, data_] := | EQF [p, data] {o¢ K| P Z}icﬂt
0 o (pidpyr2e
\ (n+1) )
o |
; [ ] -p i
! ength(data, .
KOFE2 [p_, data_ | : k| [ } ]Sort[data][[n}]i/
O J( p(lp ) |
( Length[data) +1 )
‘(Lengmdata jf% \'
; [ ] -p :
3 K Length[data) ]i
= (pdp |
\ Length[data) +1 )

Kvaritily = {0.01,0.05, 0.1,0.25, 0.5,0.75, 0.9, 0.95, 0.9 };

PocetSimulaci =500 ;

VelkostWhberu = 25;
Pokusy = Table [Random [Rozdelenie ], {PocetSimulaci 1}, {VelkostWberu 1}];

OptinH = Map [Hopt , Pokusy ] ;

Hodnotyl = Table [EQF [Kvantily [j], Pokusy [i]],
{i, 1, PocetSinulaci  }, {J, 1, Length [Kvantily ]}];
Hodnoty2 = Table [x /. FindRoot [KDFE [Xx, Pokusy [i], OptinH [i]] == Kvantily [J], (X, 0}],
{i, 1, PocetSimulaci }, {J, 1, Length [Kvantily ]}];
Hodnoty3 = Table [KQFEL [Kvantily [j], Pokusy [i]],
{i, 1, PocetSimulaci  }, {J, 1, Length [Kvantily 1}];
Hodnoty4 = Table [KQFE2 [Kvantily [j], Pokusy [i]],
(i, 1, PocetSimulaci  }, {j, 1, Length [Kvantily 1}];

{Mean [Hodnotyl ], Mean [Hodnoty2 |, Mean [Hodnoty3 ], Mean [Hodnoty4 ]} // MatrixForm
{Variance [Hodnotyl ], Variance [Hodnoty2 ], Variance [Hodnoty3 ], Variance [Hodnoty4 ]}
// MatrixForm

Table [DisplayTogether [BoxthiskerPlot [Transpose [Hodnotyl 1[j1,
Transpose [Hodnoty2 | [j], Transpose [Hodnoty3 ] [J] ., Transpose [Hodnoty4 |[j],
BoxStyle - Hue [0.55 1],
Plot [x /. Flatten [NSolve [CDF [Rozdelenie , x] = Kvantily [j], Xx]], {k, 0, 5},
PlotStyle - Dashing [{0.03 }]]], {J, 1, Length [Kvantily ]} ]
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