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Abstrakt: V predlozené praci studujeme zpusoby méfeni trzniho rizika. Za-
méfujeme se na rizikovou miru Value at Risk pouzivanou ve finan¢ni praxi,
rozebirame jeji nedostatky, specialné dokazujeme jeji nekoherentnost a zmi-
nujeme se o dusledcich z toho plynoucich. Predstavujeme koherentni miru
rizika Conditional Value at Risk (CVaR). Na zavér fesime ulohu optima-
lizace portfolia vzhledem k CVaR na zakladé historickych cen akcii deseti
vybranych spolecnosti.
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Abstract: In the present paper we study methods of measuring market risk.
We focus on the risk measure Value at Risk often used in financial practice
and we analyse its disadvantages, especially we prove that it is not coherent
and show the consequences. We introduce coherent risk measure Conditio-
nal Value at Risk (CVaR). At the end we solve optimization problem with
respect to CVaR on the basis of historical prices of stocks of ten selected
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Kapitola 1

Uvod

V soucasné odborné literature o méreni rizika se uvadi mnoho prikladi,
kdy v praxi hojné pouzivana rizikova mira Value at Risk nemusi dobie ohod-
notit riziko a vystavuje jeji uzivatele nebezpeci prili§ velké ztraty. Rozli¢ni
autori se snazi zbavit téchto nedostatkii riznym zpiisobem; ¢asto pak pracuji
se stejnymi velicinami pod riznymi nazvy. Cilem této prace bude dokéazat
podrobné zékladni tvrzeni (kterd se v literatufe ¢asto objevuji bez dikazi)
a predvést zajimavé soucasné vysledky ve sjednocené terminologii.

1.1 Riziko

Riziko definuje Cipra v [5] jako nejistotu spojenou s vyskytem urcité
potencialni situace. Financnim rizikem budeme stejné jako on rozumét pro-
ménlivost (volatilitu) potencidlni ztraty nebo zisku spojenych s vlastnictvim
urc¢itych aktiv a pasiv. V této praci se budeme zabyvat vyhradné financ¢nim
rizikem. Financni riziko mizeme rozdélit na trzni, aveérové, likvidni, operacni
a pravni.

- Trznt riziko je riziko zptsobené zménami trznich cen aktiv a pasiv
nebo trznich mér. Trzni riziko se dale ¢leni podle toho, ¢im je zména
cen nebo mér zplisobena. Vyclenuje se tak mimo jiné trokové, ménové
nebo akciové riziko.

- Uvérové riziko (kreditni riziko) je riziko ztraty zpiisobené neschop-
nosti nebo neochotou smluvniho partnera splnit sjednané podminky
kontraktu.



- Likvidni riziko je riziko ztraty v disledku momentalniho nedostatku
hotovych finan¢nich prostredki.

- Operacni riziko je riziko ztraty zptusobené chybami internich operac-
nich systémii nebo osob s nimi pracujicimi.

- Prduvnit riziko je riziko ztraty, ktera nastane porusenim pravnich poza-
davki protistrany nebo neprosaditelnosti kontraktu.

Pro zjednoduseni budeme déle pouzivat slovo riziko ve smyslu trzniho rizika.

1.2 Meéreni rizik

Trzni rizika bank a investi¢nich firem je mozné regulovat tak, Ze re-
gulator stanovi zptisob méteni rizik a limity na tato rizika. Tato regulace
v idealnim pripadé vede k zajisténi bezpecnosti finanéniho systému a chrani
uzivatele bankovnich sluzeb. Je ovSsem potieba zvolit zptisob, jak riziko mé-
fit. Jednotlivi regulatoii mohou postupovat rozdilné, presto ve svété existuji
organy, jejichz doporucenimi se v mnoha zemich 7idi. Mezi takové organy
patii Basilejsky vybor pro bankovni dohled (Basel Committee on Banking
Supervision), Banka pro mezinarodni platby (Bank for International Sett-
lements) a Mezinarodni organizace komisi pro cenné papiry (International
Organization of Securities Commissions). Kromé regulace rizik se méfeni
rizik pouziva také k vybirani vhodného portfolia z nékolika alternativnich.
Funkci, ktera nam finan¢ni aktivum nebo portfolio ohodnoti vzhledem k ri-
ziku, nazveme mira rizika. Vynos aktiva modelujeme nahodnou veli¢inou.
Jednu z prvnich rizikovych mér navrhli Domar a Musgrave ve své praci [6],
kde k méreni rizika pouzivali stfedni hodnotu vynosu ze zapornych vynosii.

V padesatych letech minulého stoleti vznika tzv. Markowitzova teorie
portfolia, ve které se k méfeni rizika pouziva rozptyl vynosi (viz Markowitz
[12]). Markowitztiv model hledani optimalniho portfolia mizeme formulovat
tfemi riznymi zpusoby, viz (1.1), (1.2) a (1.3).V prvnim z nich minimali-
zujeme miru rizika prislusného portfolia za predpokladu, Ze vynos neklesne
pod urcitou hranici. V druhém maximalizujeme vynos za predpokladu, ze
rozptyl bude mensi nez néjaka predem dana hodnota. V treti tloze pak ma-
ximalizujeme veli¢inu, kterd roste pfi rostoucim vynosu a klesa pfi rostou-
cim rozptylu. Ozna¢me X = (X1,..., X,,)T nadhodny vektor reprezentujici
gtraty aktiv 1,...,n, n € N s vektorem stfednich hodnot p € R" a vari-
anéni matici V. € R™". Castku investovanou do i-tého aktiva oznaéme -;,



v = (v, ,7)T, i a & > 0 jsou pevné zvolené ¢astky; ji znaci odeka-
vany vynos portfolia, pod ktery nechceme klesnout, 62 je maximalni rozptyl
portfolia, ktery jsme ochotni akceptovat. Faktor vyjadiujici investoriv vztah
k riziku oznacime .

min 'V~

za podminek

Y > g, (1.1)
Y'1=1,

v > 0, 1=1,...,n.

max ~'p
za podminek
YTV <62, (1.2)
Y1=1,

vi > 0, {

1,...,n.

max vy p— MTVy
za podminek

Y1=1,

>0, i=1,....n

(1.3)

Rozptyl vynost jako mira rizika ma ale nasledujici nevyhodu - ohodnoti
jako rizikové aktivum s velkou potencialni ztratou i aktivum s velkym poten-
cidlnim ziskem. Proto se hledaly dalsi miry rizika, které tuto nevyhodu jiz
nemaji, na jednu z nich upozornuje jiz Markowitz ve své knize [12]. Nazyva
ji semivarianci a pro nahodnou veli¢inu X ji definuje jako

Sy = E[(X — EX)]%,

kde (z)* znaci kladnou ¢ast = , tj (z)" := max{z,0}. Jeji pocitani je vsak

Vv

V roce 1963 se Kataoka v [11] zabyval nésledujici optimaliza¢ni tlohou:
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max fi
za podminek
P[’YTXZ:&] 21—06,
Y1 =1,

v 20,

kde a € (0,1). Kataokova podminka P[y?X > ji] > 1 — a vede na dnes
nejpouzivanéjsi rizikovou miru - Value at Risk, detailné viz 2. kapitola.

Rizikova mira Value at Risk udava nejhorsi ztratu, ke které muze dojit
s predepsanou pravdépodobnosti ve stanoveném budoucim obdobi. Value at
Risk, zkracené VaR, se objevuje uz ve dvacatych letech minulého stoleti,
kdy ji pouzila newyorska burza pro pocitani kapitalovych pozadavkt spo-
le¢nosti, jejichz akcie byly na burze obchodované, jak uvadi Holton v [9].
Kapitalovy pozadavek je velic¢ina, odrazejici uroven kapitalu, ktery instituci
umoznuje absorbovat znacné nepredpokladané ztraty a poskytuje primeé-
fenou zaruku zainteresovanym osobam, Evropska komise [7] (angl. capital
requirement). Znaméjsi se Value at Risk stala diky spolec¢nosti J. P. Morgan,
kterd v 80. letech vyvijela vlastni zpiisob pocitani hodnoty Value at Risk.
V roce 1993 byla tato rizikova mira publikovana ve zprave G30 (Group of
30), o rok pozdéji pak J. P. Morgan uvefejnil systém RiskMetrics?™ - sou-
bor standard pro méfeni trzniho rizika. V roce 1996 byla Value at Risk
doporucena k regulaci financ¢nich rizik v Dodatku kapitalové dohody o zahr-
nuti trznich rizik (Amendment to the Capital Accord to Incorporate Market
Risks). V devadesatych letech a na prelomu stoleti doslo k nékolika velkym
ztratdm v pomérné duvéryhodnych spolecnostech. Jorion v [10] rozebird pii-
pad investi¢niho fondu okresu Orange County, ktery utrpél ztratu 1.6 miliard
americkych dolarti. Doslo k selhdni nékolika kontrolnich mechanismit. Jisté
varovani by nam dala i veli¢ina Value at Risk, pokud by byvala na méreni
rizika pouzita. Jak uvadi Jorion v [10], spocitanim Value at Risk ptislus-
ného portfolia bychom dostali ¢astku 1.1 miliard americkych dolari. Tato
cifra by jisté odradila mnohé investory a konec¢na ztrata fondu nemusela byt
tak velka. Tato a dalsi ztraty prispély k rozsiteni metody Value at Risk ve
finan¢énim sektoru. V dnesni dobé€ je rizikova mira Value at Risk hojné po-
uzivana bankovnimi institucemi.

Prace ma nasledujici strukturu: ve 2. kapitole uvedeme zakladni definice,
predstavime rizikovou mirou Value at Risk a dokazeme, ze Value at risk neni
koherentni mirou rizika Ve 3. kapitole popiSeme nékolik postuptt vytvoreni



rizikové miry, kterd oproti Value at Risk spliuje vlastnost koherence. Ve 4.
kapitole uvedeme tlohu optimalizace portolia vzhledem k rtiznym miram ri-
zika a na historickych datech deseti spole¢nosti spoc¢teme optimalni portfolio
pro nékolik zvolenych hodnot minimalnich oc¢ekavanych vynosti.



Kapitola 2

Value at Risk, koherence

Mira rizika se pouziva pfedevsim ve financ¢nictvi jako kvantitativni pro-
stfedek k porovnani odlisnych alternativ. Umoziiuje nam rozhodnout se
mezi dvéma portfolii nasledujicim zptisobem. Pokud se nam podaii najit
funkci, ktera ohodnoti rizikovost portfolia, mizeme si pak vybrat to portfo-
lio, které je méné rizikové. V pfipadé mnoziny portfolii se mizeme pokusit
najit nejméné rizikové portfolio vzhledem k dané mire rizika.

V celé praci budeme uvazovat nahodné veli¢iny se zprava spojitou distri-
bué¢ni funkei definované na méfitelném prostoru (£2, A) s hodnotami v (R, B(R)).
Néhodna veli¢ina X bude reprezentovat ztraty, a to tak, ze je-li X(w) > 0
pro néjaké w € Q, pak jsme utrpéli ztratu a je-li X (w) < 0, pak jsme dosahli
zisku. Pro jednoduchost budeme v piipadech, kdy to neni nezbytné nutné,
vynechavat argument w. Budeme se drzet anglickych nazvi rizikovych mér,
nebot c¢eskd terminologie neni zavedena.

2.1 Mira rizika. Koherence

Definici rizikové miry piebereme z prace Gaivoronski a Pflug [8].

Definice 2.1.1.
Mira rizika je zobrazeni p : V' — R, kde V je mnozina realnych ndhodnych
velicin.
Priklad 2.1.2.
(i) V avodu jsme zminili rizikovou miru p;(X) := E[X|X > 0], kterou
pouzili Domar a Musgrave v [6].
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(il) Markowitz [12] méf¥i riziko pomoci rozptylu
p2(X) = EX? — (EX)2
(iii) Rozptyl je symetricka rizikovd mira, to znamena, ze ztraty i vynosy

jsou penalizovany stejnou meérou. Jiz Markowitz navrhuje k pouzivani
tzv. semivarianci

p3(X) = E[(X — EX)"]?
ktera pocita rozptyl pouze ze ztrat.

Value at Risk je rizikova mira zalozena na kvantilu, proto musime nejprve
zavést tento pojem.

Definice 2.1.3.
Necht X je redlna ndhodn4 veli¢ina a o € (0,1). Pak hodnotu

¢o = min{x € R; P[X < z] > a}

nazveme dolni a-kvantil nahodné veliciny X.
Horni a-kvantil X definujeme jako

¢ :=inf{x €e R; P[X < z] > a}.
Tuto definici kvantilis uvedli Acerbi a Tasche v [3].

Poznamka 2.1.4. Plati ¢, < ¢® a rovnost nastava pravé tehdy, kdyz
P[X < z] = a pro nejvyse jedno = € R, viz Acerbi a Tasche v [3].

Nyni zadefinujeme horni a dolni Value at Risk.

Definice 2.1.5.
Necht X je redlnd ndhodnd veli¢ina, o € (0,1). Pak

VaR,(X) := qa, resp. (2.1)
VaR*(X) := ¢“.

Jinak Feceno: VaR,(X) je takové ¢islo, ze skutecna ztrata ze dané ob-
dobi bude vétsi nez VaR,(X) s pravdépodobnosti 1 — . Za Value at Risk
(zkracend VaR) budeme povazovat dolni Value at Risk. Cesky se téz pouziva
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nazev hodnota v riziku nebo riskovand hodnota, viz Cipra [5].

Obrazek 1: Value at Risk pro spojité rozdéleni.

F)((ZL’)

VaR,(X) =VaR*(X) x
Obrazek 2: Distribuéni funkce se skokem v bodé VaR,, (X).
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VaR,(X) VaR*(X)
Obrazek 3: Distribu¢ni funkce konstantni na intervalu.

Zobrazeni kvantilii a tedy také Value at Risk pro pripad spojitého
rozdéleni nahodné veli¢iny X vidime na obrazku 1, kde je znazornéna hustota
tohoto rozdéleni fx. Plocha pod hustotou do ¢, (= ¢%) je rovna pravé a.
Horni a dolni kvantil se rovnaji, nebot ve spojitém rozdéleni je distribucni
funkce rostouci a pro kazdé o € (0, 1) plati P[X < z| = « pravé pro jedno
r € R (viz poznamka 2.1.4). V piipadé, kdy distribuéni funkce rostouci
neni, mize rovnice P[X < z] = @ mit mnoho feseni (tvoficich interval) (viz
obrazek 3) nebo také nemusi mit zadné feseni (obrazek 2).

Obrazek 2 popisuje situaci, kdy distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny X,
znacime Fy, mé skok v bodé VaR,(X). Hodnoty d a h spo¢teme jako

d= lim Fx(y), h = Fx(VaR,(X)).
y%V&Ra(X)—
V piipadé obrazku 3, kdy rovnice P[X < z| = « méa vice feSeni, je

Fx(z) rovna konstantné « na intervalu [VaR,(X), VaR*(X)]. Tato situace
také zpisobuje nespojité chovani VaR,(X). To znamend, Ze pokud budeme
chtit o trochu vétsi“ konfiden¢ni hladinu «, VaR,(X) se zméni skokové.
Tato vlastnost miize mit neptrijemné dusledky, pracujeme-li s velkymi cast-
kami penéz.

Value at Risk je v praxi hojné pouzivana rizikova mira a lze ji aplikovat
témeér na vsechny druhy rizika. Jeji nevyhodou je, ze nerozlisuje situaci, kdy
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pii prekroceni hodnoty Value at Risk budou ztraty jen o maéalo vétsi, od
situace, kdy ztraty pri prekroceni hodnoty Value at Risk budou obrovské.
Navic, jak ukdzeme pozdéji, diverzifikaci portfolia nemusi dojit ke snizeni
hodnoty Value at Risk. Tyto problémy vedly k zavedeni pojmu koherence,
vlastnosti, kterou by ,rozumné* miry rizika mély spliovat. Poprvé s timto
pojmem prisli Artzner a kol.; my si zde uvedeme tento pojem tak, jak jej tito
autori uvedli v [2], v modifikaci pro ndhodnou veli¢inu vyjadiujici ztraty.

Definice 2.1.6.
Rizikovou miru p nazveme koherentni, pokud splituje nasledujici ¢tyti vlast-
nosti:

(i) Translaéni invariance: Pro kazdou ndhodnou veli¢inu X a Va € R
plati
p(X +a) = p(X) +a.

(ii) Subaditivita: Pro kazdé dvé nahodné veli¢iny X, X, plati

p(X1+ Xz) < p(Xy) + p(Xa).

(iii) Positivni homogenita: Pro kazdou nahodnou veli¢inu X, YA > 0
plati
p(AX) = Ap(X).

(iv) Monotonie: Pro kazdé dvé nahodné veliciny X; a X, takové, ze
Xi(w) < Xy(w) pro vSechna w € Q, plati

p(X1) < p(X2).

Poznamka 2.1.7.
Jednotlivé vlastnosti znamenaji prirozené pozadavky na rizikovou miru.

(i) Pridame-li do portfolia bezrizikovy kapitél, pak mnozstvi penéz, které
potfebujeme mit k dispozici na pokryti piipadné ztraty, se snizi (re-
spektive zvysi) o velikost tohoto kapitalu.

(ii) Diverzifikaci portfolia (rozlozenim investované ¢astky do vice aktiv) se
snizi riziko.

(iii) Investujeme-li A-nasobnou ¢astku, mize byt nase ztrata \-krat vétsi.

14



(iv) Je-li ztrata portfolia X, vzdy vétsi nez ztrata portfolia X7, pak X5 je
rizikoveéjsi.

Definice 2.1.8.
Rekneme, Ze rizikova mira je konveznd, pokud pro kazdé dvé ndhodné veli¢iny
X1 a X, a pro kazdé \ € (0,1) plati

PAX1 + (1 = A)X2) < Ap(X1) + (1 = A)p(Xa).

Tvrzeni 2.1.9.
Necht p je positivné homogenni rizikovd mira. Pak p je konvexnt prdavé tehdy,
kdyz je subaditivni.

Diikaz.

”:>“

Tvrzeni dokazeme nepiimo. Necht p neni subaditivni. Pak existuji ndhodné
veli¢iny X7, Xo a A € (0,1) tak, ze

PAX1 + (1 = A)Xa) > p(AX71) + p((1 — A)X2) = Ap(X1) + (1 — A)p(Xa)

a p neni konvexni.

7’¢“

Pro libovolné dvé ndhodné veliciny X, X5 a A € (0, 1) plyne ze subaditivity
nasledujici nerovnost

p(AX1 + (1= A)X2) < p(AX7) + p((1 = A)X2) = Ap(X1) + (1 = A)p(Xz),

nebot p je positivné homogenni. Ovérili jsme, Ze p je konvexni rizikova mira.
O

Jiny dikaz lze najit v Rockafellar [14]. Koherentni rizikové miry jsou
konvexni, coz umoznuje jejich praktické pouziti v optimalizaci portfolia.

2.2 Value at Risk

V této ¢asti ukdZzeme, Ze VaR neni koherentni mira rizika, nebot neni suba-
ditivni. Nejprve dokazeme pomocné tvrzeni:

15



Tvrzeni 2.2.1.

Necht X md normdlni rozdéleni se stvedni hodnotou ;1 € R a rozptylem o2,
0> 0. Pak VaR,(X) = p+® 1 (a)o, kde ® je distribucéni funkce normdlniho
rozdélent.

Dikaz.
X ~ N(p,0?), odtud pak *=£ ~ N(0,1) s distribu¢n{ funkef @.

VaR,(X) = min{z e R;P[X <z|>a}=

X — _
:min{xER;P[ ,uga: M}Za}:
o o

= min{z € R;® (ﬂ) >a) =
o
= min{reR T >3a)) =
o
= min{r € Rz > p+ & '(a)o} = u+ @ (a)o.
U

Praveé dokazané tvrzeni ndm umoziuje vyjadrit Value at Risk v pripadé
normalné rozdélenych ztrat ve tvaru, ktery pouzijeme v dikazu nasledujici
vety.

Véta 2.2.2.
(i) VaR je translacné invariantni.

(ii) Necht ndhodny vektor X = (X1, X2)T md sdruzené normdlni rodélent
a necht o > 0.5. Pak VaR,(X) je subaditivni.

(11i) VaR je positivné homogenni.
(iv) VaR je monotonni.

Dikaz.
(i) Vezméme a € R libovolné a X libovolnou ndhodnou veli¢inu, pak

VaRy(X +a) = min{z e RjP[X+a<z|>a}=
= min{z € R; P[X <z —a] > a}.
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Oznaéme v =z — a € R. Pak

VaR,(X +a) = min{v+a € R;P[X <v]>a} =
= min{v € R; P[X <] > a} +a=VaR,(X) + a.

(i) Vezméme X = (X, X5)” ndhodny vektor se sdruZzené normalnim rozdé-
lenim, neboli

2
01 pPO102

(X1, X2)T ~ N, <(M1a#2)T7 ( poroy 02 ))a p, p2 € R o1, 09 > 0,
O'% pPO102

B . .: T o
pE ( 1, 1). Oznacme p : (M1,M2) Vo < pPO109 a%

Pokud X ~ N,(u, V), p € R a V je positivné definitni matice fadu n,
pak plati c’X ~ N(cTu, c?'Ve) pro libovolny vektor ¢ € R™.

Vezmeme-li ¢ = (1,1)7, dostaneme X; + Xy ~ N(p1 + pi2, 0% + 03 + 2po103)
Plati
07 + 05 + 2p0109 < 07 + 05 + 20109 = (01 + 09)?, (2.2)

protoze p < 1.
7 positivni definitnosti varian¢ni matice plyne

(L, )V, 1D)" =07 + 0 + 2poi09 > 0. (2.3)

Protoze plati o + 09 > 0 a (2.3), plati také

\/J% + 02 + 2p0y0y < 01 + 0. (2.4)

Pouzijeme-li odhad (2.4) a tvrzeni 2.2.1, dostavame tak:

VaRo (X1 4+ Xo) = 1+ po + <I>_1(oz)\/a% + 03 + 2po0y < (2.5)
< pgFopg + @) (o1 + 02) = VaRo(X1) + VaR,(Xs),

protoze ®!(a) <0, kdyZ o > 0,5. Rovnost v (2.5) nastava pro a = 0,5.
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(i)
Necht A # 0.

VaR,(AX) = min{z e R;PDNX <z] > a} =
= min{z € R; P [X < ;} > al.

Oznacime § =zeR.
Pak

VaR,(AX) = min{\z e R;P[X <z] > a} =
= Amin{z € R; P[X < z| > a} = AVaR,(X).

V ptipadé, ze A = 0, vezmeme k # 1 nenulové a jinak libovolné. Z predchozi
casti ditkazu plati

VaR,(0X) = VaR,(0) = VaR,(k0) = kVaR,(0).
Prevedenim dostaneme
(1 — k)VaR,(0) = 0.

Protoze 1 —k # 0, miZzeme timto vyrazem podélit a dostdavame VaR,(0) = 0
a tvrzeni je splnéno i pro A = 0.

(iv)
Necht X;(w) < Xs(w) Vw € Q, pak P[X; < z] > P[Xy < z] (nebot je-li
Xs(w) < z pro n&jaké w € Q, pak i X;(w) < z), z toho plyne, Ze

VaRa(Xl) = mm{a} € R, P[Xl
< min{z € R; P[X,

x] > a}
x] > a} = VaR,(X>).

O

Priklad 2.2.3.
Priklad situace, kdy VaR neni subaditivni (variace na priklad uvedeny v Ar-
tzner a kol. [2]):

Vezméme dvé digitalni opce, put opci A a call opci B s cenami u a [ (ceny

opce; op¢ni prémie) tak, ze 0 < u < 1000, 0 < [ < 1000 na stejné podkladové
aktivum s trzni cenou S; v ¢ase t s datem splatnosti T'. Digitalni call (resp.
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put) opce vyplaci pevné zvolenou ¢astku, jestlize cena podkladového aktiva
vzroste nad (resp. klesne pod) realiza¢ni cenu. Realiza¢ni cenu zde budeme
znacit U (u opce A) resp. L (u opce B). Necht pro hodnoty U a L € R plati

P(ST<U):P(ST>L)2099, L<U.

Budeme pracovat s evropskymi opcemi, tj. opci lze uplatnit jen v okamziku
splatnosti 7. Koupime-li si opci A, bude vyplatni funkce vypadat jako

1000 — u pokud Sy < U

vyplata pii drzeni put opce A := —X,4 = { u pokud Sy > U
[— T - .

Vyplatni funkce pii koupi opce B bude nasledujici:

1000 — I pokud Sy > L

vyplata pri drzeni call opce B := —Xp = { ] pokud Sy < L
_ < L.

Na obr. 4 (5, 6) jsou znazornény ztraty zpusobené vlastnictvim opce A
(B, A+ B) v zavislosti na cené podkladového aktiva v case T.

Hodnoty Value at Risk opci A a B pfimym vypoctem vyjdou nasledovné:
VaRgg%(XA) = —1000 + u,
VaRgg%(XB) = —1000 + (.

Drzeni obou opci A i B dava nasledujici rozlozeni ztrat:

X g X — —2000 +u + 1 s pravdépodobnosti 0,992 = 0.9801 (L < S; < U)
ATAB —1000 +u +1 s pravdépodobnosti 0.0199.

Z toho snadno vidime, ze VaRggy, (X4 + Xp) = —1000 + u + 1.

VaR(X 4 + Xp) >VaR(X4)+VaR(Xp) a tedy neni splnéna subaditivita.
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1000 — u

Obrazek 4: Ztraty zpusobené drzenim opce A.

1000 —{

Obrazek b: Ztraty zptisobené drzenim opce B.

U

St

L
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—X4—Xp
2000 — u— :_:
| |
| |
| |
: :
| |
1000 —u — 1 | '
L U

Obrazek 6: Ztraty zpusobené drzenim opci A a B.

V této kapitole jsme ukazali, ze Value at Risk obecné neni koherentni
mirou rizika, nebof neni subaditivni. MizZe tudiz nastat situace, kdy se di-
verzifikaci portfolia hodnota Value at Risk zvysi. Nespojité chovani Value at
Risk miize zpiisobit velkou zménu ohodnoceni rizikovosti portfolia pri malé
zméné konfiden¢ni hladiny. Value at Risk navic neni konvexni funkce, coz
témeér znemoznuje optimalizaci portfolia vzhledem k této rizikové mire.
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Kapitola 3

Koherentni mira rizika

3.1 Conditional Value at Risk

Definici veli¢iny Conditional Value at Risk zavedli Rockafellar a Uryasev
v [16] takto:

Definice 3.1.1.
Necht X je ndhodna veli¢ina, pak Conditional Value at Risk (zkrdcené CVaR)
pii zvoleném « € (0, 1) definujeme jako

CVaR,(X) := stfedni hodnota a-chvostu X, (3.1)

kde rozdéleni a-chvostu X mé rozdéleni s distribuéni funkei G, (z), kde
o 0 pro x < VaR,(X),
Galw) = { 7FX(f)a_a pro x > VaR,(X).

1

(3.2)

Cesky termin pro CVaR by byl nejspise podminénd hodnota v riziku.

Poznamka 3.1.2.
Go(z) je skutecné distribuéni funkce - je neklesajici a zprava spojita, protoze
Fx(x) je neklesajici a zprava spojitd; G,(x) — 0, kdyz y — —o0 a G4(x) —
1, pri y — oo.

Zavedeme jesté horni a dolni Conditional Value at Risk.

Definice 3.1.3.
Necht X je ndhodnd veli¢ina a a € (0,1).

CVaR,(X)* := E[X|X > VaR,(X)], (3.3)
CVaR (X))~ := E[X|X > VaR.(X)].
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Obdobné veli¢iny najdeme téz v praci Acerbi, Tasche [3] pod nazvy horni
a dolni Tail Conditional Ezpectation. Veli¢ina CVaR, (X )™ se nékdy nazyva
Mean Shortfall. Veli¢inu CVaR,(X)" 1ze jako (3.3) definovat pouze, pokud
P[X|X > VaR,(X)] > 0, coz nastava pravé tehdy, kdyz Fx(VaR,(X)) < 1,
jinak stfedni hodnota na pravé strané nema smysl.

Vztahy mezi vyse zadefinovanymi pojmy rozebereme v nasledujicim tvr-
zeni.

Tvrzeni 3.1.4.
Necht X je nahodnd veli¢ina a « € (0,1).
(i) Pokud P[X = VaR.(X)] =0, pak
CVaRo(X)~ = OVaRo(X) = CVaRa(X)*.
(ii) Pokud P[X = VaR,(X)] > 0, pak
a) CVaR,(X)™ < CVaR,(X) = CVaR,(X)", kdyz
a = Fx(VaR,(X)),

b) CVaR,(X)™ = CVaR,(X), kdyz Fx(VaR,(X)) =1
(CVaR,(X)" v tomto pripadé neni definovina),

c) CVaR,(X)™ < CVaR,(X) < CVaR.(X)™, pokud

a < Fx(VaR,(X)) < 1.

Dukaz viz Rockafellar a Uryasev [16].
Toto tvrzeni ukazuje, ze v ur¢itém pfipadé (napf. pro spojité rozdéleni na-
hodné veli¢iny X ) se Conditional Value at Risk zjednodusuje na vzorec (3.3).

Oznatme A\, = Go(VaR, (X)) = ExWefalX)a pap \ € 1[0,1] a Ay =

-«

P[X = VaR,(X)], jak vyplyva z definice a-chvostu rozdéleni X (3.2).
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Tvrzeni 3.1.5.
Necht X je ndhodnd veli¢ina a o € (0,1). Pokud Fx(VaR,(X)) < 1, pak
Ao < 1 a plati

CVaRo(X) = Ao VaRa(X) + (1 — Ay) CVaRa(X)*.

Pokud Fx(VaR.(X)) =1 (a tedy \o, = 1), pak VaR,(X) je nejoyssi ztrdta,
jakd mize nastat, a tedy

CVaR,(X) = VaR,(X).

Diikaz je uveden v Rockafellar a Uryasev [16]. Pfedchozi tvrzeni uvadi, ze
koherentni miru rizika (kterou Conditional Value at Risk je, jak si ukdZeme
pozdéji) je mozno vyjadiit jako konvexni kombinaci dvou rizikovych meér,
které nejsou koherentni a trpi dalsimi nedostatky, které Conditional Value
at Risk nema.

Tvrzeni 3.1.6.

Necht X je ndhodnd velic¢ina a o € (0,1). Plati CVaR,(X) > VaR,(X).
Pokud maize nastat vétsi ztdta nez VaR.(X), tj. Fx(VaR.(X)) < 1, pak
CVaR,(X) > VaR,(X).

Dukaz.

a) Pokud Fx(VaR,(X)) = 1, pak z Tvrzeni 3.1.5 plyne CVaR,(X) =
VaR,(X) a dokazovana nerovnost je splnéna jako rovnost.

b) Pokud Fx(VaR,(X)) < 1, pak CVaR,(X)" je dobfe definovany a z de-
finice CVaR,(X)" (3.3) a monotonie stfedni hodnoty dostavame os-
trou nerovnost CVaR,(X) > VaR,(X).

Podle Tvrzeni 3.1.5
CVaRa(X) = Au(X)VaRa(X) + (1 — Aa(X))CVaRa(X)* >
> A(X)VaRa(X) + (1 — Au(X))VaRa(X) = VaRa(X).

+

O

V praxi casto skutecné pravdépodobnostni rozdéleni ndhodnych veli¢in
aproximujeme pomoci diskrétnich rozdéleni, kdy pracujeme pouze s konec-
nou mnozinou moznych realizaci ndhodnych parametri. O téchto realizacich
hovorime také jako o scénarich. Pracujeme tak se skokovou distribuc¢ni funkci
Fx. V nasledujicim tvrzeni si ukdzeme, jak lze modifikovat vypocet CVaR
a VaR pravé v diskrétnim pripadé.
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Véta 3.1.7. Necht je rozdéleni ndhodné veliciny X soustredéno v konecné
mnoha bodech {xy,k = 1,...,N}, a Fx je skokovd distribucni funkce se
skoky v téchto bodech. Necht ddle plati x1 < x5 < ... < xy. Oznacme P[X =
x| =pr, k=1,...,N. Necht k, je takovy index z mnozZiny {1,..., N}, Ze

ka—1

Zpk>04> Zpk

Pak plati:  VaR,(X) = xy,,

CVaR,(X) = KZ Pr— a) T, + Z pkxk] ;

k=ka+1

Pk
Ay = —« = .
“ 1_@(2]% ) Pk t .-+ DN

Dikaz lze najit v Rockafellar a Uryasev [16]. Vidime, Ze pfi znalosti
rozdéleni diskrétni nahodné veli¢iny muzeme snadno spocitat Conditional
Value at Risk pro danou konfiden¢ni hladinu.

Jednou z velkych prednosti rizikové miry CVaR je, Ze ji mizeme vyjadrit
jako Teseni konvexni optimalizacni tlohy. Toto ekvivalentni vyjadieni poprvé
odvodili Rockafellar a Uryasev v [15] pro pfipad spojitého rozdéleni ztrat.
V praci Rockafellar a Uryasev [16] je rovnost dokdzana pro obecné rozdéleni.
Ptislusnou vétu si zde bez dikazu uvedeme:

Véta 3.1.8. Necht o € (0,1), X je nahodnd velicina, a € R. Oznaéme

1
H,(a) :==a+ ]

E[X —a]".
-«
Pak H,(a) je omezend a konvexni (tedy i spojitd) funkce a plati
CVaR,(X) = meiﬂlg H,(a).
Navic VaR,(X) je levy koncovy bod a VaR*(X) je pravy koncovy bod ne-
prazdného, uzavieného a omezeného intervalu argmin H,(a) (tento interval
a€R

muze byt i jednobodovy), specidlné

VaR,(X) € argmin H,(a),

a€eR
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a tedy
CVaR,(X) = Ho(VaR,(X)).

V nékterych pracech (napt. Pflug [13]) je Conditional Value at Risk de-
finovan pfimo pomoci této minimalizac¢ni formule.

Véta 3.1.9. Necht a € (0,1) a V je mnoZina redlnych nahodnijch velicin.
Pak CVaR, : V — R je koherentni mira rizika.

Diikaz.
(i) CVaR je subaditivni:
Pro libovona A, B € R plati
max{A + B,0} < max{A,0} + max{B,0},

protoze
A+ B <max{A,0} + max{B,0}

a zaroven
0 < max{A,0} + max{B,0}.

Uvazujeme-li X1, Xy € V', pak pro kazdé w € () a pro vSechna b, c € R plati
[X1(w) + Xo(w) = b= ] < [Xi(w) =] + [Xa(w) — "
a tedy také
(X1 +Xo—b—qt <[X; =0T+ [Xy — 7.
7 monotonie stredni hodnoty vime, ze plati také
EXi+Xo—-b—" <E[X; -V +E[X,— . (3.4)

Pro ndhodnou veli¢inu X a a € (0,1) ozna¢me

Kxo(a) :=a+

1_aE[X—a]+, a€R

Lx , := argmin Kx ,(a).
acR
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Vezméme b € Lx, o a ¢ € Ly, q.

Dle (3.4) pak plati

CVaR,(X;) + CVaR,(Xs) = minKx, o(a)+ meiﬂr{l Kx,a(a) =

a€R

1 1
= b+ —E[X; -0 "+c+ —E[Xo— " >
11—« 11—«

Vv

1
b+c+ —E[Xl +X2 —b—C]+.
1—«
Pak také dostavame, ze

1
CV&RQ(Xl) + CV&RQ(XQ) Z min {b +c+ EE[XI + X2 —b— C]+} Z

b+C€Ca

1
> min {b+ c—B[Xy + Xo— b c]+} — OVaRa (X + X)
b+C€Ca 1 —

kde Cp, = {b+c € R;b € Lx, o,¢ € Lx, o} a druhd nerovnost plati, nebot
na pravé strané pocitdme minimum pies vétsi mnozinu.

(ii) CVaR je monotonni:
Pro libovolnd A < B € R plati

max{A4,0} <max{B,0}.

Necht X7, X5 € V jsou ndhodné veli¢iny takové, ze plati X;(w) < Xs(w) pro
kazdé w € 2. Pak pro kazdé a € R plati

max{X;(w) —a,0} < max{Xs(w) —a,0} Ywe

neboli
[(X1(w) —a]t < [Xs(w) —a]t Vwe .

Monotonie stfedni hodnoty nam dava
E[X(w) —a]" <E[Xy(w)—a]t Ywe Q. (3.5)

Necht Kx, a Lx, oznacuji stejnou funkci a mnozinu jako v predchozi ¢asti
dikazu. Vezméme a € Lx, o, b € Ly, o. Pak plati

1
CV&RQ(Xl) =a-+ mE[Xl — a]Jr.
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S pouzitim nerovnosti (3.5) dostavame
1
CV@RQ(Xl) S a—+ 1—E[X2 - CL]+.
-«

Protoze b minimalizuje K, ., plati také

1
CVaRa(X)) b+ 7——BE[X; " = OVaR,(Xa).
—

(iii),(iv) Dtikaz splnéni vlastnosti positivni homogenity a translacni invari-
ance by probéhl obdobné; 1ze ho také nalézt v Pflug [13]. O

Conditional Value at Risk je konzistentni s Value at Risk ve smyslu, Ze
pti nékterych rozdélenich (mezi néz patii normalni rozdéleni) je vysledkem
optimaliza¢ni Glohy stejné portfolio. Conditional Value at Risk mtize byt
vyjadien minimalizacni formuli, ktera mtze byt vyuzita v optimalizac¢nich
algoritmech. Koherence podminéného Value at Risk zarucuje konvexitu, jak
plyne z tvrzeni 2.1.9.

3.2 Expected shortfall

V predchozi podkapitole jsme si ukazali pristup Rockafellara a Uryaseva
[16], jak konstruovat koherentni rizikovou miru, kterd by v sobé obsahovala
informaci i o ztratach nad hodnotou Value at Risk. Obdobny pfistup zvolili
také Acerbi a Tasche v [3], kde odvodili rizikovou miru Expected Shortfall.
Jejich odvozeni si zde priblizime. Na zavér kapitoly ukazeme, ze oba pristupy
vedou k témuz.

Predstavme si, ze mame « € (0,1) a N € N realizaci ndhodné veli¢iny
X. Oznacme je x;, © = 1,..., N. Usporadejme tyto realizace podle velikosti:
1.y < ... < ay.y aaproximujme pocet realizaci, které tvori (1 — a) - 100%
nejhorsich pfipadu ztrat portfolia pomoci N—[Na|+1, kde [z] je horni celd ¢ast, tj.
[2] = min{n € Z;n > x}. Jinak feCeno, mnozina (1 — «) - 100% nejhorsich
piipadi je tvofena ztratami {Z[na).N, - - ., n.n }. Dolni a—kvantil X lze pii-
rozené odhadnout pomoci empirického kvantilu ¢ (X) = 2ya1.n. Odhad
pro o¢ekavanou ztratu v (1 — «) - 100% nejhorsich ptipadi, ktery oznacime
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ESN | pak vyjadiime jako primeér z N — [Na| + 1 nejvétsich ztrat, tj.
N
4 %:v ]xi:N
ESY(X) = — 2 :
o (X) N —[Na]+1
Odtud ESY spliiuje subaditivitu, nebot plati
N
] %:V ](I‘ + y)i:N
ESN(X +v) = == <
o (X +Y) —[Na]l+1 —
N
> (TN + Yin)
i=[Na] o
- N-—[Na]+1

= ESN(X)+ ESY(Y).

1 ze B,

Ozna¢me I indikétorovou funkci mnoziny B, tj. Ip(z) = { 0 2¢B

Definici ESY miizeme rozepsat nasledujicim zptisobem:

N N
.7% Li:N > Tinlii>iNa)y
ESN(X) = =Nl _ il _
« N —[Na]+1 N—[Na]+1

1 N N
=N Nal i1 (Z TN e vay ) T ;xz’w([{izman - f{wizwzwmaw})> =

=1

N < 1 gj I +
= N7 Ti:N {CCZ ZT[Na]: }
N —[Na[+1\N = T

N—[Na]l+1 1 &
+x|'No[|N < - ]{:177, 233 al: })) :
N N Zz.zl NEFINalN

Nahradime-li v poslednim vzorci odhad kvantilu teoretickym kvantilem apod.,
dostaneme vzorec

1
11—«

(BIXI(xsq] + @a(l + a = PX > ).

Podobnym zptsobem odvodili Acerbi a Tasche v praci [3] veli¢inu Expec-
ted Shortfall. Uvadime definici upravenou pro ptipad, kdy X reprezentuje
nahodné ztraty.
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Definice 3.2.1. Necht X je ndhodné veli¢ina, kterd reprezentuje ztratu
néjakého portfolia za casovy interval T'. Necht a € (0,1) je konfidencni
hladina. Pak definujeme FExpected Shortfall na konfidencni hladinée o jako:

1
ESa(X) = 1= (BN o] — a{PIX 2 ] = (1 - a)}) . (3.6)
Poznamka 3.2.2.
Druhy ¢len ve vztahu (3.6) ¢o{P[X > ¢u] — (1 — @)} je mozné interpre-
tovat jako presahujici c¢ast, ktera musi byt odectena od stiedni hodnoty
E[X I{x>4.1] v piipadé, Ze jev {X > ¢, } mé pravdépodobnost vétsi nez 1—ov.
Pokud naopak P[X > ¢,] = 1—a (coz plati vzdy, mé-li X spojité rozdéleni),
druhy ¢len ve vztahu (3.6) vymizi a v tomto pfipadé tedy plati

1

ESa(X) = 1= E[XI{x24,)] = EIX|X > gu] = CVaR,.

— a -

Tvrzeni 3.2.3. Necht o € (0,1). Pak ES, je koherentni mira rizika.

Tvrzeni bylo dokdzano v Acerbi a Tasche [3].
Expected Shortfall méa ekvivalentni vyjadfeni, ze kterého jsou patrné jeji
dalsi dobré vlastnosti.

Tvrzeni 3.2.4. Necht X je redlnd ndhodnd velicina s distribucni funkci Fy,
a € (0,1). Pak plati

1 1
BSa(X) = — /a wdt,  kde q je dolnd kvantil X

Dikaz tohoto tvrzeni lze najit v Acerbi, Tasche [3].

7 této ekvivalentni formule je ziejméa spojitost Expected Shortfall v «,
coz je vlastnost, kterou Value at Risk nesplnuje, ale ktera je ptresto diilezita,
jak jsme jiz v této kapitole zminili (viz komentai k obrazku 2).

Na zavér kapitoly uvedme tvrzeni, které dokazali Acerbi a Tasche v [3]
a které ukazuje, ze dvé koherentni miry rizika, kterymi jsme se tu zabyvali,
jsou jen jinymi vyjadfenimi téhoz.
Tvrzeni 3.2.5. Necht X je integrovatelnd ndhodnd veli¢ina a o € (0,1).

Pak
CVaR,(X) = ES,(X).
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Conditional Value at Risk je univerzalni mira rizika - miaze byt pouzita
na témeér vsechny typy rizika. Dokonce mtize ohodnotit portfolio, které je
vystaveno nékolika riznym druhtim rizika. Oproti Value at Risk navic dava
prehled o nejvétsich moznych ztratach, které mohou nastat.

V této kapitole jsme predstavili koherentni miry rizika Expected Short-
fall a Conditional Value at Risk. Vychazi z podobné myslenky - zahrnout
do méreni rizika nejvétsi mozné ztraty, které Value at Risk opomiji, a splio-
vat vlastnost koherence. Ukézali jsme, Ze jsou dokonce riiznymi vyjadfenimi
stejné rizikové miry.
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Kapitola 4

Optimalizace portfolia
vzhledem k VaR a CVaR

4.1 Optimalizacni modely

Uvazujme X = (Xi,...,X,), n € N, ndhodny vektor reprezentujici
ztraty aktiv 1,. .., n. Necht v = (71, ...,7,.) € R" jsou ¢astky investované do
téchto aktiv. Bez 1jmy na obecnosti predpokladejme, ze celkova investovana
¢astka se rovnd jedné, tj 71 = 1. Celkovou ztratu portfolia reprezentujeme
nadhodnou veli¢inou Y = 47X, Zapiseme tilohu minimalizace hodnoty Va-
lue at Risk za podminky, Ze o¢ekdvany vynos (tj. stfedni hodnota vynosu)
portfolia nespadne pod néjakou predem danou hladinu pu.

min  VaR,(7"X)

vER

za podminek

—~TEX > g4, (4.1)
v1=1,

v > 0.

Podobné mizeme zapsat tlohu optimalizace portfolia pomoci CVaR:
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min  CVaR,(7?X)

YER
za podminek

—~TEX > 4, (4.2)
Y1 =1,
v = 0.

Predpokladejme, Ze hledame optimalni portfolio vzhledem k rizikové mire.
UvaZzujeme scénéafe Xy, ..., XN, NV € N (tedy madme N moznych realizaci na-
hodného vektoru X). Predokladejme, Ze celkova ztrata portfolia pak nabyva
kazdé z hodnot v'x;, i = 1,...,N s pravdépodobnosti 1/N. Ocekéavany

vynos portfolia ma tedy tvar e = —= Z x;. Oznaéme M;.y, i = 1,..., N,

funkci, ktera N-tici ¢isel priradi i-tou neJmen81 hodnotu. Pak mtzeme vyse
uvedené optimalizacni tlohy pfepsat nasledovneé:

IWHGIHI%} MLaNJ:N(7TX17 st 77TXN)

za podminek

~Te > p, (4.3)
Y'1=1,

v > 0.

i, at gy Tl w

za podminek

— x4+ a >0, i=1,...,N,
~Te > p, (4.4)
Y1 =1,
2t >0, i=1,...
v > 0.

Veli¢ina z; zde nahrazuje [y" X — a]™. Pokud je v7 X — a nezdporné, pak
minimalni z;, které je vétsi nez v X — a je ptimo 47X — a. Pokud je naopak
~TX — a zaporné, pak minimalni nezdporna hodnota z; vétsi nez v'X — a
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je nula.
Uvedené optimaliza¢ni modely jsme prevzali z Pflug [13].

Uloha optimalizace portfolia vzhledem k Value at Risk (4.1), (4.3) je ob-
tiZné fesitelnd, nebof VaR(y” X) nen{ konvexni (viz tvrzeni (2.1.9)) a v mnoha
bodech dokonce neni diferencovatelnd, jak uvadi Gaivoronski a Pflug v [8].
Protoze neni splnéna konvexita, miize mit tcelova funkce vice lokalnich mi-
nim. Body, ve kterych tcelova funkce neni diferencovatelna, vylucuji pouziti
mnohych metod nelinearni optimalizace.

Optimalizace vzhledem k CVaR je tloha linedrniho programovani, a je
tedy snadno fesitelna.

4.2 Numericky priklad

V této podkapitole budeme hledat optimalni rozlozeni akcii deseti spo-
lecnosti v portfoliu tak, abychom minimalizovali rizikovou miru CVaR za
predpokladu urcitého ocekavaného vynosu.

Pro tento numericky piiklad jsme zvolili ndhodné deset spole¢nosti za-
hrnutych do indexu NASDAQ-100 dne 12. 7. 2007. Index NASDAQ-100 je
tvofen stovkou nejvétsich technologickych akciovych spole¢nosti obchodova-
nych na akciovém trhu NASDAQ. Nahodné vybrané spolecnosti jsou:
Amgen Inc. (AMGN),

CDW Corporation (CDWC),

Citrix Systems, Inc. (CTXS),

Echo Star Communications Corporation (DISH),
Expedia, Inc. (EXPE),

Infosys Technologies Limited (INFY),

Level 3 Communications, Inc. (LVLT),

Liberty Media Corporation (LINTA),

Staples, Inc. (SPLS) a

Sun Microsystems, Inc. (SUNW).

Data byla stazena z http://finance.yahoo.com/.

Zvolili jsme hladinu spolehlivosti a = 0.95. Jako scénare pouzijeme his-

torické hodnoty tydennich vynost z obdobi od 20. 2. 2007 do 23. 7. 2007
(celkem tedy 107 dni). Tydenni vynosy vypocteme z dennich uzaviracich
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kurzt nasledujicim zptisobem: v; 7 = % t € {1,...,100}, kde v, 7
oznacuje tydenni vynos mezi dny t a t + 7. Cenu akcie ve dni ¢ znac¢ime
p¢. Pro jednoduchost zanedbavame dividendové vymnosy. Minimalni hladinu
oc¢ekavaného vynosu nechame probihat v intervalu od 0 do 0.2 s krokem

0,001.

Pro feseni optimalizacni tlohy (4.4) byla pouzita studentska edice pro-
gramu AMPL [1], tlohy byly feSeny pomoci fesice CPLEX 10.1.0. Vystup
programu a data jsou uvedeny v dodatku.

Obrazek 7 znazornuje rozlozeni portfolia pro vSechny testované hodnoty
oc¢ekavaného vynosu.

Rozlozeni akcii v portfoliu

100.00%
95.00%
90.00%
85.00%
80.00% [] sUNW
75.00%
70.00% Wl sPLs
65.00% Ot
60.00% CJuUNTA
55.00% . INFY
50.00%
45.00% [ expe
40.00% Ml DisH
35.00% W cTxs
30.00% Il cowcC
25.00% ] AMGN
20.00%
15.00%
10.00%
5.00%

0.00%

0 010203040506 07 080% 1 1112 13 14 1516 17 18 19 2 21 22
zvoleny ocekavany vynos

Obrazek 7: Rozlozeni akcii v portfoliu.

Mizeme si povS§imnout, ze akcie vybrané do portfolia (pro nékterou

z hodnot zvoleného ocekavaného vynosu) jsou pravé ty, jejichZz pramérny
vynos (viz Tabulka 1) je kladny. Déale vidime, Ze v levé poloviné Grafu 1
tvori veétsi ¢ast akcie DISH a CTXS, které maji nizsi rozptyl vynost. V
pravé poloviné Grafu 1 pak prevazuji akcie EXPE a CDWC, které maji
nejvetsi pramérné vynosy, ale i vyssi rozptyl vynosi.
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pramér (v %) | rozptyl (v %) | max (v %) | min (v %)
AMGN -0,97 0,003 0,1 -0,15
CDWC 2.17 0,002 0.13 20,09
CTXS 0,83 0,001 0.1 20,06
DISH 0,4 0,001 0,09 -0,07
EXPE 2.2 0,004 0,25 201
INFY -0,45 0,002 0,1 -0,13
LVLT -0,5 0,002 0,1 -0,14
LINTA 2021 0,002 0.11 20,08
SPLS -0,55 0,001 0,05 -0,09
SUNW -0,99 0,002 0,07 -0,14

Tabulka 1: Vybrané charakteristiky tydennich vynosi.
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Kapitola 5
Zaveér

V predlozené praci jsme uvedli dilezité pojmy z historie méreni rizika.
Zhodnotili jsme slabiny v soucasné dobé nejpouzivanéjsi rizikové miry Value
at Risk a uvedli jsme dtikaz jejich vlastnosti., Na prikladu dvou digital-
nich opci jsme ilustrovali situaci, kdy VaR neni subaditivni. Popsali jsme
rizikovou miru Conditional Value at Risk, dokazali jsme jeji koherenci, uka-
zali jsme, ze optimalizace portfolia vzhledem k této rizikové mire je tilohou
linedrniho programovani a pro ilustraci jsme numericky spocitali tlohu op-
timalizace portfolia slozeného z akcii deseti spolecnosti zahrnutych v indexu
NASDAQ-100. Zminili jsme také rizikovou miru Expected Shortfall a uvedli
jsme jeji vztah k rizikové mire Conditonal Value at Risk.
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Dodatek

Jako vstup do programu AMPL byly pouzity dva soubory portO0.mod
aport0.txt. Pro zvoleny ocekavany vynos rovny 0.001 vypadaji tyto sou-
bory nésledovné (celé soubory lze pod stejnymi ndzvy najit na prilozeném
CD).

Soubor port0.mod:

set SPOL;

param zac;

param n>zac;

set N:= zac .. n;

param priceN, SPOL;
param al;

param mu;

var x j in SPOL>=0;
var z i in N>=0;
var a;

minimize Cvar: a + sum i in N z[i]l*(1/(1-al)) *(1/n);

subject to

OmezAi in N: z[i]-sumj in SPOL x[j] * (-priceli,j]l) + a>=0;
OmezB: sumj in SPOL x[j] * (1/n) * (sum i in N priceli,jl)>=mu;
OmezC: sum j in SPOLx[j]=1;

Soubor port0.txt:

set SPOL := AMGN CDWC CTXS DISH EXPE INFY LVLT LINTA SPLS SUNW;
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param zac:=1;

param n:=100;

param al:=0.95;

param price: AMGN CDWC CTXS DISH EXPE INFY LVLT LINTA SPLS SUNW:=
1 0.0151921358356 0.0012915345779 0.0543202927104
0.0145091815915 -0.0973301791146 0.0325 -0.0294599018003
-0.000880281690141 -0.00725513905683 -0.0257826887661

100 -0.0700828937453 -0.0500625782228 -0.00976377952756
-0.0113504748668 -0.0603060306031 -0.101818181818 -0.0335877862595
-0.0325236722931 -0.0798548094374 -0.0532915360502

param mu:=0.001;

Prikazy zadané do programu AMPL:

option solver cplex;

model port0O.mod;

data portO.txt;

solve;

display z; display a; display x;

Vystup programu AMPL (pro vSechny zvolené hodnouty ocekédvaného
viynosu pouzité v prikladé lze vystupy nalézt na CD v souborech ampl_vystupmu.txt,
kde mu oznacuje pfislusny zvoleny ocekavany vynos):

CPLEX 10.1.0: optimal solution; objective 0.02383224515
25 dual simplex iterations (6 in phase I)

z [*] :=

1026 0510760

2027 0520770

3028 0530780

4 0290540790
50300550800

6 031 0560810

7 0 32 0.00564968 57 0 82 0
8 0330580830
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90340590840

10 0 35 0 60 0 85 O
11 0 36 0 61 0 86 O
12 0 37 0 62 0 87 0
13 0 38 063 0880
14 0 39 064 0 89 O
15 0 40 0 65 0 90 O
16 0 41 0 66 0 91 O
17 0 42 0 67 0 92 0
18 0 43 0 68 0 93 0
19 044 069 0 94 0
20 0 45 0 70 0 95 0
21 046 071 096 0
22 047 072 097 0
23 0 48 0 73 0 98 0.00709554
24 0 49 0 74 0 99 0.0109904
25 0 50 0 75 0 100 O

3

a = 0.0190851

x [¥] :=
AMGN
CDWC
CTXS
DISH
EXPE
INFY
LINTA O
LVLT O
SPLS 0O
SUNW O

I

.10446
.244591
.567631
.0833177

O O O O O O

Na zakladé hodnot vektort x byl vytvoren Obrazek 7 v programu Ope-
nOffice.org Calc.
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Obsah priloZzeného CD:

bc_prace.pdf
prices0.mod
portO.txt
ampl_vystupO.
ampl_vystupO.
ampl_vystupO.
ampl_vystupO.
ampl_vystupO.
ampl_vystupO.
ampl_vystupO.
ampl_vystupO.
ampl_vystupO.
ampl_vystupO.
ampl_vystupO.
ampl_vystupO.
ampl_vystupO.
ampl_vystupO.
ampl_vystupO.
ampl_vystupO.
ampl_vystupO.
ampl_vystupO.
ampl_vystupO.
ampl_vystupO.
ampl_vystupO.
ampl_vystupO.
ampl_vystupO.

txt

02.txt

022.
021.

txt
txt

01.txt

019.
018.
017.
016.
015.
014.
013.
012.
.txt
009.
008.
007.
006.
005.
004.
003.
002.
.txt

011

001

txt
txt
txt
txt
txt
txt
txt
txt

txt
txt
txt
txt
txt
txt
txt
txt
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