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Uvod

Tato prace pojednava o odhadech rozptylu ze stejné rozdélenych ndhodnych
veli¢in, které ale nemusi byt navzajem nezavislé. V 1. kapitole se bude po-
jednavat o takovychto odhadech. Zéakladnim odhadem, ze kterého se vyjde,
bude vybérovy rozptyl S%. Bude vypoctena jeho stiedni hodnota a specidlné
pro odhad z ndhodnych veli¢in s normalnim rozdélenim jeho rozptyl a stiedni
¢tvercova chyba. Tento odhad je vychyleny a proto se ho pokusime up-
ravit odstranénim nékterych porovndni ndhodnych veli¢in v odhadu S2.
Takto sestavime odhady, které budou oznaceny U,. Opét se vyjadii je-
jich stfedni hodnota a rozptyl spolecné se stiedni ¢tvercovou chybou pro
pripad normalniho rozdéleni. Dalsi odhad bude zalozen na vhodném odhad-
nut{ vychyleni u odhadu S?, timto zpusobem sestavime odhady T,,. Takovy
odhad ale bude pro ndhodny vybér vychyleny a proto odhad 7, vhodné
prendsobime a tak ziskdme odhady nové, které¢ budou pro nezavislé nahodné
veli¢iny nestranné. Tyto odhady oznac¢ime 7),. Ve 2. kapitole budeme po-
jednavat o tvarech autokovarian¢nich funkei a pro exponencialni autokovar-
ian¢ni funkci vyjadiime jednoduchym zpusobem stfedni hodnotu odhadu
S? a Uy,. Déle provedeme vypocet stiednich hodnot a stfednich étvercovych
chyb z normalniho rozdéleni pro konkrétni volby autokovarianc¢ni funkce.



Kapitola 1

Odhady rozptyla

Cilem této kapitoly bude zavést nékteré odhady rozptyli, nalézt jejich stredni
hodnotu a rozptyl. Jako dalsi charakteristiku uréime stredni ctvercovou
chybu, ktera je casto oznacovana jako MSE.

Definice 1.1. Nechf X7,..., X, jsou stejné rozdélené ndhodné veliciny, U
je odhad parametru 6, pak stfedni ¢tvercovou chybu MSE definuji prepisem:

MSE (U) = E(U — ).

Pro vypocet stiedni ¢tvercové chyby se bude pouzivat vztah mezi stredni
¢tvercovou chybou, stiedni hodnotou a rozptylem piislusného odhadu v
nasledujicim jednoduchém lemmatu.

Lemma 1.2. Necht U je odhad parametru 6, pak lze stiedni étvercova
chyba vyjadrit vztahem:

MSE (U) = varU + (EU — ). (1.1)
Dukaz.

E(U—0)>=EU?—-20EU + 0*+
+(EU —0)* — (EU)* +20EU — (9)?
=EU?* - (EU)*+ (EU —0)?
=varU + (EU — 6)*.



Pro vypocet rozptylu odhadu z normélniho rozdéleni budeme vyuzivat nasle-
dujici formuli.

Lemma 1.3. (Isserlitzova formule) Necht Y7, Y3, Y3, Yy jsou ndhodné veliciny
z normalniho rozdéleni o stfedni hodnoté 0, pak plati

EY1YoY3Ys = EVIYoEY3Yy + EYSY3E YY) + EVYAEYSYS. (1.2)

Diikaz. Dukaz uvedl Isserlitz v [2]. O

1.1 Odhad rozptylu pomoci S?

Definice 1.4. Méjmen > 2, necht X1, ..., X, jsou stejné rozdélené ndhodné
veliciny, X je jejich vybérovy prumér, pak odhad S? definuji piedpisem.

S? = ni . 2(&-—7)2. (1.3)

Poznamka. Tento odhad se obvykle nazyva vybérovy rozptyl.

Lemma 1.5. Necht n > 2 a X;,..., X, jsou stejné rozdélené nadhodné
veli¢iny z rozdéleni o stfedni hodnoté j, pak pro S? plati nésledujici vztah:

S = YK s K ) (1
=1 =1 ?;1
Dikaz.
S2: nilz<XZ__)2
= nilg(Xi—u—XﬂLu)?
= S (6 )+ (X = ) 42X = ) X))



Z definice vybérového priméru jako X = 23" X, lze rovnice upravit
n 1=
nasledujicim zpusobem:

1 n n

52:n_1Z(Xz‘—M Z — W)
i=1 i=1 j=1
2
1 n n
+ =1 > (Z(Xj - M))
i=1 \j=1
n_2 n n n
:n(n—l);(Xi_M n(n—1) 12 )
- =5
7=1 1= 1§#1
1 n n
52252()(1-—“ n—l ;% u).
e

]

Véta 1.6. Necht n > 2 a X;,..., X, jsou stejné rozdélené ndhodné veliciny
s rozptylem o2, pak lze stiedni hodnota odhadu S? vyjadiit explicitné podle
vztahu

ES?=0? — ——— Sp— ZZCOV Xi, X;). (1.5)

’Lljl
JF#i

Diikaz. Oznaéme p stiedni hodnotu rozdéleni ze kterého je dany zavisly
vybér. Pak z lemmatu 1.5 a z linearity operatoru E plati:

zljl
JF#i

ES?=0% — ——— nn—1) ZZCOV (Xi, X;).

11]1
J#



7Z piedchazejici véty je patrné, ze odhad rozptylu pomoci S? je nestranny
pro ndhodny vybeér.

Nasledujici tivahy budou mit za tcel vyjadiit var S? a posléze stiedni
¢tvercovou chybu pomoci vztahu (1.1). Méjme stejné rozdélené ndhodné
veliciny Xi,...,X, (n > 2) z rozdéleni o stfedni hodnoté p a ozna¢me
vektor ndhodnych veli¢in X = (Xi,..., X,,). Vektorem X — p budu rozumét
vektor (X7 — p,..., X, — p). Vztah (1.4) v lemmatu 1.5 ndm umoznuje
nésledujici vyjadieni odhadu S?%. Zavedme matici A predpisem
1 1

El n(lnfl) n
—_— = ... b,
A= | b (1.6)
1 1 1
n(n—1) n(n—1) n
Pak lze odhad S? vyjadfit jako
S = (X —p)AX — p). (1.7)

Jednoduchym roznasobenim vektoru a matice se lze presvédéit, ze vztah
plati z rovnosti (1.4).

Véta 1.7. Necht X1, ..., X, jsou stejné rozdélené ndhodné veli¢iny s rozptylem
02, a;; jsou prvky libovolné matice A o rozmérech n x n. Déle oznacéim r;;
jako prvky varianéni matice ndhodného vektoru (X, ..., X,), tedy:

o? pro ¢ = j,
Tij = S
’ cov(X; — X;) proi#j,

pak 1ze stfedni hodnota nahodné veliciny Y, dané predpisem

Y= (X —p)AX —p),
vyjadrit jako
EY =) > ayry, (1.8)
i=1 j=1

jsou-li navic veliciny Xi,...,X,, z normélniho rozdéleni, pak lze rozptyl
vyjadrit jako

n n n

varY = Zzzzaz‘jakl(rikrﬂ + ratik)- (1.9)

i=1 j=1 k=1 I=1



Dukaz.
E(Y)=E(X —p)AX —p)

—E ) > ay(Xi—p)(X;—p)

i=1 j=1
RS
i=1 j=1
A nyni vypocteme rozptyl
varY =EY? — (EY)?
vary = E[(X =/ A(X — )] = (€Y

=E Z Z Z Z — p)aij(Xp — p)(Xo — p)ag—

i=1 j=1 k=1 I=1
n n 2
— E E aijrij .
=1 j=1

Diky linearity operatoru E a Isserlitzovy formule z tvrzeni 1.3 dale dostavame
pro X1, ..., X, z normalniho rozdéleni,

n n n n
varY = E E g g (7457w F TikT i1+ TaT ) Qij G —
i=1 j=1 k=1 I=1
n n

n n
- § g g g Qi ATk
i=1 j=1 k=1 I=1
n n n n

varY = E E E aijar (TikTji + Tat k).
i=1 k=1 I=1

O

Véta 1.8. Necht pro n > 2 jsou Xi,...,X, stejné rozdélené nidhodné
veli¢iny z normalntho rozdéleni. Necht 7;; jsou prvky variancén{ matice vek-
toru (Xi,...,X,), a;; jsou prvky matice A dané vztahem (1.6), pak lze
rozptyl odhadu S? vyjadiit jako

st 2 (S IS S (S5

=1 j=1 zljlkl =1 j=1

10



Dikaz. Xy, ..., X, maji normalni rozdéleni a tedy z véty 1.7 dostavame

n n

n n
2
var S° = g E E aijar (T + Tt k)
i=1 j=1 k=1 I=1
n n n

n
225 E E Qi ATk 51
=1

=1 j=1 k=1 I=1
n o n
=2 E E Qi ARET kT 5k + E E E Qi ARIT kT 1
i=1 j=1 k=1 i=1 j=1 k=1 l 1
ZvarS? =
Var Qi QR Tk ik + Q45 akkrzkr]k—i_
=1 k=1 i=1 j=1 k=1
J#i
+ § E E § al]aklrlkrjl+ E § § Qi Qg1 TikT il
i=1 j=1 k=1 I=1 i=1 k=1 [=1
jF#i I#k l#k

vyjadienim prvku matice A a rozepsanim jednotlivych sum dostavame

R ) B (zzzw—zz”)

=1 j=1 =1 j=1 k=1 =1 j=1

ey (E5) - £

zlklll

n n n

D)) DTS TP

i=1 j=1 k=1 =1 k=1
J#i
n n
77, — 1 E E TikTil
i=1 k=1 I=1
l#k
n n n n n n n
52 2 2
var T — " TijTik + 2 Tij
=1 j=1 =1 j=1 k=1 =1 j=1

11



Pozndmka. Tento vztah bude vhodnéjsi pro vypocet rozptylu odhadu S? nez
vztah ve vété 1.7, protoze se v ném vyskytuje pouze trojna suma.

Diisledek 1.9. Necht pro n > 2 jsou Xi, ..., X, stejné rozdélené ndhodné
veli¢iny z norméalniho rozdéleni, pak pro rozptyl odhadu S? plati

20*

n—1

var §? =

Diikaz. Vyjadienim ze vztahu v predchazejici vété dostdvame

2
VaI’SQ:m erz—ﬁzzzrmrzk“‘ﬁ(ZZ'ﬁ])

i=1 j=1 i=1 j=1 k=1 i=1 j=1
2
= W (TL0'4 — 20'4 -+ 0'4)
/rL —_—
204
arS% = .
Y n—1

O
Pozndmka. Wilks uvadi ve [3] vztah pro rozptyl odhadu S? pro nahodny

vybér o rozsahu n > 2 z rozdéleni s koneénym ¢tvrtym centralnim mo-
2

mentem fiy a rozptylem o°.
1 ( n—3 4)
— | M4 — g .
n n—1

Snadno se lze presvedcit, ze z vyjadreni pro normalni rozdéleni py = 30
plyne vztah v predchazejicim dusledku.

2

Nyni jiz mohu vypocist stfedni ¢tvercovou chybu odhadu S? pro X, ..., X,
z normélniho rozdéleni, ze vztahu (1.1).

MSE S? = var §? — (ES* — %)% (1.10)

Nyni méjme funkei M (n) prirozenych ¢isel, kterd je definovana od néjakého
ng prirozeného. Pro stejné rozdélené ndhodné veliciny Xy, ..., X,;; n > nyg.
Uvazujme odhady v nasledujicim tvaru:

Sty = M(n)> (X; = X)? (1.11)



a tyto odhady muzZeme vyjadfit pomoci S? jako
512\4(”) = (n —1)M(n)S>.
Pro stfedni hodnotu a rozptyl tedy snadno z linearity operatoru E dostavame

var 512\4(”) = (n —1)2M?*(n)var S2.
Casto se za funkei M (n) voli L a —5- Tyto odhady oznacim o2 a S2.
~ 1 —
o?=—-% (X;—X)
"
_n- 152.
n
— 1 i —
S2 = X,L - X 2
n+1 ZZ:; )
n—1_
S n+1
Odhady o2 a S2 maji pro Xi,...,X, nezavislé stejné rozdélené nahodné

veli¢iny z normalniho rozdeleni mensi strednf ¢tvercovou chybu nez odhad
S?, navic odhad S? m4d nejmensi ¢tvercovou chybu z odhadu tvaru (1.11),

jak uvadi Andeél (2005) v [1].

1.2 Odhad rozptylu pomoci U,

Pro zavedeni dalstho odhadu provedeme nasledujici motivaci. Pro n > 2
méjme stejné rozdélené nahodné veliciny X, ..., X,,. Predpokladejme, ze

Vi,j ke {l,....n}|i—j| <l|i—k| :cov(X;,X;) > cov(X;, Xz) > 0.

Tento predpoklad je piirozeny, nebot océekdvime, ze budeme-li mit posloup-
nost pozorovani, pak vliv na dané pozorovani bude u blizsich pozorovanich
vétsi nez u vzdalenéjsich. Cilem tedy bude vyfazeni porovnani blizkych
veli¢in v odhadu S? a tim zmensen{ vychylenf odhadu S?. Vyjdeme z vyjadien{
S? vztahem (1.4),

13



§ = LY = s 3D K= ) )

=1 =1 g;i
= %Z(Xi — )’ = ﬁ Z Z(Xz’ — 1) (X; — p)
i=1 i=1 ;;1
= s 2o 2 (K= = (-
T
1 . - 2
B 'jj;i
52 = ﬁZZ(X — X;)% (1.12)

A nyni méjme h ptirozené mensi nez n — 1, ze sumy na pravé strané muzeme
vypustit ¢cleny (X; — X;) takové, ze i — j < h. Na zdkladé této uvahy
dostaneme nasledujici odhad rozptylu.

Definice 1.10. Pron > 2 méjme stejné rozdélené nahodné veliciny X, ..., X,

h celé takové, ze 0 < h < n — 2, necht Ay, := {(4,7) : 4,5 € N,i > j,i—j > h}
je podmnozina N2, Odhad rozptylu U, zavedeme nasledujicim piedpisem:

1

Un = (n — h)(n—

) > (X- X)) (1.13)

(Zvj)eAh

Pozndmka. Lze snadno ukazat, ze (n — h)(n—h—1) je dvojndsobkem poctu
prvku mnoziny Aj. Duvodem bude zachovani nestrannosti u nahodného
vybéru, jak bude ukazano za chvili.

Snadno se lze presvédcit srovnanim s rovnosti (1.12), ze Uy = S2.
Véta 1.11. Necht pro n > 2 jsou Xj,..., X, stejné rozdélené nidhodné
veli¢iny z rozdéleni s rozptylem o2, mnozina A je zavedena stejné jako v

definici 1.10, pak Ize stiedni hodnotu U}, vyjadrit explicitné podle néasledujiciho
vztahu.

14



2
EU, =02 — X;, X5). 1.14
Uh g (n_h)(n_h_1> (Z])ZGA COV( ) .7) ( )

Dikaz. Ozna¢me pu jako sttedni hodnotu rozdéleni ze kterého je dany vybeér,
pak

1
EU, = E E(X;— X,)?
" (n—l)(n—h—l) P ( i)
(4.)€AR

:(n—l)(n— ) > E(Xi—p)? +E(X; - p)? - 2E(X; — p)(X; — p)
(ZJ)EAh

2
S T m—Dn-h-1) ,Z cov (i, X;)
(7’7])6‘4}1

]

7, predchozi véty je patrné, ze odhad rozptylu pomoci Uj, je nestranny pro
nahodny vybér. Navic srovnanim s (1.5) za predpokladu, ze vsechny kovari-
ance jsou kladné, plati, ze vychyleni odhadu U}, je mensi nebo rovno nez
vychyleni odhadu S2.

Nyni provedeme podobnou konstrukei pro urceni var Uy, a posléze MSE (Up,),
jako u S%. M¢jme stejné rozdélené ndhodné veliciny Xi,..., X, (n > 2) z
rozdéleni o sttedni hodnoté 1, oznaé¢me vektor ndhodnych velicin X = (Xy,...,X,,),
vektorem X — p budu opét rozumét vektor (X; — pu, ..., X, — p). Hledame
matici B, takovou, ze bude platit rovnice

Up = (X —p)BX — p). (1.15)
Vyjdu z definice odhadu Uy,
1
— X, — X
U= o 2 K X)
(1,5)€AR
n i—h— 1

_ 2

i=h+2 j=1

9 n i1—h-—1
+ Xz H X — 1%

15



1 n i—h—1 )
AR e —y ;2 ; (X — 1)
9 n i—h—1
R D 2, 2 Kl
! - 2
O e —h—1) i;;’_h_l)(){z—u)
1 n—h—1 )
T mm—h-1) Zl (n—h—0)(Xi—p)
2 n i—h—1
ey 2, 2 K,

Na zdkladé tohoto vyjadren{ jiz mohu sestavit matici B. Necht b;; jsou prvky
matice B, pak pro i # j

(n*h)fol) pro i, 7 takové, ze 1 — j > h

0 pro 7,7 takové, ze 1 — j < h,
bij -
a pro i = j, je tfeba rozlisit dva pripady v zavislosti na volbé h.
Pro h takové, ze ”7_3’ >h

n—h—i

pro i takové, ze 1 < h + 1,

(n—h)(n—h—1)
by = m_ﬁ% pro i takové, ze i € [h +2,n — h — 1],
% pro ¢ takové, ze v >n —h — 1.

Pro h takové, ze ”7_3 <h

% pro i takové, ze : <n —h — 1,
bii =<0 pro ¢ takové, zen —h —1 <i < h + 2,

(n_,il)_(hT__lh_l) pro ¢ takové, ze ¢ > h + 2.

16



Stfedni hodnotu odhadu Uy, ponecham ve tvaru uvedeném v (1.14). Rozptyl
Uy, ze stejné rozdélenych nahodnych velicin Xy, ..., X, z normalniho rozdéleni
vypoctu pomoci véty 1.7.

varU, = Zzzzbi]‘bkl(rikrﬂ + ratik)- (1.16)

i=1 j=1 k=1 I=1

A stfedni ¢tvercovou chybu vyjadiim pomoci (1.1).

MSE (U},) = var U, + (EU,, — 6). (1.17)

1.3 Odhad rozptylu pomoci odhadu 7, a T\m

Nésledujici odhad bude odvozen pro slabé staciondrni posloupnosti nahodnych
velicin.

Definice 1.12. Necht X1, ..., X, jsou ndhodné veli¢iny o stiedni hodnoté p,
pak posloupnost nahodnych velicin X, ..., X,, nazyvam slabé stacionarni,
jestlize existuje funkce r(k) pro k € {—n+1,...,0,...,n — 1} takova, ze

VEke{-n+1,...,0,...,n—1} Vi,j € N;i,j <n;i—j=k:r(k)=cov(X;,Xj;).
Takovou funkci budu nazyvat autokovariancni funkce.

Pozndmka. 7 vlastnosti kovariance snadno plyne, ze r(—k) = r(k), navic
plati var X; = r(0) a tedy ndhodné veli¢iny ve staciondrni posloupnosti maji
stejny rozptyl.

Predpokladejme tedy, ze mame takovou autokovariancéni funkci a vyjdeme
ze vztahu (1.5), tj.:

1 n n
ES2:02_mZZcov(Xi,Xj)

i=1 j=1
J#i

) 1 L el
=0 —mZZr(z—])

i=1 j=1
J#i



A 7z predchéazejici poznamky plyne

n—1
=0~ o 2 KDk
k=1
Pokusime se odhadnout nékteré hodnoty r(k) nasledujicim odhadem 7(k):

F(k) = (X; = X) (Xis — X). (1.18)

Pozndmka. Tento odhad autokovarianéni funkce blize popsal Wilks v [3].

Definice 1.13. Nechf n > 2 a X;,..., X, je slabé staciondrni posloup-
nost stejné rozdélenych nahodnych veli¢in, necht m je ptirozené takové, ze
m < n, necht S? je vybérovy rozptyl definovdn vztahem (1.3) a necht 7(k)
je definovano vztahem (1.18), pak odhad T, definuji pfedpisem:

T, = i (1.19)

n—l
k=1

Nyni, stejné jako v predchazejicich piipadech, uvazujme ndhodny vektor
X = (X4,...,X,) a hledejme matici C' takovou, ze bude platit

Tpn=(X—p)CX —p).
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Nejprve upravime odhad T,.

7
o

2

Tp=8+—— X)(Xips — X)

3
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|
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S e
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> =

= 5%+ (X =) = (X = ) ((Xs = p) = (X — )

-
™

3
~~

i

I
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I

S
(N

(Xi = 1) (X — 1) = (X = ) (X — )=

[

(@)

[\

_I_
=8

3 3
I N I
= =
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e
Il
—_
<
I
—

— (X = ) (Xia) + (X = ).

53
||
N
[\&)
+
S
£
| [\
=
[]=
3
a8

(Xi — ) (X — 1) — %(Xz — 1) <Z(Xj - M)) -

Jj=1

i
—
-
I
—

n

j=1

A budeme hledat matice Py, Qi x, Rik, Sik, takové, ze
(X — ) Pip(X — p) = (Xi — 1) (Xiww — ),
1
(X —p)Qin(X —p) = n Z(Xz = m)(X; — ),

(X = Y ReaX =) =~ " (X = )X — ),

J=1
n n

(X — ' Su(X —p) = 5 S = (X, — ).

i=1 j=1

Matice P, bude mit pouze na pozici [i,7+ k| hodnotu 1 a vSude jinde bude
mit hodnotu 0. A tedy necht pg, jsou prvky matice > ;" , E?;lk P, k., pak

1 prol <b—a<m,
Pab = 0 jinak.

Matice @);; bude mit v i-tém fadku hodnotu —% a jinde 0 a tedy necht qg
jsou prvky matice Y ;- , Z:;k Qix, pak
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= proa <n—m,
(b =2 proa>n—m+ 1
Matice R;; bude mit v (i k)-tém fadku hodnotu —* a jinde 0 a tedy necht
Tap jsou prvky matice > )", Z:L;lk R; i, pak

1

- roa>m-+1
Tab = " P - ’
-2 proa <m.
- <

Matice S;; bude mit na vSech pozicich hodnotu # a tedy necht s, jsou

prvky matice S5 S8 S, 1, pak

m(2n —m — 1)
2n?

Pro zjednoduseni vypoctu jesté vyjadiim prvky matice

Sab =

o

n—

T .=

NE

(Qi + Rig)-

i

1 =1

Tyto prvky oznac¢im t,,. Pro jejich vyjadieni je tfeba rozdélit situaci na dva
piipady v zéavislosti na m.

Prom < ”T’l dostavame

__m+4a—1

n
tap = —277“ prom<a<n-—m,
__nt+m—a

n

pro a < m,

pron —m < a.

Pro m > n — m dostavame

—me=l proa <n—m,
tap = § —2=1 pron—1<a<m-+1,
m+n—a

—IIR=9  proag > m+ 1.

n
Pozndmka. Séitat ostatni matice nemd vyznam, nebot vypocet nijak neulehéi.

Méjme matici A zavedenou pro S? pomoci (1.6). Potom lze matice C' vyjadrit
souctem matic A, P,T,S jako
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C:A+n (P+T+5). (1.20)

(n—1)
Nésledujici véta shrnuje vypocet stfedni hodnoty a rozptylu pro odhad 7,,.

Véta 1.14. Necht pro n > 2 je Xi,..., X, slabé stacionarni posloupnost
stejné rozdélenych ndhodnych velicin, ¢;; jsou prvky matice C' z rovnice
(1.20), r;; prvky varianéni matice vektoru (X7, ..., X, ), pak stfedni hodnota
odhadu T, z definice 1.13 lze vyjadrit jako

n n
ETm = E E CijTij-
i=1 j=1
Jsou-li navic X,..., X, ndhodné veli¢ciny s normalnim rozdélenim, pak
n n n n
varT,, = g E E E CijCri (iR + Tark)-
i=1 j=1 k=1 I=1

Diikaz. Vyjadieni stfedni hodnoty plyne aplikaci vztahu (1.8) ve vété 1.7
s

na odhad 7),. Pro urcéeni rozptylu odhadu 7,, z Xi,..., X, s normalnim
rozdélenim, aplikujeme vztah (1.9). O
Vypocet stiedni ctvercové chyby pro Xi,..., X, z normalniho rozdéleni

provedeme stejné jako u predchdzejicich odhadu ze vztahu (1.1), tj.:
MSE (T,,) = var T, + (ET,, — 6)*. (1.21)

Nyni se podivejme, jak je to s nestrannosti pro Xi,..., X, nezavislé
stejné rozdélené velic¢iny.

Véta 1.15. Necht pro n > 2 je X, ..., X, slabé staciondrni posloupnost
nahodnych velicin s rozptylem o2, pak pro stiedni hodnotu odhadu 7}, plati

ET — 2 (1+m2—2mn—l—m)

n?(n —1)

Dikaz. Z nezavislosti dostavame pro prvky r;; varianéni matice (Xy, ..., X,,)

. o proi=j,
Y 0 proi#j.

21



A tedy z maticového vyjadieni stfedni hodnoty T, (1.14) dostdvame

n n n
ETm = CiiTi; — 0'2 Cii-
J0 v
=1

i=1 j=1

Z (1.20) vime, ze ¢;; = aii+ﬁ(pu+tﬁ+sii), snadno se muzeme presvédcit,
ze

a tedy pro stiedni hodnotu po upravach dostavame

n 2
o 9 m* —2mn +m
ET, =0 g Cii = O (l—l— 2 — 1) )
i=1

]

Proto vhodné odhad prenasobime, abychom v piipadé nezavislych X, ..., X,
stejne rozdélenych nahodnych veli¢in ziskali odhad nestranny, tento odhad
ozna¢im T,.

Definice 1.16. Necht pro n > 2 je Xi,..., X, slabé staciondrni posloup-
nost, necht m je prirozené takové, ze m < n, necht T, je odhad rozptylu
definovan v 1.13, pak odhad T,, definuji predpisem:

~ n?(n —1)

m: m-

m? —2mn +m+n?(n — 1)
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Tento odhad je jiz nestranny pro Xy, . .., X, nezavislé stejné rozdélené veliciny.
Momenty urc¢im snadno z momentu 7T;,,.

2
~ -1
ET, — nin—1) ET,,.
m? —2mn +m + n?(n — 1)
~ n?(n —1) 2
T, = T
var (m2—2mn+m+n2(n—1)) var

A stfedni ¢tvercovou chybu pomoci vztahu (1.1).

~

MSE (T,,) = var Ty, + (ET,,, — o).
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Kapitola 2

Odhady rozptylua pro konkrétni
pripady

Cilem této kapitoly bude zavést nékolik zdkladnich tvaru autokovarianéni
funkce, vyjadiit stfedni hodnotu odhadt S? a U, pro exponencidlni tvar
autokovariancnich funkei. A provést vypocty stfednich hodnot a stfednich
¢tvercovych chyb odhadu pro nékteré konkrétni pripady.

2.1 Autokovarianc¢ni funkce

Méjme X1, ..., X,, stejné rozdélené ndhodné veli¢iny s roztylem o a podivejme
se nyni na nékteré tvary autokovariancni funkce.

Necht [p| < 1 je nenulovy realny parametr, pak autokovarianéni funkci
budu nazyvat exponencidlni, jestlize je dana predpisem

r(k) = o?p.
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Tato autokovarianéni funkce bude mit pro 0? = 1 v zdvislosti na volbé p
nasledujici tvar podle k.

[ce}
2
© ]
o
) A
< | \
d \\
p=0.3 A
+ R
. .
N NN
o \\A\
A
+. TTA L
p=001 " B N
g o X-- - Mmoo B ST S S S ) S S

I
2

T
4

I
6

I
8

I
10

Podivejme se nyni na tvar stiedni hodnoty odhadu S? a U,.

Véta 2.1. Necht pro n > 2 jsou Xi,...,X, stejné rozdélené nidhodné
veli¢iny s exponencialni autokovarianéni funkei, pak stfedni hodnoty odhadu
rozptylu Uy, a S? lze vyjadfit jako

252 o 2p(p" —2p+ 1)

ES™ = (1 n(n—1)(p— 1)2> 7
ey 2 =204 1)

EU, = (1 (n_h)(n_h—l)(p—1)2>'
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Dikaz. Nejprve vyjadifm > ;. 2 ZZ " cov (Xi, X;) jako

i—h—1 n  i—h—1
Z Z cov (X;, X;) = o? Z Zp‘i_ﬂ
i=h+2 j=1 i=h+2 j=1
pz h—1 -1
— 52 Z P — pr—
i=h+2
_ 2 (ph“(p” —2p+1))'
(p—1)

A tedy z (1.14) dostdvame pro E U,

Eu — o2 (1 2P =20+ 1)
" n(n—1)(p—172 )

A ze vztahu S? = Uy dostdvdme snadnou tipravou

2_ 21— 2p(p" —2p+1)
=5 = (1 m~wxn—h—nw—1v)'

]

Dalsi autokovariancni funkci budu nazyvat gaussovskd a bude déna vz-
tahem

r(k) = o2e kde a > 0 je redlny parametr. (2.1)
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Tato autokovarianéni funkce bude mit pro o2 = 1 v zavislosti na volbé a
nasledujici tvar podle k.

(@)
S
o |
o
© |
o
_ N
= .. a=0.01
~a=0.1 CAL
< | a=1 +
o >$ A
(qV] \
S +
a=10
S o F %

I I I I I
2 4 6 8 10

Néasledujici autokovariancéni funkci budu nazyvat hyperbolickd a bude
dana pfedpisem

, kde a > 0 je redlny parametr. (2.2)
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Tato autokovarianéni funkce bude mit pro o2 = 1 v zavislosti na volbé a
nasledujici tvar podle k.

o
S
®
o
©
o
<
< |
o AR
\A\
\A.\
o RN
S 7 A"\A\ _
ST a=1
R
-_A____A
a=01
g 4+ 4 + 4+ S+ 4 4 4+ -+ +

Necht a > 0 je redlny parametr. Dalsi autokovarianéni funkci budu
nazyvat sférickd a bude dana predpisem

02<1—%+VZ—E> pro |k| < a,

r(k)
0 jinak.

(2.3)

Pozndmka. Vyznam omezeni na |k| < a je zachovini monotonie pro k
kladna, resp. zaporna.
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Tato autokovarianéni funkce bude mit pro o2 = 1 v zavislosti na volbé a
nasledujici tvar podle k.

1.0

r(k)
0.6

0.4

0.2

0.0
|

2.2 Odhady rozptylu pro pozorovani z normalniho
rozdéleni

Nyni budeme predpokladat, ze mame pro n > 2 slabé stacionarni posloup-

nost nahodnych velicin Xi,..., X, ze stejného normalniho rozdélenim a
porovname vysledky vypocti teoretickych sttednich hodnot a sttednich ¢tvercovych
chyb pro ruzné volby autokovariancnich funkei a jejich parametri. Vypocty

jsem provedl v programu R.2.2.0.
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Zvolme parametry néasledovné

o- =1 rozptyl nahodnych veli¢in

n = 20 pocet ndhodnych velicin.

Pro volbu exponencialni autokovarianc¢ni funkce s parametrem p, jsem ziskal
nasledujici vysledky,

Pro volbu p = 0.30
p=0.30 S? o? U, T T,
Stfedni hodnota 0.958 | 0.910 | 0.987 | 0.979 | 0.988
Stiedni ¢tvercova chyba | 0.115 | 0.110 | 0.127 | 0.128 | 0.130

Pozndmka. Volby dolnich indext u odhadu Uy, T;, a T jsou pouze orientacni,
tyto odhady budou podrobnéji popsany déle.

Nyni porovname stiedni hodnoty a stfedni ¢tvercové chyby pro ruzné hod-
noty h v odhadu Uy pro volbu p = 0.3.

h 1 2 3 4 10 15 18
EU;, |0.9867 | 0.9958 | 0.9986 | 0.9995 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000
MSE U}, | 0.1271 | 0.1345 | 0.1394 | 0.1438 | 0.2233 | 0.5432 | 2.0000
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Z grafu stfedni ¢tvercové chyby je patrné, ze volba velkého h je zcela nevhodna.

Nyni porovndme stredni hodnoty a stredni ¢tvercové chyby pro ruzné hod-
noty m v odhadu 7, a T}, pro volbu p = 0.3.

m 1 2 4 5 6 15 19
ET,, |0.9789 | 0.9787 | 0.9658 | 0.9587 | 0.9520 | 0.9141 | 0.9102

ET,, | 0.9838 | 0.9883 | 0.9839 | 0.9807 | 0.9775 | 0.9595 | 0.9581
MSET,, | 0.1247 | 0.1279 | 0.1265 | 0.1247 | 0.1228 | 0.1113 | 0.1104

MSE T, | 0.1258 | 0.1301 | 0.1303 | 0.1291 | 0.1275 | 0.1162 | 0.1152
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Nejmensi stiedni ¢tvercové chyby pro volbu p = 0.30 vykazuje odhad o2, Nej-
mensi vychyleni pak nabizi odhad Usg, ten je vSak nevhodny kvuli nepfimérené
velké stredni ¢tvercové chybe, proto bych doporucil pouzit odhad Uy, nebo
T, je-li vyzadovano malé vychyleni.

Vysledky pro malou hodnotu p. Kovariance budou tedy velmi blizko nule.

p = 0.01 52 o2 U2 T5 T5
Sttedni hodnota 0.999 | 0.949 | 1.000 | 0.977 | 1.000
Stredni ¢tvercova chyba | 0.105 | 0.097 | 0.107 | 0.102 | 0.107

Vysledky pro vysokou hodnotu p. Kovariance blizké hodnoté rozptylu, t;j.
korela¢ni koeficienty budou blizké jedné.

p=0.95 2 e | U, | T | Ty
Sttedni hodnota 0.283 | 0.269 | 0.334 | 0.334 | 0.342
Stiedni ¢tvercova chyba | 0.565 | 0.581 | 0.521 | 0.528 | 0.522

Za povsimnuti stoji vysledek u odhadu O/'\2, ukazuje se, ze pii vysokych
zavislostech v pozorovani se stava tento odhad jak po stréance stfedni hod-
noty, tak po strance stiedni ¢tvercové chyby nejhorsim, ale ani ostatni odhady
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nejsou prilis dobré.

Podivejme se nyni na vysledky pfi volbé gaussovské autokovarianéni funkce
s parametrem a = 0.1.
a=0.1 52 0'2 U2 T3 7/—\‘3
Stredni hodnota 0.784 | 0.743 | 0.922 | 0.897 | 0.910
Stiedni ¢tvercova chyba | 0.308 | 0.301 | 0.385 | 0.382 | 0.391

Specialné pro odhady Uy,
h 1 2 3 4 10 15 18
EU, |0.8599 | 0.9223 | 0.9634 | 0.9855 | 0.9999 | 1.0000 | 1.0000
MSE Uy, | 0.3380 | 0.3847 | 0.4372 | 0.4864 | 0.8015 | 1.4537 | 2.0000

2.0
|

15

MSE(U,)
EU,

1.0

0.5
|

0.86 0.88 090 092 094 0.96 098 1.00

T T T T T T
5 10 15 5 10 15

h h

A pro odhady T,, a fm
m 1 2 3 4 5 15 19
ET,, 0.8474 | 0.8853 | 0.8972 | 0.8912 | 0.8763 | 0.7523 | 0.7443
ET,, 0.8517 | 0.8940 | 0.9102 | 0.9080 | 0.8963 | 0.7897 | 0.7835
MSET,, | 0.3330 | 0.3614 | 0.3822 | 0.3915 | 0.3907 | 0.3048 | 0.3013

MSET,, | 0.3349 | 0.3663 | 0.3905 | 0.4026 | 0.4035 | 0.3125 | 0.3083
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Stejné jako pro exponencidlni autokovarianéni funkci s parametrem p = 0.3

dostavame nejmensi ¢tvercovou chybu pii pouziti o2, ale za cenu nepiijemného
vychyleni. Naproti tomu nejmensiho vychyleni s prijatelnou stredni ¢tvercovou
chybou dosahuji odhady U, a T5.
Vysledky pro volbu malého parametru a, kdy budou ndhodné velic¢iny mit
kovariance blizké 0, a pro volbu velkého parametru a, kdy budou kovariance
blizké hodnoté rozptylu, neuvadim nebot jsou téméi totozné s vysledky pro
exponencialni autokovarianéni funkci s ptislusnym parametrem p.
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