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Katedra pravděpodobnosti a matematické statistiky
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V Praze dne 06.07.2007 Vojtěch Skubanič
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Úvod

Tato práce pojednává o odhadech rozptyl̊u ze stejně rozdělených náhodných
veličin, které ale nemuśı být navzájem nezávislé. V 1. kapitole se bude po-
jednávat o takovýchto odhadech. Základńım odhadem, ze kterého se vyjde,
bude výběrový rozptyl S2. Bude vypočtena jeho středńı hodnota a speciálně
pro odhad z náhodných veličin s normálńım rozděleńım jeho rozptyl a středńı
čtvercová chyba. Tento odhad je vychýlený a proto se ho pokuśıme up-
ravit odstraněńım některých porovnáńı náhodných veličin v odhadu S2.
Takto sestav́ıme odhady, které budou označeny Uh. Opět se vyjádř́ı je-
jich středńı hodnota a rozptyl společně se středńı čtvercovou chybou pro
př́ıpad normálńıho rozděleńı. Daľśı odhad bude založen na vhodném odhad-
nut́ı vychýleńı u odhadu S2, t́ımto zp̊usobem sestav́ıme odhady Tm. Takový
odhad ale bude pro náhodný výběr vychýlený a proto odhad Tm vhodně
přenásob́ıme a tak źıskáme odhady nové, které budou pro nezávislé náhodné
veličiny nestranné. Tyto odhady označ́ıme T̂m. Ve 2. kapitole budeme po-
jednávat o tvarech autokovariančńıch funkćı a pro exponenciálńı autokovar-
iančńı funkci vyjádř́ıme jednoduchým zp̊usobem středńı hodnotu odhad̊u
S2 a Uh. Dále provedeme výpočet středńıch hodnot a středńıch čtvercových
chyb z normálńıho rozděleńı pro konkrétńı volby autokovariančńı funkce.
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Kapitola 1

Odhady rozptyl̊u

Ćılem této kapitoly bude zavést některé odhady rozptyl̊u, nalézt jejich středńı
hodnotu a rozptyl. Jako daľśı charakteristiku urč́ıme středńı čtvercovou
chybu, která je často označována jako MSE.

Definice 1.1. Necht’ X1, . . . , Xn jsou stejně rozdělené náhodné veličiny, U
je odhad parametru θ, pak středńı čtvercovou chybu MSE definuji přepisem:

MSE (U) = E(U − θ)2.

Pro výpočet středńı čtvercové chyby se bude použ́ıvat vztah mezi středńı
čtvercovou chybou, středńı hodnotou a rozptylem př́ıslušného odhadu v
následuj́ıćım jednoduchém lemmatu.

Lemma 1.2. Necht’ U je odhad parametru θ, pak lze středńı čtvercová
chyba vyjádřit vztahem:

MSE (U) = var U + (E U − θ)2. (1.1)

D̊ukaz.

E (U − θ)2 = E U2 − 2θE U + θ2+

+ (E U − θ)2 − (E U)2 + 2θE U − (θ)2

= E U2 − (E U)2 + (E U − θ)2

= var U + (E U − θ)2.
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Pro výpočet rozptylu odhad̊u z normálńıho rozděleńı budeme využ́ıvat nasle-
duj́ıćı formuli.

Lemma 1.3. (Isserlitzova formule) Necht’ Y1, Y2, Y3, Y4 jsou náhodné veličiny
z normálńıho rozděleńı o středńı hodnotě 0, pak plat́ı

E Y1Y2Y3Y4 = E Y1Y2E Y3Y4 + E Y2Y3E Y1Y4 + E Y1Y4E Y2Y3. (1.2)

D̊ukaz. Důkaz uvedl Isserlitz v [2].

1.1 Odhad rozptylu pomoćı S2

Definice 1.4. Mějme n ≥ 2, necht’ X1, . . . , Xn jsou stejně rozdělené náhodné
veličiny, X je jejich výběrový pr̊uměr, pak odhad S2 definuji předpisem.

S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −X)2. (1.3)

Poznámka. Tento odhad se obvykle nazývá výběrový rozptyl.

Lemma 1.5. Necht’ n ≥ 2 a X1, . . . , Xn jsou stejně rozdělené náhodné
veličiny z rozděleńı o středńı hodnotě µ, pak pro S2 plat́ı následuj́ıćı vztah:

S2 =
1

n

n∑
i=1

(Xi − µ)2 − 1

n(n− 1)

n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

(Xi − µ)(Xj − µ). (1.4)

D̊ukaz.

S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −X)2

=
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − µ−X + µ)2

=
1

n− 1

n∑
i=1

(
(Xi − µ)2 + (X − µ)2 + 2(Xi − µ)(µ−X)

)
.
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Z definice výběrového pr̊uměru jako X = 1
n

∑n
i=1 Xi lze rovnice upravit

následuj́ıćım zp̊usobem:

S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − µ)2 − 2

n(n− 1)

n∑
i=1

n∑
j=1

(Xi − µ)(Xj − µ)

+
1

n2(n− 1)

n∑
i=1

(
n∑

j=1

(Xj − µ)

)2

=
n− 2

n(n− 1)

n∑
i=1

(Xi − µ)2 − 2

n(n− 1)

n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

(Xi − µ)(Xj − µ)

+
1

n(n− 1)

n∑
j=1

(Xj − µ)2 +
1

n(n− 1)

n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

(Xi − µ)(Xj − µ)

S2 =
1

n

n∑
i=1

(Xi − µ)2 − 1

n(n− 1)

n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

(Xi − µ)(Xj − µ).

Věta 1.6. Necht’ n ≥ 2 a X1, . . . , Xn jsou stejně rozdělené náhodné veličiny
s rozptylem σ2, pak lze středńı hodnota odhadu S2 vyjádřit explicitně podle
vztahu

E S2 = σ2 − 1

n(n− 1)

n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

cov (Xi, Xj). (1.5)

D̊ukaz. Označme µ středńı hodnotu rozděleńı ze kterého je daný závislý
výběr. Pak z lemmatu 1.5 a z linearity operátoru E plat́ı:

E S2 =
1

n

n∑
i=1

E (Xi − µ)2 − 1

n(n− 1)

n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

E (Xi − µ)(Xj − µ)

E S2 = σ2 − 1

n(n− 1)

n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

cov (Xi, Xj).
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Z předcházej́ıćı věty je patrné, že odhad rozptylu pomoćı S2 je nestranný
pro náhodný výběr.

Následuj́ıćı úvahy budou mı́t za účel vyjádřit var S2 a posléze středńı
čtvercovou chybu pomoćı vztahu (1.1). Mějme stejně rozdělené náhodné
veličiny X1, . . . , Xn (n ≥ 2) z rozděleńı o středńı hodnotě µ a označme
vektor náhodných veličin XXX = (X1, . . . , Xn). Vektorem XXX−µµµ budu rozumět
vektor (X1 − µ, . . . , Xn − µ). Vztah (1.4) v lemmatu 1.5 nám umožňuje
následuj́ıćı vyjádřeńı odhadu S2. Zaved’me matici A předpisem

A =




1
n

− 1
n(n−1)

. . . an

− 1
n(n−1)

1
n

. . . bn

...
...

. . .
...

− 1
n(n−1)

− 1
n(n−1)

. . . 1
n


 . (1.6)

Pak lze odhad S2 vyjádřit jako

S2 = (XXX − µµµ)′A(XXX − µµµ). (1.7)

Jednoduchým roznásobeńım vektor̊u a matice se lze přesvědčit, že vztah
plat́ı z rovnosti (1.4).

Věta 1.7. Necht’ X1, . . . , Xn jsou stejně rozdělené náhodné veličiny s rozptylem
σ2, aij jsou prvky libovolné matice A o rozměrech n × n. Dále označ́ım rij

jako prvky variančńı matice náhodného vektoru (X1, . . . , Xn), tedy:

rij =

{
σ2 pro i = j,

cov (Xi −Xj) pro i 6= j,

pak lze středńı hodnota náhodné veličiny Y , dané předpisem

Y = (XXX − µµµ)′A(XXX − µµµ),

vyjádřit jako

E Y =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijrij, (1.8)

jsou-li nav́ıc veličiny X1, . . . , Xn z normálńıho rozděleńı, pak lze rozptyl
vyjádřit jako

var Y =
n∑

i=1

n∑
j=1

n∑

k=1

n∑

l=1

aijakl(rikrjl + rilrjk). (1.9)
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D̊ukaz.

E (Y ) = E (XXX − µµµ)′A(XXX − µµµ)

= E
n∑

i=1

n∑
j=1

aij(Xi − µ)(Xj − µ)

E (Y ) =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijrij.

A nyńı vypočteme rozptyl

var Y = E Y 2 − (E Y )2

var Y = E [(XXX − µµµ)′A(XXX − µµµ)]− (E Y )2

= E
n∑

i=1

n∑
j=1

n∑

k=1

n∑

l=1

(Xi − µ)(Xj − µ)aij(Xk − µ)(Xl − µ)akl−

−
(

n∑
i=1

n∑
j=1

aijrij

)2

.

Dı́ky linearity operátoru E a Isserlitzovy formule z tvrzeńı 1.3 dále dostáváme
pro X1, . . . , Xn z normálńıho rozděleńı,

var Y =
n∑

i=1

n∑
j=1

n∑

k=1

n∑

l=1

(rijrkl + rikrjl + rilrjk)aijakl−

−
n∑

i=1

n∑
j=1

n∑

k=1

n∑

l=1

aijaklrijrkl

var Y =
n∑

i=1

n∑
j=1

n∑

k=1

n∑

l=1

aijakl(rikrjl + rilrjk).

Věta 1.8. Necht’ pro n ≥ 2 jsou X1, . . . , Xn stejně rozdělené náhodné
veličiny z normálńıho rozděleńı. Necht’ rij jsou prvky variančńı matice vek-
toru (X1, . . . , Xn), aij jsou prvky matice A dané vztahem (1.6), pak lze
rozptyl odhadu S2 vyjádřit jako

var S2 =
2

(n− 1)2




n∑
i=1

n∑
j=1

r2
ij −

2

n

n∑
i=1

n∑
j=1

n∑

k=1

rijrik +
1

n2

(
n∑

i=1

n∑
j=1

rij

)2

 .
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D̊ukaz. X1, . . . , Xn maj́ı normálńı rozděleńı a tedy z věty 1.7 dostáváme

var S2 =
n∑

i=1

n∑
j=1

n∑

k=1

n∑

l=1

aijakl(rikrjl + rilrjk)

= 2
n∑

i=1

n∑
j=1

n∑

k=1

n∑

l=1

aijaklrikrjl

= 2




n∑
i=1

n∑
j=1

n∑

k=1

aijakkrikrjk +
n∑

i=1

n∑
j=1

n∑

k=1

n∑

l=1
l 6=k

aijaklrikrjl




1

2
var S2 =

n∑
i=1

n∑

k=1

aiiakkrikrik +
n∑

i=1

n∑
j=1
j 6=i

n∑

k=1

aijakkrikrjk+

+
n∑

i=1

n∑
j=1
j 6=i

n∑

k=1

n∑

l=1
l 6=k

aijaklrikrjl +
n∑

i=1

n∑

k=1

n∑

l=1
l 6=k

aiiaklrikril,

vyjádřeńım prvk̊u matice A a rozepsáńım jednotlivých sum dostáváme

1

2
var S2 =

1

n2

n∑
i=1

n∑
j=1

(rij)
2 − 1

n2(n− 1)

(
n∑

i=1

n∑
j=1

n∑

k=1

rikrjk −
n∑

i=1

n∑
j=1

r2
ij

)
+

+
1

n2(n− 1)2

(
n∑

i=1

n∑
j=1

rij

)2

− 1

n2(n− 1)2

n∑
i=1

n∑

k=1

n∑

l=1
l 6=k

rikril−

− 1

n2(n− 1)2

n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

n∑

k=1

rikrjk − 1

n2(n− 1)2

n∑
i=1

n∑

k=1

r2
ik−

− 1

n2(n− 1)

n∑
i=1

n∑

k=1

∑

l=1
l 6=k

rikril

var S2 =
2

(n− 1)2




n∑
i=1

n∑
j=1

r2
ij −

2

n

n∑
i=1

n∑
j=1

n∑

k=1

rijrik +
1

n2

(
n∑

i=1

n∑
j=1

rij

)2

 .
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Poznámka. Tento vztah bude vhodněǰśı pro výpočet rozptylu odhadu S2 než
vztah ve větě 1.7, protože se v něm vyskytuje pouze trojná suma.

Důsledek 1.9. Necht’ pro n ≥ 2 jsou X1, . . . , Xn stejně rozdělené náhodné
veličiny z normálńıho rozděleńı, pak pro rozptyl odhadu S2 plat́ı

var S2 =
2σ4

n− 1
.

D̊ukaz. Vyjádřeńım ze vztahu v předcházej́ıćı větě dostáváme

var S2 =
2

(n− 1)2




n∑
i=1

n∑
j=1

r2
ij −

2

n

n∑
i=1

n∑
j=1

n∑

k=1

rijrik +
1

n2

(
n∑

i=1

n∑
j=1

rij

)2



=
2

(n− 1)2

(
nσ4 − 2σ4 + σ4

)

var S2 =
2σ4

n− 1
.

Poznámka. Wilks uvád́ı ve [3] vztah pro rozptyl odhadu S2 pro náhodný
výběr o rozsahu n ≥ 2 z rozděleńı s konečným čtvrtým centrálńım mo-
mentem µ4 a rozptylem σ2.

1

n

(
µ4 − n− 3

n− 1
σ4

)
.

Snadno se lze přesvědčit, že z vyjádřeńı pro normálńı rozděleńı µ4 = 3σ2

plyne vztah v předcházej́ıćım d̊usledku.

Nyńı již mohu vypoč́ıst středńı čtvercovou chybu odhadu S2 pro X1, . . . , Xn

z normálńıho rozděleńı, ze vztahu (1.1).

MSE S2 = var S2 − (E S2 − σ2)2. (1.10)

Nyńı mějme funkci M(n) přirozených č́ısel, která je definována od nějákého
n0 přirozeného. Pro stejně rozdělené náhodné veličiny X1, . . . , Xn; n ≥ n0.
Uvažujme odhady v následuj́ıćım tvaru:

S2
M(n) = M(n)

n∑
i=1

(Xi −X)2 (1.11)
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a tyto odhady můžeme vyjádřit pomoćı S2 jako

S2
M(n) = (n− 1)M(n)S2.

Pro středńı hodnotu a rozptyl tedy snadno z linearity operátoru E dostáváme

E S2
M(n) = (n− 1)M(n)E S2,

var S2
M(n) = (n− 1)2M2(n)var S2.

Často se za funkci M(n) voĺı 1
n

a 1
n+1

. Tyto odhady označ́ım σ̂2 a S̃2.

σ̂2 =
1

n

n∑
i=1

(Xi −X)2

=
n− 1

n
S2.

S̃2 =
1

n + 1

n∑
i=1

(Xi −X)2

=
n− 1

n + 1
S2.

Odhady σ̂2 a S̃2 maj́ı pro X1, . . . , Xn nezávislé stejně rozdělené náhodné
veličiny z normálńıho rozděleńı menš́ı středńı čtvercovou chybu než odhad

S2, nav́ıc odhad S̃2 má nejmenš́ı čtvercovou chybu z odhad̊u tvaru (1.11),
jak uvád́ı Anděl (2005) v [1].

1.2 Odhad rozptylu pomoćı Uh

Pro zavedeńı daľśıho odhadu provedeme následuj́ıćı motivaci. Pro n ≥ 2
mějme stejně rozdělené náhodné veličiny X1, . . . , Xn. Předpokládejme, že

∀i, j, k ∈ {1, . . . , n} |i− j| < |i− k| : cov (Xi, Xj) ≥ cov (Xi, Xk) ≥ 0.

Tento předpoklad je přirozený, nebot’ očekáváme, že budeme-li mı́t posloup-
nost pozorováńı, pak vliv na dané pozorováńı bude u bližš́ıch pozorováńıch
větš́ı než u vzdáleněǰśıch. Ćılem tedy bude vyřazeńı porovnáńı bĺızkých
veličin v odhadu S2 a t́ım zmenšeńı vychýleńı odhadu S2. Vyjdeme z vyjádřeńı
S2 vztahem (1.4),
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S2 =
1

n

n∑
i=1

(Xi − µ)2 − 1

n(n− 1)

n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

(Xi − µ)(Xj − µ)

=
1

n

n∑
i=1

(Xi − µ)2 − 1

n(n− 1)

n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

(Xi − µ)(Xj − µ)

=
1

2n(n− 1)

n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

((Xi − µ)− (Xj − µ))2

=
1

2n(n− 1)

n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

(Xi −Xj)
2

S2 =
1

n(n− 1)

n∑
i=2

i−1∑
j=1

(Xi −Xj)
2. (1.12)

A nyńı mějme h přirozené menš́ı než n−1, ze sumy na pravé straně můžeme
vypustit členy (Xi − Xj) takové, že i − j ≤ h. Na základě této úvahy
dostaneme následuj́ıćı odhad rozptylu.

Definice 1.10. Pro n ≥ 2 mějme stejně rozdělené náhodné veličiny X1, . . . , Xn,
h celé takové, že 0 ≤ h ≤ n− 2, necht’ Ah := {(i, j) : i, j ∈ N, i > j, i−j > h}
je podmnožina N2. Odhad rozptylu Uh zavedeme následuj́ıćım předpisem:

Uh =
1

(n− h)(n− h− 1)

∑

(i,j)∈Ah

(Xi −Xj)
2. (1.13)

Poznámka. Lze snadno ukázat, že (n−h)(n−h−1) je dvojnásobkem počtu
prvk̊u množiny Ah. Důvodem bude zachovańı nestrannosti u náhodného
výběru, jak bude ukázáno za chv́ıli.

Snadno se lze přesvědčit srovnáńım s rovnost́ı (1.12), že U0 = S2.

Věta 1.11. Necht’ pro n ≥ 2 jsou X1, . . . , Xn stejně rozdělené náhodné
veličiny z rozděleńı s rozptylem σ2, množina Ah je zavedena stejně jako v
definici 1.10, pak lze středńı hodnotu Uh vyjádřit explicitně podle následuj́ıćıho
vztahu.
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E Uh = σ2 − 2

(n− h)(n− h− 1)

∑

(i,j)∈Ah

cov (Xi, Xj). (1.14)

D̊ukaz. Označme µ jako středńı hodnotu rozděleńı ze kterého je daný výběr,
pak

E Uh =
1

(n− 1)(n− h− 1)

∑

(i,j)∈Ah

E (Xi −Xj)
2

=
1

(n− 1)(n− h− 1)

∑

(i,j)∈Ah

E (Xi − µ)2 + E (Xj − µ)2 − 2E (Xi − µ)(Xj − µ)

= σ2 − 2

(n− 1)(n− h− 1)

∑

(i,j)∈Ah

cov (Xi, Xj).

Z předchoźı věty je patrné, že odhad rozptylu pomoćı Uh je nestranný pro
náhodný výběr. Nav́ıc srovnáńım s (1.5) za předpokladu, že všechny kovari-
ance jsou kladné, plat́ı, že vychýleńı odhadu Uh je menš́ı nebo rovno než
vychýleńı odhadu S2.

Nyńı provedeme podobnou konstrukci pro určeńı var Uh a posléze MSE (Uh),
jako u S2. Mějme stejně rozdělené náhodné veličiny X1, . . . , Xn (n ≥ 2) z
rozděleńı o středńı hodnotě µ, označme vektor náhodných veličin XXX = (X1, . . . , Xn),
vektorem XXX − µµµ budu opět rozumět vektor (X1 − µ, . . . , Xn − µ). Hledáme
matici B, takovou, že bude platit rovnice

Uh = (XXX − µµµ)′B(XXX − µµµ). (1.15)

Vyjdu z definice odhadu Uh,

Uh =
1

(n− h)(n− h− 1)

∑

(i,j)∈Ah

(Xi −Xj)
2

=
1

(n− h)(n− h− 1)

n∑

i=h+2

i−h−1∑
j=1

(
(Xi − µ)2 + (Xj − µ)2

)
+

+
2

(n− h)(n− h− 1)

n∑

i=h+2

i−h−1∑
j=1

(Xi − µ)(Xj − µ)
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Uh =
1

(n− h)(n− h− 1)

n∑

i=h+2

(i− h− 1)(Xi − µ)2

+
1

(n− h)(n− h− 1)

n∑

i=h+2

i−h−1∑
j=1

(Xj − µ)2

+
2

(n− h)(n− h− 1)

n∑

i=h+2

i−h−1∑
j=1

(Xi − µ)(Xj − µ)

Uh =
1

(n− h)(n− h− 1)

n∑

i=h+2

(i− h− 1)(Xi − µ)2

+
1

(n− h)(n− h− 1)

n−h−1∑
i=1

(n− h− i)(Xi − µ)2

+
2

(n− h)(n− h− 1)

n∑

i=h+2

i−h−1∑
j=1

(Xi − µ)(Xj − µ).

Na základě tohoto vyjádřeńı již mohu sestavit matici B. Necht’ bij jsou prvky
matice B, pak pro i 6= j

bij =

{
0 pro i, j takové, že i− j ≤ h,

2
(n−h)(n−h−1)

pro i, j takové, že i− j > h

a pro i = j, je třeba rozlǐsit dva př́ıpady v závislosti na volbě h.

Pro h takové, že n−3
2
≥ h

bii =





n−h−i
(n−h)(n−h−1)

pro i takové, že i < h + 1,
n−2h−1

(n−h)(n−h−1)
pro i takové, že i ∈ [h + 2, n− h− 1],

i−h−1
(n−h)(n−h−1)

pro i takové, že i > n− h− 1.

Pro h takové, že n−3
2

< h

bii =





n−h−i
(n−h)(n−h−1)

pro i takové, že i ≤ n− h− 1,

0 pro i takové, že n− h− 1 < i < h + 2,
i−h−1

(n−h)(n−h−1)
pro i takové, že i ≥ h + 2.
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Středńı hodnotu odhadu Uh ponechám ve tvaru uvedeném v (1.14). Rozptyl
Uh ze stejně rozdělených náhodných veličin X1, . . . , Xn z normálńıho rozděleńı
vypočtu pomoćı věty 1.7.

var Uh =
n∑

i=1

n∑
j=1

n∑

k=1

n∑

l=1

bijbkl(rikrjl + rilrjk). (1.16)

A středńı čtvercovou chybu vyjádř́ım pomoćı (1.1).

MSE (Uh) = var Uh + (E Uh − θ)2. (1.17)

1.3 Odhad rozptylu pomoćı odhadu Tm a T̂m

Následuj́ıćı odhad bude odvozen pro slabě stacionárńı posloupnosti náhodných
veličin.

Definice 1.12. Necht’ X1, . . . , Xn jsou náhodné veličiny o středńı hodnotě µ,
pak posloupnost náhodných veličin X1, . . . , Xn nazývám slabě stacionárńı,
jestliže existuje funkce r(k) pro k ∈ {−n + 1, . . . , 0, . . . , n− 1} taková, že

∀k ∈ {−n + 1, . . . , 0, . . . , n− 1} ∀i, j ∈ N ; i, j ≤ n; i− j = k : r(k) = cov (Xi, Xj).

Takovou funkci budu nazývat autokovariančńı funkce.

Poznámka. Z vlastnost́ı kovariance snadno plyne, že r(−k) = r(k), nav́ıc
plat́ı var Xi = r(0) a tedy náhodné veličiny ve stacionárńı posloupnosti maj́ı
stejný rozptyl.

Předpokládejme tedy, že máme takovou autokovariančńı funkci a vyjdeme
ze vztahu (1.5), tj.:

E S2 = σ2 − 1

n(n− 1)

n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

cov (Xi, Xj)

= σ2 − 1

n(n− 1)

n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

r(i− j)

= σ2 − 1

n(n− 1)

n−1∑

k=−n+1

(n− |k|)r(k).
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A z předcházej́ıćı poznámky plyne

= σ2 − 2

n(n− 1)

n−1∑

k=1

(n− |k|)r(k).

Pokuśıme se odhadnout některé hodnoty r(k) následuj́ıćım odhadem r̂(k):

r̂(k) =
1

n− k

n−k∑
i=1

(Xi −X)(Xi+k −X). (1.18)

Poznámka. Tento odhad autokovariančńı funkce bĺıže popsal Wilks v [3].

Definice 1.13. Necht’ n ≥ 2 a X1, . . . , Xn je slabě stacionárńı posloup-
nost stejně rozdělených náhodných veličin, necht’ m je přirozené takové, že
m < n, necht’ S2 je výběrový rozptyl definován vztahem (1.3) a necht’ r̂(k)
je definováno vztahem (1.18), pak odhad Tm definuji předpisem:

Tm = S2 +
2

n(n− 1)

m∑

k=1

(n− k)r̂(k). (1.19)

Nyńı, stejně jako v předcházej́ıćıch př́ıpadech, uvažujme náhodný vektor
XXX = (X1, . . . , Xn) a hledejme matici C takovou, že bude platit

Tm = (XXX − µµµ)′C(XXX − µµµ).
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Nejprve uprav́ıme odhad Tm.

Tm = S2 +
2

n(n− 1)

m∑

k=1

n−k∑
i=1

(Xi −X)(Xi+k −X)

= S2 +
2

n(n− 1)

m∑

k=1

n−k∑
i=1

(
(Xi − µ)− (X − µ)((Xi − µ)− (X − µ)

)

= S2 +
2

n(n− 1)

m∑

k=1

n−k∑
i=1

(Xi − µ)(Xi+k − µ)− (Xi − µ)(X − µ)−

− (X − µ)(Xi+k) + (X − µ)2.

Tm = S2 +
2

n(n− 1)

m∑

k=1

n−k∑
i=1

(Xi − µ)(Xi+k − µ)− 1

n
(Xi − µ)

(
n∑

j=1

(Xj − µ)

)
−

− 1

n
(Xi+k − µ)

(
n∑

j=1

(Xj − µ)

)
+ (X − µ)2.

A budeme hledat matice Pi,k, Qi,k, Ri,k, Si,k, takové, že

(XXX − µµµ)′Pi,k(XXX − µµµ) = (Xi − µ)(Xi+k − µ),

(XXX − µµµ)′Qi,k(XXX − µµµ) = − 1

n

n∑
j=1

(Xi − µ)(Xj − µ),

(XXX − µµµ)′Ri,k(XXX − µµµ) = − 1

n

n∑
j=1

(Xi+k − µ)(Xj − µ),

(XXX − µµµ)′Si,k(XXX − µµµ) =
1

n2

n∑
i=1

n∑
j=1

(Xi − µ)(Xj − µ).

Matice Pi,k bude mı́t pouze na pozici [i, i + k] hodnotu 1 a všude jinde bude

mı́t hodnotu 0. A tedy necht’ pab jsou prvky matice
∑m

k=1

∑n−k
i=1 Pi,k, pak

pab =

{
1 pro 1 ≤ b− a ≤ m,

0 jinak.

Matice Qi,k bude mı́t v i-tém řádku hodnotu − 1
n

a jinde 0 a tedy necht’ qab

jsou prvky matice
∑m

k=1

∑n−k
i=1 Qi,k, pak
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qab =

{
−m

n
pro a ≤ n−m,

−n−a
n

pro a ≥ n−m + 1.

Matice Ri,k bude mı́t v (i+k)-tém řádku hodnotu − 1
n

a jinde 0 a tedy necht’

rab jsou prvky matice
∑m

k=1

∑n−k
i=1 Ri,k, pak

rab =

{
−m

n
pro a ≥ m + 1,

−a−1
n

pro a ≤ m.

Matice Si,k bude mı́t na všech pozićıch hodnotu 1
n2 a tedy necht’ sab jsou

prvky matice
∑m

k=1

∑n−k
i=1 Si,k, pak

sab =
m(2n−m− 1)

2n2
.

Pro zjednodušeńı výpočtu ještě vyjadř́ım prvky matice

T :=
m∑

k=1

n−k∑
i=1

(Qi,k + Ri,k).

Tyto prvky označ́ım tab. Pro jejich vyjádřeńı je třeba rozdělit situaci na dva
př́ıpady v závislosti na m.

Pro m ≤ n−1
2

dostáváme

tab =





−m+a−1
n

pro a < m,

−2m
n

pro m ≤ a ≤ n−m,

−n+m−a
n

pro n−m < a.

Pro m > n−m dostáváme

tab =





−m+a−1
n

pro a ≤ n−m,

−n−1
n

pro n− 1 < a < m + 1,

−m+n−a
n

pro a ≥ m + 1.

Poznámka. Sč́ıtat ostatńı matice nemá význam, nebot’ výpočet nijak neulehč́ı.

Mějme matici A zavedenou pro S2 pomoćı (1.6). Potom lze matice C vyjádřit
součtem matic A,P, T, S jako
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C = A +
2

n(n− 1)
(P + T + S). (1.20)

Následuj́ıćı věta shrnuje výpočet středńı hodnoty a rozptylu pro odhad Tm.

Věta 1.14. Necht’ pro n ≥ 2 je X1, . . . , Xn slabě stacionárńı posloupnost
stejně rozdělených náhodných veličin, cij jsou prvky matice C z rovnice
(1.20), rij prvky variančńı matice vektoru (X1, . . . , Xn), pak středńı hodnota
odhadu Tm z definice 1.13 lze vyjádřit jako

ETm =
n∑

i=1

n∑
j=1

cijrij.

Jsou-li nav́ıc X1, . . . , Xn náhodné veličiny s normálńım rozděleńım, pak

var Tm =
n∑

i=1

n∑
j=1

n∑

k=1

n∑

l=1

cijckl(rikrjl + rilrjk).

D̊ukaz. Vyjádřeńı středńı hodnoty plyne aplikaćı vztahu (1.8) ve větě 1.7
na odhad Tm. Pro určeńı rozptylu odhadu Tm z X1, . . . , Xn s normálńım
rozděleńım, aplikujeme vztah (1.9).

Výpočet středńı čtvercové chyby pro X1, . . . , Xn z normálńıho rozděleńı
provedeme stejně jako u předcházej́ıćıch odhad̊u ze vztahu (1.1), tj.:

MSE (Tm) = var Tm + (E Tm − θ)2. (1.21)

Nyńı se pod́ıvejme, jak je to s nestrannost́ı pro X1, . . . , Xn nezávislé
stejně rozdělené veličiny.

Věta 1.15. Necht’ pro n ≥ 2 je X1, . . . , Xn slabě stacionárńı posloupnost
náhodných veličin s rozptylem σ2, pak pro středńı hodnotu odhadu Tm plat́ı

E Tm = σ2

(
1 +

m2 − 2mn + m

n2(n− 1)

)
.

D̊ukaz. Z nezávislosti dostáváme pro prvky rij variančńı matice (X1, . . . , Xn)

rij =

{
σ2 pro i = j,

0 pro i 6= j.
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A tedy z maticového vyjádřeńı středńı hodnoty Tm (1.14) dostáváme

E Tm =
n∑

i=1

n∑
j=1

cijrij = σ2

n∑
i=1

cii.

Z (1.20) v́ıme, že cii = aii+
2

n(n−1)
(pii+tii+sii), snadno se můžeme přesvědčit,

že

n∑
i=1

pii = 0

n∑
i=1

aii = σ2

n∑
i=1

sii =
m(2n−m− 1)

2n

n∑
i=1

tii =
2m(m− n) + (1−m)m

n

a tedy pro středńı hodnotu po úpravách dostáváme

E Tm = σ2

n∑
i=1

cii = σ2

(
1 +

m2 − 2mn + m

n2(n− 1)

)
.

Proto vhodně odhad přenásob́ıme, abychom v př́ıpadě nezávislých X1, . . . , Xn

stejně rozdělených náhodných veličin źıskali odhad nestranný, tento odhad
označ́ım T̂m.

Definice 1.16. Necht’ pro n ≥ 2 je X1, . . . , Xn slabě stacionárńı posloup-
nost, necht’ m je přirozené takové, že m < n, necht’ Tm je odhad rozptylu
definován v 1.13, pak odhad T̂m definuji předpisem:

T̂m =
n2(n− 1)

m2 − 2mn + m + n2(n− 1)
Tm.
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Tento odhad je již nestranný pro X1, . . . , Xn nezávislé stejně rozdělené veličiny.
Momenty urč́ım snadno z moment̊u Tm.

E T̂m =
n2(n− 1)

m2 − 2mn + m + n2(n− 1)
E Tm,

var T̂m =

(
n2(n− 1)

m2 − 2mn + m + n2(n− 1)

)2

var Tm.

A středńı čtvercovou chybu pomoćı vztahu (1.1).

MSE (T̂m) = var T̂m + (E T̂m − σ2)2.
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Kapitola 2

Odhady rozptyl̊u pro konkrétńı
př́ıpady

Ćılem této kapitoly bude zavést několik základńıch tvar̊u autokovariančńı
funkce, vyjádřit středńı hodnotu odhad̊u S2 a Uh pro exponenciálńı tvar
autokovariančńıch funkćı. A provést výpočty středńıch hodnot a středńıch
čtvercových chyb odhad̊u pro některé konkrétńı př́ıpady.

2.1 Autokovariančńı funkce

Mějme X1, . . . , Xn stejně rozdělené náhodné veličiny s roztylem σ2 a pod́ıvejme
se nyńı na některé tvary autokovariančńı funkce.

Necht’ |ρ| < 1 je nenulový reálný parametr, pak autokovariančńı funkci
budu nazývat exponenciálńı, jestliže je dána předpisem

r(k) = σ2ρk.
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Tato autokovariančńı funkce bude mı́t pro σ2 = 1 v závislosti na volbě ρ
následuj́ıćı tvar podle k.

2 4 6 8 10

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

k

r(
k)

ρ = 0.95

ρ = 0.7

ρ = 0.3

ρ = 0.01

Pod́ıvejme se nyńı na tvar středńı hodnoty odhad̊u S2 a Uh.

Věta 2.1. Necht’ pro n ≥ 2 jsou X1, . . . , Xn stejně rozdělené náhodné
veličiny s exponenciálńı autokovariančńı funkćı, pak středńı hodnoty odhad̊u
rozptylu Uh a S2 lze vyjádřit jako

E S2 = σ2

(
1− 2ρ(ρn − 2ρ + 1)

n(n− 1)(ρ− 1)2

)
,

E Uh = σ2

(
1− 2ρh+1(ρn−h − 2ρ + 1)

(n− h)(n− h− 1)(ρ− 1)2

)
.
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D̊ukaz. Nejprve vyjádř́ım
∑n

i=h+2

∑i−h−1
j=1 cov (Xi, Xj) jako

n∑

i=h+2

i−h−1∑
j=1

cov (Xi, Xj) = σ2

n∑

i=h+2

i−h−1∑
j=1

ρ|i−j|

= σ2

n∑

i=h+2

ρh+1ρi−h−1 − 1

ρ− 1

= σ2

(
ρh+1(ρn−h − 2ρ + 1)

(ρ− 1)2

)
.

A tedy z (1.14) dostáváme pro E Uh

E Uh = σ2

(
1− 2ρh+1(ρn−h − 2ρ + 1)

n(n− 1)(ρ− 1)2

)
.

A ze vztahu S2 = U0 dostáváme snadnou úpravou

E S2 = σ2

(
1− 2ρ(ρn − 2ρ + 1)

(n− h)(n− h− 1)(ρ− 1)2

)
.

Daľśı autokovariančńı funkci budu nazývat gaussovská a bude dána vz-
tahem

r(k) = σ2e−a|k|2 , kde a > 0 je reálný parametr. (2.1)
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Tato autokovariančńı funkce bude mı́t pro σ2 = 1 v závislosti na volbě a
následuj́ıćı tvar podle k.

2 4 6 8 10

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

k

r(
k)

a = 0.1

a = 0.001

a = 0.01

a = 1

a = 10

Následuj́ıćı autokovariančńı funkci budu nazývat hyperbolická a bude
dána předpisem

r(k) = σ2 1

1 + |k|
a

, kde a > 0 je reálný parametr. (2.2)
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Tato autokovariančńı funkce bude mı́t pro σ2 = 1 v závislosti na volbě a
následuj́ıćı tvar podle k.

2 4 6 8 10

0.
0

0.
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0.
4

0.
6

0.
8

1.
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Necht’ a ≥ 0 je reálný parametr. Daľśı autokovariančńı funkci budu
nazývat sférická a bude dána předpisem

r(k)

{
σ2

(
1− 3|k|

2a
+ |k|3

a3

)
pro |k| ≤ a,

0 jinak.
(2.3)

Poznámka. Význam omezeńı na |k| ≤ a je zachováńı monotonie pro k
kladná, resp. záporná.
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Tato autokovariančńı funkce bude mı́t pro σ2 = 1 v závislosti na volbě a
následuj́ıćı tvar podle k.
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2.2 Odhady rozptylu pro pozorováńı z normálńıho

rozděleńı

Nyńı budeme předpokládat, že máme pro n ≥ 2 slabě stacionárńı posloup-
nost náhodných veličin X1, . . . , Xn ze stejného normálńıho rozděleńım a
porovnáme výsledky výpočt̊u teoretických středńıch hodnot a středńıch čtvercových
chyb pro r̊uzné volby autokovariančńıch funkćı a jejich parametr̊u. Výpočty
jsem provedl v programu R.2.2.0.
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Zvolme parametry následovně

σ2 = 1 rozptyl náhodných veličin

n = 20 počet náhodných veličin.

Pro volbu exponenciálńı autokovariančńı funkce s parametrem ρ, jsem źıskal
následuj́ıćı výsledky,

Pro volbu ρ = 0.30

ρ = 0.30 S2 σ̂2 U1 T2 T̂2

Středńı hodnota 0.958 0.910 0.987 0.979 0.988
Středńı čtvercová chyba 0.115 0.110 0.127 0.128 0.130

Poznámka. Volby dolńıch index̊u u odhad̊u Uh, Tm a T̂ jsou pouze orientačńı,
tyto odhady budou podrobněji popsány dále.

Nyńı porovnáme středńı hodnoty a středńı čtvercové chyby pro r̊uzné hod-
noty h v odhadu Uh pro volbu ρ = 0.3.

h 1 2 3 4 10 15 18
E Uh 0.9867 0.9958 0.9986 0.9995 1.0000 1.0000 1.0000

MSE Uh 0.1271 0.1345 0.1394 0.1438 0.2233 0.5432 2.0000
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Z grafu středńı čtvercové chyby je patrné, že volba velkého h je zcela nevhodná.

Nyńı porovnáme středńı hodnoty a středńı čtvercové chyby pro r̊uzné hod-
noty m v odhadu Tm a T̂m pro volbu ρ = 0.3.

m 1 2 4 5 6 15 19
E Tm 0.9789 0.9787 0.9658 0.9587 0.9520 0.9141 0.9102

E T̂m 0.9838 0.9883 0.9839 0.9807 0.9775 0.9595 0.9581
MSE Tm 0.1247 0.1279 0.1265 0.1247 0.1228 0.1113 0.1104

MSE T̂m 0.1258 0.1301 0.1303 0.1291 0.1275 0.1162 0.1152
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Nejmenš́ı středńı čtvercové chyby pro volbu ρ = 0.30 vykazuje odhad σ̂2. Nej-
menš́ı vychýleńı pak nab́ıźı odhad U18, ten je však nevhodný kv̊uli nepřiměřeně
velké středńı čtvercové chybě, proto bych doporučil použ́ıt odhad U1, nebo
T̂2, je-li vyžadováno malé vychýleńı.

Výsledky pro malou hodnotu ρ. Kovariance budou tedy velmi bĺızko nule.

ρ = 0.01 S2 σ̂2 U2 T5 T̂5

Středńı hodnota 0.999 0.949 1.000 0.977 1.000
Středńı čtvercová chyba 0.105 0.097 0.107 0.102 0.107

Výsledky pro vysokou hodnotu ρ. Kovariance bĺızké hodnotě rozptylu, tj.
korelačńı koeficienty budou bĺızké jedné.

ρ = 0.95 S2 σ̂2 U2 T5 T̂5

Středńı hodnota 0.283 0.269 0.334 0.334 0.342
Středńı čtvercová chyba 0.565 0.581 0.521 0.528 0.522

Za povšimnut́ı stoj́ı výsledek u odhadu σ̂2, ukazuje se, že při vysokých
závislostech v pozorováńı se stává tento odhad jak po stránce středńı hod-
noty, tak po stránce středńı čtvercové chyby nejhorš́ım, ale ani ostatńı odhady
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nejsou př́ılǐs dobré.

Pod́ıvejme se nyńı na výsledky při volbě gaussovské autokovariančńı funkce
s parametrem a = 0.1.

a = 0.1 S2 σ̂2 U2 T3 T̂3

Středńı hodnota 0.784 0.743 0.922 0.897 0.910
Středńı čtvercová chyba 0.308 0.301 0.385 0.382 0.391

Speciálně pro odhady Uh

h 1 2 3 4 10 15 18
E Uh 0.8599 0.9223 0.9634 0.9855 0.9999 1.0000 1.0000

MSE Uh 0.3380 0.3847 0.4372 0.4864 0.8015 1.4537 2.0000
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A pro odhady Tm a T̃m

m 1 2 3 4 5 15 19
E Tm 0.8474 0.8853 0.8972 0.8912 0.8763 0.7523 0.7443

E T̂m 0.8517 0.8940 0.9102 0.9080 0.8963 0.7897 0.7835
MSE Tm 0.3330 0.3614 0.3822 0.3915 0.3907 0.3048 0.3013

MSE T̂m 0.3349 0.3663 0.3905 0.4026 0.4035 0.3125 0.3083
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Stejně jako pro exponenciálńı autokovariančńı funkci s parametrem ρ = 0.3
dostáváme nejmenš́ı čtvercovou chybu při použit́ı σ̂2, ale za cenu nepř́ıjemného
vychýleńı. Naproti tomu nejmenš́ıho vychýleńı s přijatelnou středńı čtvercovou
chybou dosahuj́ı odhady U2 a T̂3.
Výsledky pro volbu malého parametru a, kdy budou náhodné veličiny mı́t
kovariance bĺızké 0, a pro volbu velkého parametru a, kdy budou kovariance
bĺızké hodnotě rozptylu, neuvád́ım nebot’ jsou téměř totožné s výsledky pro
exponenciálńı autokovariančńı funkci s př́ıslušným parametrem ρ.
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