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s použit́ım citovaných pramen̊u. Souhlaśım se zap̊ujčováńım práce a jej́ım
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Literatura 37

4
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Abstrakt: Tato práce se zabývá kopulovými funkcemi a jejich aplikacemi
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Kapitola 1

Úvod

Teorie 2-dimenzionálńıch rozděleńı je v současné době velmi d̊uležitá ve fi-
nančńı matematice, speciálně v bankovnictv́ı se stále častěji v souvislosti
s odhadováńım celkového rizika objevuje pojem kopula. Kopulová funkce
nab́ıźı nový teoretický pohled na v́ıcerozměrné modelováńı, což s sebou
přináš́ı i d̊uležité praktické aplikace. Odhady pomoćı kopul jsou sice v́ıce
komplikované než jiné metody, ale jsou přesněǰśı a tedy mohou mı́t větš́ı
uplatněńı.

Základńı myšlenkou je, že sdružená distribučńı funkce může být rozdělena
na marginály a funkci nazývanou kopula, která zcela určuje jejich vzájemný
vztah. Slovo kopula pocháźı z anglického coupling - spojeńı, tedy intui-
tivně kopula spojuje marginálńı rozděleńı určitým vztahem a společně tvoř́ı
sdružené rozděleńı.

K nalezeńı sdružené distribučńı funkce tedy potřebujeme znát marginálńı
rozděleńı a kopulovou funkci. Jak odhadnout marginálńı rozděleńı a jak zvo-
lit správnou kopulovou funkci jsou otázky, jimiž se bude tato bakalářská
práce zabývat.
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Kapitola 2

Základńı pojmy

Na začátek zaved’me některé základńı pojmy, které budou v daľśıch kapi-
tolách běžně použ́ıvány.
Uvažujme náhodné veličiny X1, X2 definované na stejném pravděpodobnostńım
prostoru (Ω, A, P).

Definice 1 Náhodný vektor X = (X1, X2)
T definujeme jako měřitelné zob-

razeńı prostoru (Ω, A,P) do (R2, B2), kde R2 je 2-rozměrný euklidovský pro-
stor a B2 systém jeho borelovských podmnožin.

Distribučńı funkce je funkce F s definičńım oborem R∗ taková, že
F je neklesaj́ıćı, F (−∞) = 0, a F (+∞) = 1.

Sdružená distribučńı funkce FX1,X2 veličin X1, X2 je dána vztahem
FX1,X2 = P (X1 < x1, X2 < x2) . J́ı odpov́ıdaj́ıćı mı́ra Q na (R2, B2) se
nazývá sdružené rozděleńı veličin X1, X2.

Sdružená hustota fX1,X2 je nezáporná funkce, která pro každou dvojici
X1, X2 splňuje

FX1,X2(x1, x2) =
∫ x1

−∞

∫ x2

−∞
fX1,X2(u1, u2)du1du2,

a tedy existuje-li hustota, má FX1,X2 skoro všude derivaci a plat́ı

∂2FX1,X2(x1, x2)

∂x1x2
= fX1,X2(x1, x2) s.v.

Definice 2 Vyjádř́ıme-li náhodný jev (X1 < x1) pro libovolné x1 jako limitu
monotónńı posloupnosti náhodných jev̊u, dostaneme marginálńı distribučńı
funkci náhodné veličiny X1 danou vztahem

FX1(x1) = lim
x1→∞

FX1,X2(x1, x2).
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Podobně pro marginálńı distribučńı funkci náhodné veličiny X2 plat́ı

FX2(x2) = lim
x2→∞

FX1,X2(x1, x2).

Definice 3 Marginálńı hustota náhodné veličiny X1 je dána vzorcem

fX1(x1) =
∫ ∞

−∞
fX1,X2(x1, u)du.

Podobně pro marginálńı distribučńı funkci náhodné veličiny X2 plat́ı

fX2(x2) =
∫ ∞

−∞
fX1,X2(u, x2)du.

Existuje-li sdružená hustota, existuj́ı i jednoznačně určené marginálńı
hustoty. Obráceně to však neplat́ı, r̊uzná sdružená rozděleńı mohou mı́t
stejná marginálńı rozděleńı.

Problém, jak definovat všechna sdružená rozděleńı, pokud známe mar-
ginálńı rozděleńı, řeš́ı kopulová funkce.

8



Kapitola 3

Kopuly

Definice 4 2-dimenzionálńı kopula je funkce C : [0, 1]2 → [0, 1] splňuj́ıćı
následuj́ıćı vlastnosti:

1. pro každé u, v ∈ [0, 1] plat́ı C(u, 0) = 0 = C(0, v) a C(u, 1) = u

a C(1, v) = v

2. pro každé dva body (u1, u2) a (v1, v2) z [0, 1]2 splňuj́ıćı podmı́nky
u1 ≤ v1 a u2 ≤ v2 plat́ı C(v1, v2)−C(v1, u2)−C(u1, v2)+C(u1, u2) ≥ 0

[3], str.8

3.1 Vlastnosti kopul

Uved’me některé základńı vlastnosti kopulových funkćı. Necht’ C je 2-dimen-
zionálńı kopula a Df je jej́ı definičńı obor.

• Označme M(u, v) = min(u, v) a W (u, v) = max(u + v − 1, 0). Potom
pro každou kopulu C a každý bod (u, v) ∈ [0, 1]2 plat́ı

W (u, v) ≤ C(u, v) ≤ M(u, v).

Funkce M a W jsou kopuly, přitom M je horńı a W dolńı Fréchetova-
Hoeffdingova mez .
Graf kopuly je souvislá plocha z = C(u, v) lež́ıćı uvnitř jednotkové
krychle mezi grafy Fréchetovy-Hoeffdingovy horńı a dolńı meze, tj.
mezi plochami z = M(u, v) a z = W (u, v).
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Dolní Fréchetova−Hoeffdingova mez

• Pro všechny u1, u2, v1, v2 ∈ Df(C) plat́ı

|C(u2, v2) − C(u1, v1)| ≤ |u2 − u1| + |v2 − v1| .

Tedy C je stejnoměrně spojitá na svém definičńım oboru.

• Necht’ a je č́ıslo nálež́ıćı do [0, 1]. Potom
vodorovný řez kopulou v bodě a je funkce z [0, 1] do [0, 1] daná předpisem
t 7→ C(t, a),
svislý řez kopulou v bodě a je funkce z [0, 1] do [0, 1] daná předpisem
t 7→ C(a, t),
diagonálńı řez kopulou v bodě a je funkce δC z [0, 1] do [0, 1] definovaná
jako δC(t) = C(t, t).
Vodorovný, svislý a diagonálńı řez kopulou C jsou neklesaj́ıćı a stej-
noměrně spojité funkce na [0,1].

• Pro každé v ∈ [0, 1] existuje parciálńı derivace ∂C
∂u

pro skoro všechna u

a pro tato v a u plat́ı

0 ≤ ∂

∂u
C(u, v) ≤ 1.

Podobně pro každé u ∈ [0, 1] existuje parciálńı derivace ∂C
∂v

pro skoro
všechna v a pro tato u a v plat́ı

0 ≤ ∂

∂v
C(u, v) ≤ 1.
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Nav́ıc funkce u 7→ ∂C
∂v

a v 7→ ∂C
∂u

jsou definovány a jsou neklesaj́ıćı
skoro všude na [0, 1].

3.2 Sklarova věta

Tato věta je v teorii kopul považována za základńı a je často citována
v mnoha publikaćıch.

Věta 5 Necht’ H je sdružená distribučńı funkce s marginálńımi distribučńımi
funkcemi F a G. Potom existuje kopula C tak, že pro všechna x, y ∈ R∗ je

H(x, y) = C(F (x), G(y)).

Pokud F a G jsou spojité, pak C je určena jednoznačně. Pokud C je kopula
a F , G jsou jednorozměrné distribučńı funkce, pak H(x, y) = C(F (x), G(y))
je sdružená distribučńı funkce s marginály F a G.

[3], str.15
Ze Sklarovy věty je vidět, že spojité 2-rozměrné rozděleńı lze vyjádřit po-
moćı 1-rozměrných marginál̊u a jejich vzájemné závislosti, která může být
reprezentována kopulou.

Definice 6 Necht’ F je nějaká distribučńı funkce. Pak funkce F−1 daná
předpisem F−1(u) = inf{x : F (x) ≥ u} = sup{x : F (x) ≤ u}, u ∈ [0, 1] se
nazývá kvantilová funkce odpov́ıdaj́ıćı distribučńı funkci F .

Plat́ı F (F−1(u)) = u. Hodnoty F−1(u) se nazývaj́ı kvantily. Je-li F rostoućı,
pak F−1 je obyčejná inverzńı funkce k F .
Nyńı s použit́ım Sklarovy věty můžeme napsat následuj́ıćı d̊usledek.

Věta 7 Necht’ H je sdružená distribučńı funkce s marginály F a G, které
jsou spojité. Necht’ F−1 a G−1 jsou kvantilové funkce F a G a necht’ pro
všechna x, y ∈ R∗ je H(x, y) = C(F (x), G(y)). Potom pro všechny (u, v) ∈
Df(C) plat́ı

C(u, v) = H(F−1(u), G−1(v)).

[3], str.19
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Kapitola 4

Kopula a náhodné veličiny

4.1 Nezávislé náhodné veličiny

Náhodnou veličinu X(ω) definujeme jako měřitelnou funkci z (Ω, A,P) do
(R, B), kde R je reálná př́ımka a B systém jej́ıch borelovských množin.

Definice 8 Necht’ X a Y jsou náhodné veličiny s distribučńımi funkcemi F

a G a sdruženou distribučńı funkćı H. Př́ıslušnou kopulu splňuj́ıćı Sklarovu
větu nazveme kopulou náhodných veličin X a Y , znač́ıme CXY .

Věta 9 Definujme kopulu Π(u, v) = uv. Potom plat́ı, že X a Y jsou nezávislé,
právě když CXY = Π.

[3], str. 21

4.2 Transformace

Mnoho d̊uležitých poznatk̊u o kopulách čerpá z faktu, že při transformaci po-
moćı ryze rostoućı funkce se kopula bud’ neměńı, nebo se měńı předv́ıdatel-
ným zp̊usobem. Tedy jinak řečeno pokud je distribučńı funkce náhodné
veličiny X spojitá a α je rostoućı funkce, jej́ıž definičńı obor zahrnuje Df(X),
pak distribučńı funkce náhodné veličiny α(X) je také spojitá.
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Věta 10 Necht’ X a Y jsou spojité náhodné veličiny s kopulou CXY . Pokud
α a β jsou rostoućı funkce, pak

Cα(X)β(Y ) = CXY .

[3], str.22

Tedy CXY se neměńı při transformaci náhodných veličin X a Y rostoućımi
funkcemi α a β.

Pokud je aspoň jedna z funkćı α, β klesaj́ıćı, potom kopula náhodných
veličin α(X), β(Y ) je jednoduchou transformaćı kopuly CXY :

Věta 11 Necht’ X, Y jsou spojité náhodné veličiny s kopulou CXY a α, β

jsou ryze monotónńı funkce na Df(X) a Df(Y ). Potom plat́ı

1. jestlǐze je α rostoućı a β klesaj́ıćı, tak
Cα(X)β(Y )(u, v) = u − CXY (u, 1 − v)

2. jestlǐze je α klesaj́ıćı a β rostoućı, tak
Cα(X)β(Y )(u, v) = v − CXY (1 − u, v)

3. jestlǐze je α i β klesaj́ıćı, tak
Cα(X)β(Y )(u, v) = u + v − 1 + CXY (1 − u, 1 − v)

[3], str.22

Jak již bylo zmı́něno, pro každé v ∈ [0, 1] existuje parciálńı derivace ∂C
∂u

pro skoro všechna u a pro taková u je 0 ≤ ∂
∂u

C(u, v) ≤ 1. Tuto vlastnost
nyńı použijeme.

Definice 12 Necht’ C(u, v) = AC(u, v) + SC(u, v), kde
AC(u, v) =

∫ u
0

∫ v
0

∂2

∂s∂t
C(s, t)dtds a SC(u, v) = C(u, v) − AC(u, v).

• Pokud C = AC na [0, 1]2 (tedy chápeme C jako sdruženou distribučńı

funkci, která má sdruženou hustotu danou vzorcem ∂2C(u,v)
∂u∂v

), tak ř́ıkáme,
že C je tvořena absolutně spojitou část́ı.

• Pokud C = SC na [0, 1]2 (tedy ∂2C(u,v)
∂u∂v

= 0 skoro všude na [0, 1]2), tak
ř́ıkáme, že C je tvořena singulárńı část́ı.

Tedy C se skládá z absolutně spojité a singulárńı části. Ani jedna část však
samostatně netvoř́ı kopulu.
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4.3 Fréchetovy-Hoeffdingovy meze

V d̊usledku Sklarovy věty pro náhodné veličiny můžeme psát Fréchetovy-
Hoeffdingovy meze jako

max(F (x) + G(y) − 1, 0) ≤ H(x, y) ≤ min(F (x), G(y))

pro všechna x, y ∈ R∗, kde H je sdružená distribučńı funkce a F, G jej́ı
marginály.

4.4 Kopuly přežit́ı

V mnoha aplikaćıch reprezentuj́ı náhodné veličiny dobu životnosti jedinc̊u
nebo objekt̊u v nějaké populaci.

Definice 13 Pravděpodobnost, že se jedinec dožije času x, je určena funkćı
přežit́ı F (x) = P [X > x] = 1−F (x), kde F (x) je distribučńı funkce X. Pro
dvojici nezávislých náhodných veličin X, Y se sdruženou distribučńı funkćı
H je funkce přežit́ı dána jako H(x, y) = P [X > x, Y > y].

Marginály jsou H(x,−∞) = F (x) a H(−∞, y) = G(y).

Nyńı se můžeme ptát, zda existuje nějaký vztah mezi jednorozměrnými
a sdruženými funkcemi přežit́ı podobně, jako byl zaveden ve Sklarově větě
pro distribučńı funkce.

Předpokládejme, že C je kopula náhodných veličin X, Y . Potom máme
H(x, y) = P [X > x, Y > y] = (1 − F (x))(1 − G(y)) = 1 − F (x) − G(y) +
H(x, y) = F (x) + G(y) − 1 + C(F (x), G(y)) = F (x) + G(y) − 1 + C(1 −
F (x), 1 − G(y)),
tedy pokud polož́ıme Ĉ : [0, 1]2 → [0, 1], Ĉ(u, v) = u+v−1+C(1−u, 1−v),
tak dostáváme

H(x, y) = Ĉ(F (x), G(y)).

Ĉ je kopula, nazýváme ji kopula přežit́ı náhodných veličin X a Y . Ĉ

má v tomto př́ıpadě úplně stejnou funkci, jakou měla kopula C v př́ıpadě
distribučńıch funkćı.
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4.5 Uspořádáńı

Jak už bylo řečeno, nerovnost W (u, v) ≤ C(u, v) ≤ M(u, v) plat́ı pro každou
kopulu C, proto se nab́ıźı zavedeńı následuj́ıćıho uspořádáńı kopul.

Definice 14 Pokud C1 a C2 jsou kopuly, tak řekneme, že C1 je menš́ı než
C2 (C2 je věťśı než C1), pokud C1(u, v) ≤ C2(u, v) pro všechna u, v ∈ [0, 1].
Znač́ıme C1 ≺ C2.

Můžeme tedy ř́ıct, že Fréchetova-Hoeffdingova horńı mez je vždy větš́ı a
Fréchetova-Hoeffdingova dolńı mez je vždy menš́ı než jakákoliv kopula. Toto
částečné uspořádáńı se naývá konkordančńı uspořádáńı. Částečné proto,
že ne vždy lze kopuly porovnávat. Naštěst́ı existuj́ı rodiny kopul, v rámci
kterých lze kopuly zcela porovnat. Taková rodina kopul {Cθ} s jedńım pa-
rametrem se jmenuje pozitivně uspořádaná, pokud Cθ1 ≺ Cθ2 vždy, když
θ1 ≤ θ2 a negativně uspořádaná, pokud Cθ1 ≻ Cθ2 vždy, když θ1 ≤ θ2.

4.6 Generováńı jev̊u

Jednou z prvńıch aplikaćı kopul je generováńı jednotlivých pozorováńı (x, y)
z náhodných vektor̊u (X, Y ) s daným sdruženým rozděleńım. Tato pozo-
rováńı potom mohou být použita ke studiu matematických model̊u reálných
systémů nebo ve statistických studíıch.
Algoritmus źıskáńı jevu x z náhodné veličiny X s distribučńı

funkćı F

1. Vygeneruj veličinu u, která má rovnoměrné rozděleńı na (0, 1).

2. Dosad’ x := F−1(u), kde F−1 je kvantilová funkce F .

Źıskáńı jevu (x, y) z náhodného vektoru (X, Y ) se sdruženou dis-

tribučńı funkćı H pomoćı kopuly

S použit́ım Sklarovy věty v́ıme, že potřebujeme źıskat pozorováńı (u, v)
náhodných veličin (U, V ) s rovnoměrným rozděleńım na (0, 1) tak, aby je-
jich sdružená distribučńı funkce byla CXY . Potom už stač́ı použ́ıt předchoźı
algoritmus.
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Metoda podmı́něného rozděleńı:

Označme

cu(v) := P [V ≤ v|U = u] = lim
∆→0

C(u + ∆u, v) − C(u, v)

∆u
=

∂C(u, v)

∂u

Kroky:

1. Generuj dvě nezávislé veličiny u, t s rovnoměrným rozděleńım na (0, 1)

2. Dosad’ v := c−1
u (t), kde c−1

u znač́ı kvantilovou funkci cu

3. Požadovaná dvojice je (u, v)
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Kapitola 5

Mı́ry závislosti

Kopuly nab́ıźı přirozený zp̊usob, jak zkoumat závislost dvou náhodných
veličin. Velkou výhodou je i to, že při ryze monotónńı transformaci se vlast-
nosti kopuly neměńı. Jinou mı́rou závislosti je lineárńı korelace, která se
pro svou jednoduchost v praxi použ́ıvá nejčasteji. Ta ale vede ke správným
výsledk̊um jen v př́ıpadě lineárńı závislosti.

5.1 Lineárńı korelace

Definice 15 Bud’ (X, Y )T náhodný vektor s konečnými nenulovými roz-
ptyly. Potom lineáńı korelace pro vektor (X, Y )T je dána vztahem

ρ(X, Y ) =
cov(X, Y )√
varX

√
varY

,

kde cov(X, Y ) = EXY − EXEY je kovariance náhodného vektoru (X, Y )T

a varX, varY jsou rozptyly X a Y .

Lineárńı korelace je mı́ra lineárńı závislosti. V př́ıpadě, že náhodné veličiny
jsou lineárně závislé (např. Y = aX + b s.j. pro a ∈ R − {0} , b ∈ R), tak
|ρ(X, Y )| = 1.

Vlastnosti:

• −1 < ρ(X, Y ) < 1

• ρ(αX + β, γY + δ) = sgn(αγ)ρ(X,Y) pro α, γ ∈ R − {0} , β, δ ∈ R.
Jinak řečeno, lineárńı korelace se neměńı při ryze rostoućı lineárńı
transformaci.
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• Necht’ A, B jsou m × n matice, a, b ∈ Rm a necht’ X,Y jsou náhodné
vektory (∈ Rn). Pak cov(AX + a, BY + b) = Acov(X,Y)BT . Tedy
rozptyl lineárńı kombinace dvou vektor̊u je určen kovarianćı všech
možných dvojic náhodných veličin. Tato vlastnost je kĺıčová v teorii
portfolia.

5.2 Perfektńı závislost

Uvažujme opět Fréchet-Hoeffdingovu nerovnost pro kopuly: W (u, v) ≤ C(u, v)
≤ M(u, v). V́ıme, že W a M jsou kopuly a že jsou to distribučńı funkce
náhodných vektor̊u (U, 1 − U)T a (U, U)T , kde U ∼ R(0, 1). V takovém
př́ıpadě ř́ıkáme, že W charakterizuje perfektńı zápornou závislost a M per-
fektńı kladnou závislost.

Věta 16 Necht’ distribučńı funkce náhodného vektoru (X, Y )T je jedna z
kopuĺı W nebo M . Potom existuj́ı dvě monotónńı funkce α, β : R → R a
náhodná veličina Z tak, že

(X, Y ) = (α(Z), β(Z)),

kde α je rostoućı a β klesaj́ıćı pro kopulu W a α i β jsou rostoućı v př́ıpadě
kopuly M . Opačná implikace rovněž plat́ı.

[4], str. 10

Definice 17 Jestlǐze distribučńı funkce náhodného vektoru (X, Y )T je M ,
tak řekneme, že X a Y jsou komonotónńı,
jestlǐze distribučńı funkce náhodného vektoru (X, Y )T je W , tak řekneme, že
X a Y jsou kontramonotónńı.

5.3 Konkordance

Definice 18 Mějme dvě pozorováńı (x1, y1) a (x2, y2) z náhodného vektoru
(X, Y )T . Potom (x1, y1) a (x2, y2) jsou konkordantńı, jestlǐze (x1 − x2)(y1 −
y2) > 0 a diskordantńı, jestlǐze (x1 − x2)(y1 − y2) < 0.

Jinými slovy, (x1, y1) a (x2, y2) jsou konkordantńı, pokud je x1 < x2 a
y1 < y2, a diskordantńı, pokud x1 < x2 a y1 > y2 nebo x1 > x2 a y1 < y2.
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Dř́ıve, než ukážeme, jakou roli hraj́ı kopuly v konkordanci, zaved’me ”kon-
kordančńı funkci” Q.

Definice 19 Konkordančńı funkce Q je dána rozd́ılem pravděpodobnosti kon-
kordance a pravděpodobnosti diskordance náhodných vektor̊u (X1, Y1) a (X2, Y2),
které maj́ı r̊uzné sdružené distribučńı funkce H1 a H2, ale stejné marginály
F a G, tj. Q = P [(X1 − X2)(Y1 − Y2) > 0] − P [(X1 − X2)(Y1 − Y2) < 0].

Věta 20 Necht’ (X1, Y1)
T a (X2, Y2)

T jsou nezávislé náhodné vektory, H1

je sdružená distribučńı funkce (X1, Y1)
T a H2 je sdružená distribučńı funkce

(X2, Y2)
T . Necht’ X1, X2 maj́ı stejnou marginálńı distribučńı funkci F a

Y1,Y2 funkci G. Necht’ (X1, Y1)
T má kopulovou funkci C1 a (X2, Y2)

T kopulo-
vou funkci C2 tak, že H1(x, y) = C1(F (x), G(y)) a H2(x, y) = C2(F (x), G(y)).
Necht’ Q je konkordančńı funkce (X1, Y1)

T a (X2, Y2)
T . Potom

Q = Q(C1, C2) = 4
∫∫

[0,1]2
C2(u, v)dC1(u, v) − 1.

[4], str.11
Z Věty 20 plynou následuj́ıćı vlastnosti konkordančńı funkce:

1. Q je symetrická v argumentu: Q(C1, C2) = Q(C2, C1)

2. Q je neklesaj́ıćı v každé proměnné: jestliže C
′ ≺ C

′′

, tak Q(C
′

, C2) ≤
Q(C

′′

, C2)

3. kopuly jako argumenty funkce Q mohou být nahrazeny odpov́ıdaj́ıćımi
kopulami přežit́ı: Q(C1, C2) = Q(Ĉ1, Ĉ2)

5.4 Kendalovo τ a Spearmanovo ρ

Tato kapitola se zabývá dvěma d̊uležitými mı́rami závislosti vycházej́ıćımi
z konkordance známými jako Kendalovo τ a Spearmanovo ρ. Představuj́ı
pravděpodobně nejlepš́ı alternativu k lineárńı korelaci.

Definice 21 Kendalovo τ náhodného vektoru (X, Y )T definujeme jako τ(X, Y ) =
P [(X − X̃)(Y − Ỹ ) > 0]− P [(X − X̃)(Y − Ỹ ) < 0], kde (X̃, Ỹ )T a (X, Y )T

jsou nezávislé.
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Věta 22 Bud’ (X, Y )T vektor spojitých náhodných veličin s kopulou C. Po-
tom Kendalovo τ pro vektor (X, Y )T splňuje vztah

τ(X, Y ) = Q(C, C) = 4
∫∫

[0,1]2
C(u, v)dC(u, v)− 1.

[4], str.13
Jinými slovy, integrál z Věty 22 je středńı hodnota náhodné veličiny C(U, V ),kde
U, V ∼ R(0, 1) se sdruženou distribučńı funkćı C, tj.
τ(X, Y ) = 4E(C(U, V )) − 1.

Definice 23 Spearmanovo ρ náhodného vektrou (X, Y )T je definováno jako
ρS(X, Y ) = 3(P [(X − X̃)(Y − Y

′

) > 0] − [(X − X̃)(Y − Y
′

) < 0]), kde
(X, Y )T , (X̃, Ỹ )T , (X

′

, Y
′

)T jsou nezávislé.

Věta 24 Bud’ (X, Y )T vektor spojitých náhodných veličin s kopulou C. Po-
tom Spearmanovo ρ pro vektor (X, Y )T splňuje vztah

ρS(X, Y ) = 3Q(C, Π) = 12
∫∫

[0,1]2
uv dC(u, v)−3 = 12

∫∫

[0,1]2
C(u, v)dudv−3.

[4], str.13
Tedy pokud X ∼ F, Y ∼ G a U = F (X), V = G(Y ),tak dostáváme

ρS(X, Y ) = 12
∫∫

[0,1]2 uv dC(u, v)−3 = 12E(UV )−3 =
E(UV )− 1

4
1
12

= cov(U,V )√
varU

√
varV

=

ρ(F (X), G(Y )).

Definice 25 Čı́selnou mı́ru κ závislosti dvou spojitých náhodných veličin,
jejichž kopula je C, nazveme mı́rou konkordance, jestlǐze splňuje následuj́ıćı
vlastnosti:

1. κ je definována pro každou dvojici náhodných veličin X, Y

2. −1 ≤ κX,Y ≤ 1, κX,X = 1, κX,−X = −1

3. κX,Y = κY,X

4. jestlǐze X a Y jsou nezávislé, tak κX,Y = κΠ = 0

5. κ−X,Y = κX,−Y = −κX,Y

6. jestlǐze pro kopuly C1 a C2 plat́ı, že C1 ≺ C2, tak κC1 ≤ κC2
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7. jestlǐze {(Xn, Yn)} je posloupnost spojitých náhodných veličin s př́ıslušnými
kopulami Cn a Cn konverguje bodově k C, tak limn→∞ κCn

= κC

Věta 26 Necht’ X a Y jsou spojité náhodné veličiny s kopulou C. Pak Ken-
dalovo τ a Spearmanovo ρ splňuj́ı vlastnosti uvedené v definici 25 a jsou tedy
mı́ry konkordance.

[3], str.136
Z definice 25 plynou daľśı vlastnosti κ:

• jestliže Y je s.j. rostoućı funkćı X, tak κX,Y = κM = 1

• jestliže Y je s.j. klesaj́ıćı funkćı X, tak κX,Y = κW = −1

• jestliže α (resp. β) je s.j. striktně monotónńı funkce na definičńım
oboru X (resp. Y ), tak κα(X)β(Y ) = κX,Y

Věta 27 Necht’ X a Y jsou spojité náhodné veličiny s kopulou C, necht’ κ

znač́ı Kendalovo τ nebo Spearmanovo ρ. Pak plat́ı

1. κ(X, Y ) = 1, právě když C = M

2. κ(X, Y ) = −1, právě když C = W

[4], str.15

Z definic Kendalova τ a Spearmanova ρ vyplývá, že obě tyto mı́ry závislosti
jsou rostoućı funkce hodnot dané kopuly, a tedy jsou konkordančńım uspořá-
dáńım.

5.5 Závislost na chvostech

Při vyšetřováńı závislosti dat s extrémńımi hodnotami je d̊uležitý pojem
závislosti na chvostech. Závislost na chvostech dvou náhodných vektor̊u X a
Y s marginály F a G měř́ı pravděpodobnost, že Y bude realizována v oblasti
chvostu G za podmı́nky, že X je realizována v oblasti chvostu F . Jde tedy
o daľśı mı́ru závislosti, která zkoumá v pravém horńım nebo levém dolńım
kvadrantu chvosty dvourozměrných rozděleńı. Ukazuje se, že závislost na
chvostech má vlastnosti kopuly, a tedy se neměńı při ryze rostoućı transfor-
maci.
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Definice 28 Necht’ (X, Y )T je vektor spojitých náhodných veličin s mar-
ginály F a G. Koeficient horńı mı́ry závislosti definujeme jako

λU = lim
u→1

P (Y > G−1(u)|X > F−1(u))

a koeficient dolńı mı́ry závislosti jako

λL = lim
u→0

P (Y < G−1(u)|X < F−1(u)).

Pokud λU resp. λL ∈ (0, 1], tak ř́ıkáme, že X a Y jsou asymptoticky
závislé v horńım, resp. dolńım chvostu, pokud λU resp. λL = 0, tak X a Y

jsou asymptoticky nezávislé v horńım, resp. dolńım chvostu.
Tedy λU existuje, pokud pravděpodobnost, že velká vychýleńı v kladném

směru nastanou zároveň pro X i Y , je kladná.
Výraz P (Y > G−1(u)|X > F−1(u)) lze dále upravit:

P (Y > G−1(u)|X > F−1(u)) = P (Y >G−1(u),X>F−1(u))
P (X>F−1(u))

= P (Y >G−1(u))P (X>F−1(u))
1−P (X≤F−1(u))

=

(1−P (Y ≤G−1(u))(1−P (X≤F−1(u))
1−P (X≤F−1(u))

= 1−P (Y ≤G−1(u))−P (X≤F−1(u))+P (Y ≤G−1(u),X≤F−1(u))
1−P (X≤F−1(u))

Nyńı můžeme napsat ekvivalentńı definici, ze které je již vidět, že závislost
na chvostech má opravdu vlastnosti kopuly.

Definice 29 Jestlǐze limu→1
(1−2u+C(u,u))

1−u
= λU existuje pro nějakou kopulu

C, pak C má horńı závislost na chvostech v př́ıpadě, že λU ∈ (0, 1], a horńı
nezávislost na chvostech, pokud λU = 0.
Podobně pro dolńı závislost na chvostech (limu→0

C(u,u)
u

= λL).
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Kapitola 6

Rodiny kopul

6.1 Marshall-Olkinovy kopuly

Jednorozměrné exponenciálńı rozděleńı hraje ústředńı roli v Poissonově pro-
cesu, nebot’ je to rozděleńı doby čekáńı na prvńı událost. V této kapitole se-
stroj́ıme dvourozměrné exponenciálńı rozděleńı, které má podobnou funkci
v dvourozměrném Poissonově procesu.

Představme si nyńı např́ıklad nějakou mı́stnost, ve které se nacháźı dva
stroje. Každý z nich se může porouchat. Označme X1 a X2 doby jejich bez-
poruchového chodu. Výskyty poruch tvoř́ı tři nezávislé Poissonovy procesy
s parametry λ1, λ2, λ12 ≥ 0, kde index znač́ı, který ze stroj̊u se porouchal.
Tedy časy výskyt̊u poruch Z1, Z2, Z12 jsou nezávislé náhodné veličiny maj́ıćı
exponenciálńı rozděleńı s parametry λ1, λ2, λ12. Poč́ıtejme funkci přežit́ı:
H(x1, x2) = P (X1 > x1, X2 > x2) =
P (Z1 > x1)P (Z2 > x2)P (Z12 > max(x1, x2))
Jednorozměrné funkce přežit́ı náhodných veličin X1 a X2 jsou
F1(x1) = 1 − F1(x1) = 1 − (1 − e−(λ1+λ12)x1) = e−(λ1+λ12)x1 ,

F2(x2) = 1 − F2(x2) = e−(λ2+λ12)x2 .
Pokud vyjádř́ıme max(x1, x2) = x1 + x2 − min(x1, x2), dostaneme

H(x1, x2) = e−λ1x1e−λ2x2e−λ12x1−λ12x2+λ12min(x1,x2) =

e−(λ1+λ12)x1e−(λ2+λ12)x2eλ12min(x1,x2) = F1(x1)F2(x2)min(eλ12x1, eλ12x2)
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Označ́ıme-li α1 = λ12

λ1+λ12
a α2 = λ12

λ2+λ12
, máme eλ12x1 = F1(x1)

−α1 a

eλ12x2 = F2(x2)
−α2 , tedy

H(x1, x2) = F1(x1) F2(x2) min(F1(x1)
−α1 , F2(x2)

−α2).

Pro kopulu přežit́ı náhodného vektoru (X1, X2)
T potom plat́ı

Ĉ(u1, u2) = u1 u2 min(u−α1
1 , u−α2

2 ) = min(u1−α1
1 u2, u1u

1−α2
2 ).

Tato konstrukce nás dovád́ı k Marshall-Olkinově rodině kopul dané předpisem

Cα1,α2(u1, u2) = min(u1−α1
1 u2, u1u

1−α2
2 ) =

{
u1−α1

1 u2, uα1
1 ≥ uα2

2

u1u
1−α2
2 , uα1

1 ≤ uα2
2

Vypočteme ještě sdruženou hustotu:

∂2

∂u1 ∂u2
Cα1,α2(u1, u2) =

{
u−α1

1 , uα1
1 > uα2

2

u−α2
2 , uα1

1 < uα2
2

Je vidět, že Marshall-Olkinovy kopuly maj́ı absolutně spojitou i singulárńı
část, která je tvořena křivkou uα1

1 = uα2
2 .

x

y

z

Marshall−Olkinova kopula (alfa=0.01,beta=0.01)

x

y

z

Marshall−Olkinova kopula (alfa=0.6,beta=0.8)
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6.2 Eliptické kopuly

Do tř́ıdy eliptických rozděleńı patř́ı velká škála mnohorozměrných rozděleńı,
která maj́ı spoustu společných vlastnost́ı s normálńım rozděleńım a nav́ıc
umožňuj́ı modelovat extrémy a jiné druhy závislost́ı, které nemaj́ı normalńı
rozděleńı. Eliptické kopuly jsou jednoduše kopuly eliptických rozděleńı.

Pro úplnost uved’me definici eliptického rozděleńı.

Definice 30 Jestlǐze X je n-dimenzionálńı náhodný vektor a pro nějaké
µ ∈ R

n a nějakou Σ pozitivně semidefinitńı symetrickou matici n×n je cha-
rakteristická funkce ϕX−µ(t) vektoru X − µ funkćı kvadratické formy tT Σt,
ϕX−µ(t) = φ(tT Σt), tak řekneme, že X má eliptické rozděleńı s parametry
µ, Σ a φ, zapisujeme X ∼ En(µ, Σ, φ).

[4], str.22
Př́ıklady dvourozměrných eliptických kopul:
Gaussovy kopuly

CGa
R (u, v) =

∫ φ−1(u)

−∞

∫ φ−1(v)

−∞

1

2π(1 − R2
12)

1
2

exp
{
− s2 − 2R12st + t2

2(1 − R2
12)

}
ds dt,

kde φ je distribučńı funkce normálńıho rozděleńı a R12 je korelačńı koeficient
př́ıslušného dvourozměrného normálńıho rozděleńı.

t-kopuly

Ct
ν,R(u, v) =

∫ t−1
ν (u)

−∞

∫ t−1
ν (v)

−∞

1

2π(1 − R2
12)

1
2

{
1 +

s2 − 2R12st + t2

ν(1 − R2
12)

}−(ν+2)
2

ds dt,

kde R12 je korelačńı koeficient př́ıslušný dvourozměrnému tν-rozděleńı,
ν > 2.

6.3 Archimédovské kopuly

V této kapitole poṕı̌seme d̊uležitou tř́ıdu kopul nab́ızej́ıćı velké množstv́ı
druh̊u struktur závislost́ı známou jako Archimédovské kopuly. Jejich přednost́ı
je, že je lze jednoduše zkonstruovat a na rozd́ıl od eliptických kopul maj́ı
vyjádřeńı v uzavřeném tvaru. Nav́ıc v mnoha finančńıch aplikaćıch se uka-
zuje, že existuje větš́ı závislost mezi velkými ztrátami než mezi velkými zisky.
Takové výkyvy však nelze modelovat eliptickými kopulami.
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Definice 31 Necht’ ϕ[−1](t) : [0, 1] → [0,∞] je spojitá ryze klesaj́ıćı funkce,
pro kterou je ϕ(1) = 0. Pak pseudo-inverze funkce ϕ je funkce ϕ[−1] :
[0,∞] → [0, 1] daná předpisem

ϕ[−1](t) =
{

ϕ−1(t), 0 ≤ t ≤ ϕ(0)

0, ϕ(0) ≤ t ≤ ∞

Tedy ϕ[−1] je spojitá, ryze klesaj́ıćı na [0, ϕ(0)] a nerostoućı na [0,∞]. Dále
plat́ı

ϕ[−1](ϕ(u)) = u, u ∈ [0, 1]

ϕ(ϕ[−1](t)) =
{

t, 0 ≤ t ≤ ϕ(0)

ϕ(0), ϕ(0) ≤ t ≤ ∞
Nakonec ještě poznamenejme, že pokud ϕ(0) = ∞, tak ϕ[−1] = ϕ−1.

Věta 32 Necht’ ϕ[−1](t) : [0, 1] → [0,∞] je spojitá ryze klesaj́ıćı funkce ta-
ková, že ϕ(1) = 0 a necht’ ϕ[−1] je pseudo-inverze k ϕ. Necht’ C : [0, 1]2 →
[0, 1] je funkce daná předpisem C(u, v) = ϕ[−1](ϕ(u) + ϕ(v)). Potom C je
kopula tehdy a jen tehdy, když ϕ je konvexńı.

[4], str.31

Kopuly z věty 32 se nazývaj́ı Archimédovské kopuly, funkce ϕ je generátorem
kopuly. Je-li ϕ(0) = ∞, tak ř́ıkáme, že ϕ je striktńı generátor a v tomto
př́ıpadě je ϕ[−1] = ϕ−1 a C(u, v) = ϕ−1(ϕ(u) + ϕ(v)) se nazývá striktńı Ar-
chimédovská kopula.

Vlastnosti

Pro Archimédovské kopuly s generátorem ϕ plat́ı:

• C je symetrická: C(u, v) = C(v, u)

• Je-li K > 0 konstanta, pak Kϕ je také generátor C

Vrat’me se ještě ke Kendallovu τ . Ve Větě 22 jsme viděli, že τ lze vypoč́ıtat
pomoćı dvourozměrného integrálu, což bývá většinou obt́ıžné. Pro rodinu
Archimédovských kopuĺı však lze τ vyjádřit jednorozměrným integrálem ge-
nerátoru a jeho derivace:
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Věta 33 Necht’ X a Y jsou náhodné veličiny s Archimédovskou kopulou C

a generátorem ϕ. Pak Kendallovo τ je dáno jako

τ = 1 + 4
∫ 1

0

ϕ(t)

ϕ′(t)
dt

[4], str.34
Př́ıklady dvourozměrných Archimédovských kopul

Claytonova rodina

Cθ(u, v) = max([u−θ + v−θ − 1]−
1
θ , 0)

s generátorem ϕθ(t) = 1
θ
(t−θ−1), θ ∈ [−1,∞)\{0}. Tyto kopuly jsou striktńı,

pokud θ ≥ 0.

x

y

z

Claytonova kopula (theta=3)
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Gumbelova rodina

Cθ(u, v) = exp{−[(− ln u)θ + (− ln v)θ]
1
θ }

s generátorem ϕθ(t) = (− ln t)θ, θ ∈ [1,∞). Kopuly jsou striktńı.

x

y

z

Gumbelova kopula (theta=3)

Frankova rodina

Cθ(u, v) = −1

θ
ln(1 +

(e−θu − 1)(e−θv − 1)

(e−θ − 1)
)

s generátorem ϕθ(t) = − ln e−θt−1
e−θ−1

, θ ∈ (−∞,∞) \ {0}. Kopuly jsou opět
striktńı.

x

y

z

Frankova kopula (theta=3)
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Kapitola 7

Aplikace

Finančńı management muśı poč́ıtat s r̊uznými druhy rizik, které dohromady
tvoř́ı takzvané sdružené riziko. Základńı děleńı sdruženého rizika je na kre-
ditńı, tržńı a operačńı. Kreditńı riziko vyjadřuje pravděpodobnost defaultu
při p̊ujčováńı, tržńı zahrnuje riziko při obchodováńı s aktivy a operačńı
uvažuje selhańı vnitřńıch proces̊u (lid́ı nebo systémů) a nepředv́ıdatelné
události.

Každé z jednotlivých rizik má své marginálńı rozděleńı, které je nutno
vhodně aproximovat, ale tyto odhady nestač́ı k určeńı sdruženého rizika. K
modelováńı sdruženého rizika se použ́ıvaj́ı r̊uzné metoty, jednou z možnost́ı je
použit́ı kopulové funkce. Ta umožňuje studovat a modelovat sdružené riziko
nezávisle na marginálńıch rozděleńıch. V této kapitole se budeme zabývat
odhady pomoćı Archimédovských kopul.

Použijeme dvě série historických dat. Jsou to denńı uzav́ıraćı ceny akcíı
společnost́ı IBM a Nestlé źıskané z adresy http://finance.yahoo.com.
Každá ze séríı má 1000 položek, tedy odpov́ıdá cenám přibližně za posledńı
2 roky a 9 měśıc̊u, tj. od ř́ıjna 2004 do června 2007. Následuj́ıćı obrázek
zachycuje vývoj ceny akcie v závislosti na čase.
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7.1 Odhad marginálńıch rozděleńı

Nejprve muśıme odhadnout, jaká jsou marginálńı rozděleńı dat. Vypočtěme
základńı charakteristiky a pod́ıvejme se na histogramy:

IBM Nestlé
pr̊uměr 87.954 72.387
směrodatná odchylka 7.759 12.357
maximum 109.030 100.450
minimum 72.010 49.800
kvantil 95% 101.185 96.850
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Histogram cen akcií IBM
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Obrázky napov́ıdaj́ı, že data by mohla mı́t přibližně normálńı rozděleńı.
Tuto domněnku ověř́ıme pomoćı Kolmogorovova-Smirnovova testu. Necht’

F je distribučńı funkce normálńıho rozděleńı, Fn je empirická distribučńı
funkce definovaná jako

Fn(x) =
1

n

n∑

i=1

ξi(x), kde ξi(x) =
{1, je-li Xi < x

0, je-li Xi ≥ x

Testujme tedy nulovou hypotézu F = F1000(data maj́ı normálńı rozděleńı)
proti alternativńı hypotéze F 6= F1000(data nemaj́ı normálńı rozděleńı). Tes-
tová statistika je v tomto př́ıpadě

Dn = supx|Fn(x) − F (x)|

a dává vysledky:

IBM Nestlé
D1000 0.095 0.114
p-value 2.407 ∗ 10−4 4.539 ∗ 10−6

Dosažená hladina testu (p-value) je nejmenš́ı hladina, při které bychom ještě
zamı́tli nulovou hypotézu. Vid́ıme, že v obou př́ıpadech je dostatečně malá,
tedy nulovou hypotézu nezamı́táme. Výsledek testu je, že marginálńı hustoty
se chovaj́ı přibližně jako hustota normálńıho rozděleńı. Následuj́ıćı obrázky
porovnávaj́ı histogramy s hustotou normálńıho rozděleńı s př́ıslušnými pa-
rametry:
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Odhad hustoty cen akcií IBM
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Odhad hustoty cen akcií Nestlé
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V́ıme, že kopula je distribučńı funkce na [0, 1]2, jej́ıž marginály maj́ı rov-
noměrné rozděleńı na [0, 1]. Když tedy známe marginálńı rozděleńı, můžeme
vźıt hodnoty kumulativńıch distribučńıch funkćı a dostaneme náhodné veliči-
ny s rovnoměrným rozděleńım na [0, 1]. Tedy kopula již nezáviśı na chováńı
marginál̊u.

Nyńı z definice vypoč́ıtejme Kendallovo τ a pro porovnáńı i korelačńı
koeficient ρ a Spearmanovo ρS:

τ 0.080
ρ 0.328
ρS 0.121

Pomoćı τ můžeme podle Věty 33 odhadnout parametr pro každou rodinu
Archimédovských kopuĺı.

Pro Gumbelovu rodinu dostáváme (použijeme per partes):

τ = 1 + 4
∫ 1

0

t ln t

θ
dt = 1 +

4

θ
([

t2

2
ln t]10 −

∫ 1

0

t

2
dt) = 1 +

4

θ
(0 − 1

4
) = 1 − 1

θ

Pro Claytonovu rodinu:

τ = 1 + 4
∫ 1

0

tθ+1 − t

θ
dt = 1 +

4

θ
(

1

θ + 2
− 1

2
) =

θ

θ + 2
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7.2 Parametrický odhad kopuly

Následuj́ıćı algoritmus generuje náhodné veličiny u, v ∼ R(0, 1), jejichž sdružená
distribučńı funkce je Archimédovská kopula C s generátorem ϕ.

Algoritmus:

1. Generuj dvě nezávislé náhodné veličiny s a q s rovnoměrným rozděleńım
na (0, 1).

2. Polož t = K−1(q), kde K je distribučńı funkce C(u, v).

3. Polož u = ϕ−1(s ϕ(t)) a v = ϕ−1((1 − s) ϕ(t)).

Distribučńı funkce C(u, v) je definována jako K = t − ϕ(t)
ϕ′(t)

. Pokud inverzńı

funkce K−1 nemá uzavřený tvar, použije se k hledáńı kořene v rovnici
(t − ϕ(t)

ϕ′(t)
) − q = 0 numerická metoda.

Po dosazeńı dostáváme:

θ ϕ(t) ϕ′(t) ϕ−1(t) K K−1

Gumbel 1
1−τ

(− ln t)θ −θ
t

(ln t)θ−1 e
(− 1

tθ
)

t − t ln t
θ

− ln(t)
θ

− 1
θ

+ 1

Clayton 2τ
1−τ

t−θ − 1 −θt−θ−1 (1 + t)−
1
θ t − tθ+1−t

θ
− tθ(θ+1)

θ
+ 1

θ
+ 1

Použit́ım algoritmu máme pro Gumbelovu rodinu

u = exp(−(s(− ln(t))θ)1/θ), v = exp(−((1 − s)(− ln(t))θ)1/θ)

a pro Claytonovu rodinu

u = (1 + s(t−θ − 1))−1/θ, v = (1 + (1 − s)(t−θ − 1))−1/θ

Tedy máme náhodné veličiny u, v ∼ R(0, 1), jejichž sdružená distribučńı
funkce je kopula z Gumbelovy nebo Claytonovy rodiny. Zbývá dosadit do
kvantilové funkce, v našem př́ıpadě U = Φ−1(u) a V = Φ−1(v). Dostali jsme
náhodné veličiny, jejichž sdružená distribučńı funkce je kopula a marginály
maj́ı normálńı rozděleńı.
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7.3 Neparametrický odhad kopuly

Algoritmus:

1. Definujme vektor tzv.pseudo-pozorováńı:
ti={počet pozorováńı (Xj < Xi) : (Xj < Xi) a (Yj < Yi)}/(n − 1)
pro i=1,...1000

2. Pomoćı θ určeme ϕ(t).

3. K(t) je určena svým generátorem ϕ(t).

7.4 Výběr vhodné kopuly

Nyńı přicháźı na řadu otázka, jak vybrat nejvhodněǰśı kopuli. Předpokládejme,
že K1 je neparametrický a K2 je parametrický odhad kopuly. Jednou z
možnost́ı je použ́ıt tzv. Quantile-Quantile plot (Q-Q plot). Q-Q plot je gra-
fické zobrazeńı kvantil̊u K1 ku kvantil̊um K2. Č́ım méně se Q-Q plot vy-
chyluje od křivky 45%, t́ım jsou kopuly v́ıce podobné a tedy lépe odhaduj́ı
reálná data.
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Z graf̊u je vidět, že pro naše reálná data dává lepš́ı odhad Claytonova
kopula.

34



Kapitola 8

Závěr

Je zřejmé, že pro data, která maj́ı rozděleńı s těžkými chvosty, nastávaj́ı velké
výkyvy častěji, než by se předpokládalo při odhadu normálńım rozděleńım.
Proto tento odhad neńı vhodný při modelováńı sdruženého rizika. Elimi-
naci tohoto nedostatku přináš́ı teorie a náslená aplikace kopulových funkćı,
kterými se tato bakalářská práce zabývala.

Nejprve definovala samotnou kopuli a uvedla základńı vlastnosti, předevš́ım
Sklarovu větu. Poté se věnovala daľśım vlastnostem kopuĺı souvisej́ıćıch s
náhodnými veličinami, definovala kopuly přežit́ı a ukázala algoritmus gene-
rováńı náhodných jev̊u.

Dále popsala r̊uzné mı́ry závislosti a porovnala jejich výhody a nevýhody.
Následně se již věnovala jednotlivým rodinám kopuĺı, uvedla jejich nejd̊uležitěǰśı
charakteristiky a naznačila, za jakých okolnost́ı je vhodné jejich použit́ı.

Posledńı část práce se soustředila na Archimédovské kopuly, na konkrétńıch
datech s pomoćı statistického softwaru R předvedla algoritmus pro hledáńı
marginálńıch rozděleńı a výběr kopuly, která nejlépe odhaduje sdružené
rozděleńı.

Námětem pro daľśı studium by mohlo být přesněǰśı odhadováńı mar-
ginálńıch rozděleńı dat a hlubš́ı analýza podmı́nek ovlivňuj́ıćıch výběr vhodné
rodiny kopuĺı.
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