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Abstrakt: Tato prace se zabyva kopulovymi funkcemi a jejich aplikacemi
ve finantnim managementu. Definuje kopuli, uvadi zakladni vlastnosti a
Sklarovu vétu. Poté studuje podrobnéji vlastnosti souvisejici s nahodnymi
velicinami, definuje kopuli preziti a predvadi algoritmus generovani nahod-
nych jevu z daného sdruzeného rozdéleni. Dale popisuje a porovnava ruzné
miry zavislosti ndhodnych velicin. Nejdulezitéjsi ¢asti prace je charakteris-
tika ruznych rodin kopuli, jejich srovnani a nasledné aplikace. Na konkrétnich
datech je popsan algoritmus hleddni marginalnich rozdéleni a vybéru Ar-
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of random variables. In the most important section we characterize various
families of copulas, compare them and bring the algorithm of choosing mar-
gins and the Archimedean copula that better fits to data.

Keywords: copula, Kendall’s 7, tail dependence, joint risk



Kapitola 1
Uvod

Teorie 2-dimenziondalnich rozdéleni je v soucasné dobé velmi dulezitd ve fi-
nan¢ni matematice, specidlné v bankovnictvi se stéle ¢astéji v souvislosti
s odhadovanim celkového rizika objevuje pojem kopula. Kopulova funkce
nabizi novy teoreticky pohled na vicerozmérné modelovani, coz s sebou
piinasi i dulezité praktické aplikace. Odhady pomoci kopul jsou sice vice
komplikované nez jiné metody, ale jsou presnéjsi a tedy mohou mit vétsi
uplatnéni.

Zékladni myslenkou je, ze sdruzena distribuéni funkce muze byt rozdélena
na marginaly a funkci nazyvanou kopula, ktera zcela urcuje jejich vzajemny
vztah. Slovo kopula pochazi z anglického coupling - spojeni, tedy intui-
tivné kopula spojuje marginalni rozdéleni urcitym vztahem a spolec¢né tvori
sdruzené rozdéleni.

K nalezeni sdruzené distribuéni funkce tedy potiebujeme znat marginalni
rozdéleni a kopulovou funkci. Jak odhadnout marginalni rozdéleni a jak zvo-
lit spravnou kopulovou funkci jsou otazky, jimiz se bude tato bakalarska
prace zabyvat.



Kapitola 2
Zakladni pojmy

Na zacdtek zavedme nékteréd zdkladni pojmy, které budou v dalsich kapi-
tolach bézné pouzivany.

Uvazujme ndhodné veliciny X, X5 definované na stejném pravdépodobnostnim
prostoru (€2, A, P).

Definice 1 Ndhodny vektor X = (X1, Xo)T definujeme jako méritelné zob-
razent prostoru (Q, A,P) do (Rg, Bs), kde Ry je 2-rozmérny euklidovskij pro-
stor a By systém jeho borelovskijch podmnoZin.

Distribucni funkce je funkce F' s definicnim oborem R* takovd, Ze
F' je neklesajici, F(—oc0) =0, a F(+o00) = 1.

Sdruzend distribucni funkce Fx, x, velicin X, Xy je ddna vztahem
Fx,x, = P(X1 < x1,Xy < x3) . J{ odpovidajici mira @ na (Ra, Bs) se
nazyvd sdruzené rozdelent velicin X, Xs.

Sdruzend hustota fx, x, je nezdpornd funkce, kterd pro kaZdou dvojici
Xy, Xs splnuje

1 9
Fx, x,(%1,22) = / / Fxix0 (wr, ug)duy dus,
— 00 — 00

a tedy existuje-li hustota, md Fx, x, skoro vsude derivaci a plati

52FX1,X2 (fl, 932)

01'11'2

= fx,,x, (21, 22) s.0.

Definice 2 Vyjadrime-li nahodny jev (X < x1) pro libovolné zy jako limitu
monotonni posloupnosti nahodnych jevi, dostaneme margindlni distribucni
funkci nahodné veliciny X, danou vztahem

FXl (1’1) = w}ﬁnoo FX17X2 (xh I2)’



Podobné pro marginalni distribu¢ni funkei ndhodné velic¢iny X, plati
Fx,(22) = lim_ F, x, (21, 22).

Definice 3 Margindlni hustota ndhodné veliciny X, je ddna vzorcem

le (x1> = /_O:O fX17X2(LL’1,u)dU.

Podobné pro marginalni distribu¢ni funkei ndhodné veliciny X, plati

[xo(12) = /_O:O fxy.x, (u, x)du.

Existuje-li sdruzend hustota, existuji i jednoznac¢né urcené marginalni
hustoty. Obracené to vsak neplati, ruznd sdruzend rozdéleni mohou mit
stejnd marginalni rozdéleni.

Problém, jak definovat vSechna sdruzena rozdéleni, pokud zname mar-
ginalni rozdéleni, fesi kopulova funkce.



Kapitola 3
Kopuly

Definice 4 2-dimenziondini kopula je funkce C : [0,1]> — [0,1] spliugici
ndsledugjici vlastnosti:
1. pro kazdé u,v € [0,1] plati C(u,0) = 0= C(0,v) a C(u,1) =u
aC(l,v)=wv

2. pro kazdé dva body (u1,us) a (vi,vq) 2 [0,1]? spliujici podminky
uy <y a ug < vy plati C(vy, ve) —C(vy, ug) —C(uy, v2)+C(uy, uz) >0

3], str.8

3.1 Vlastnosti kopul

Uved'me nékteré zdkladni vlastnosti kopulovych funkci. Necht C' je 2-dimen-
zionalni kopula a D f je jeji defini¢ni obor.

e Oznac¢me M (u,v) = min(u,v) a W(u,v) = maz(u+v —1,0). Potom
pro kazdou kopulu C' a kazdy bod (u,v) € [0, 1]* plati

W(u,v) < C(u,v) < M(u,v).

Funkce M a W jsou kopuly, ptitom M je horni a W dolni Fréchetova-
Hoeffdingova mez .

Graf kopuly je souvisld plocha z = C(u,v) lezici uvniti jednotkové
krychle mezi grafy Fréchetovy-Hoeffdingovy horni a dolni meze, tj.
mezi plochami z = M(u,v) a z = W(u,v).



Dolni Fréchetova-Hoeffdingova mez

Horni Fréchetova—-Hoeffdingova mez
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e Pro vsechny uy, us, v1,v9 € D f(C) plati

|C(uz, v2) — Cuy,v1)| < Jug — ur| + |v2 — vy .

boru.
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a pre
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svisly rez kopulou v bodé a je funkce z [0, 1] do [0, 1] dan

t— Cla,t),

diagondlni ez kopulou v bodé a je funkce ¢ z [0, 1] do [0, 1] definovana
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C(t,t).
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ité funkce na [0,1].

nomeérné spoji

pro skoro vSechna u

oc
ou

e Pro kazdé v € [0, 1] existuje parcidlni derivace

a pro tato v a u plati

pro skoro

ocC
ov

¢ pro kazdé u € [0, 1] existuje parcialni derivace
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Navic funkce u +— aa—(j a v — g—g jsou definovany a jsou neklesajici

skoro vsude na [0, 1].

3.2 Sklarova véta

Tato véta je v teorii kopul povazovana za zdkladni a je casto citovana
v mnoha publikacich.

Véta 5 Necht H je sdruzend distribucéni funkce s margindlnimi distribuénimsi
funkcemi F' a G. Potom existuje kopula C' tak, Ze pro vsechna z,y € R* je

H(z,y) = C(F(x), G(y))-

Pokud F a G jsou spojité, pak C je uréena jednoznacné. Pokud C' je kopula
a F, G jsou jednorozmérné distribucni funkce, pak H(z,y) = C(F(x),G(y))
je sdruzend distribucni funkce s margindly F' a G.

3], str.15
Ze Sklarovy véty je vidét, ze spojité 2-rozmérné rozdéleni lze vyjadiit po-
moci 1-rozmérnych marginalu a jejich vzajemné zavislosti, kterda muze byt
reprezentovana kopulou.

Definice 6 Necht F je néjakd distribucni funkce. Pak funkce F~' dand
predpisem F~Y(u) = inf{x : F(z) > u} = sup{z : F(x) < u},u € [0,1] se
nazyvd kvantilovd funkce odpovidajici distribucni funkci F'.

Plat{ F(F~(u)) = u. Hodnoty F~!(u) se nazyvaji kvantily. Je-li F rostouct,
pak F~! je obyéejnd inverzni funkce k F.
Nyni s pouzitim Sklarovy véty muzeme napsat nasledujici dusledek.

Veéta 7 Necht H je sdruzend distribucni funkce s margindly F a G, které
jsou spojité. Necht F~' a G~ jsou kvantilové funkce F a G a necht pro
vSechna z,y € R* je H(x,y) = C(F(x),G(y)). Potom pro vsechny (u,v) €
Df(C) plati

C(u,v) = H(F Y (u), G (v)).

3], str.19
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Kapitola 4

@~ O

Kopula a nahodné veliciny

4.1 Nezavislé nahodné veliciny

Ndhodnou velicinu X (w) definujeme jako métitelnou funkei z (€2, A,P) do
(R, B), kde R je redlnd piimka a B systém jejich borelovskych mnozin.

Definice 8 Necht X a'Y jsou ndhodné veliciny s distribucnimi funkcemi F
a G a sdruzenou distribucni funkci H. Prislusnou kopulu splnugici Sklarovu
vetu nazveme kopulou nahodnyjch velicin X a 'Y, znacime Cxy .

Véta 9 Definujme kopuluI1(u,v) = uv. Potom plati, Ze X a'Y jsou nezdvislé,
prave kdyz Cxy = 11.

[3], str. 21

4.2 Transformace

Mnoho dulezitych poznatku o kopulach ¢erpd z faktu, ze pti transformaci po-
moci ryze rostouci funkce se kopula bud neméni, nebo se méni piedvidatel-
nym zpusobem. Tedy jinak feceno pokud je distribuéni funkce nahodné
veli¢iny X spojitéd a a je rostouci funkce, jejiz definiéni obor zahrnuje D f(X),
pak distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny a(X) je také spojitd.

12



Véta 10 Necht X a'Y jsou spojité ndhodné veliciny s kopulou Cxy . Pokud
a a 3 jsou rostouci funkce, pak

Coax)ary = Cxy-

3], str.22

Tedy Cxy se neméni pii transformaci ndhodnych velicin X a Y rostoucimi
funkcemi « a 3.

Pokud je aspon jedna z funkci o, § klesajici, potom kopula ndhodnych
velicin a(X), 5(Y) je jednoduchou transformaci kopuly Cxy:

Véta 11 Necht X, Y jsou spojité ndhodné veliciny s kopulou Cxy a o, [
gsou ryze monotonni funkce na Df(X) a Df(Y). Potom plati

1. jestlize je o rostouct a (B klesajici, tak
Cox)p)(u,v) = u — Cxy(u, 1 —v)

2. jestlize je « klesajici a 3 rostouct, tak
Cax)py)(u,v) = v — Cxy (1 —u,v)

3. jestlize je o i B klesajici, tak
Ca(X)ﬁ(y)(u,U) =u+v—1+ ny(l —u,l — U)
3], str.22
Jak jiz bylo zminéno, pro kazdé v € [0, 1] existuje parcidlni derivace g—g
pro skoro vsechna u a pro takova u je 0 < %C(u, v) < 1. Tuto vlastnost
nyni pouzijeme.

Definice 12 Necht C(u,v) = Ac(u,v) + Sc(u,v), kde

Ac(u,v) = [ ¢ 25C(s,t)dtds a Sc(u,v) = C(u,v) — Ac(u,v).

e Pokud C = Ac na [0,1)? (tedy chdpeme C jako sdruZenou distribucni
92C (u,v)

S5 ), tak Tikdme,

funkci, kterd ma sdruZenou hustotu danou vzorcem
zZe C' je tvorena absolutné spojitou cdsti.

o Pokud C = S¢ na [0,1]? (tedy LEw2) Sv) = 0 skoro vsude na [0, 1)), tak
rikame, Ze C' je tvorena smgulm’m castz.

Tedy C' se sklada z absolutné spojité a singularni casti. Ani jedna céast vsak
samostatné netvoti kopulu.

13



4.3 Fréchetovy-Hoeffdingovy meze

V dusledku Sklarovy véty pro ndhodné veliciny muzeme psat Fréchetovy-
Hoeffdingovy meze jako

max(F(x) + G(y) — 1,0) < H(z,y) < min(F(z),G(y))

pro vSechna z,y € R* kde H je sdruzena distribu¢ni funkce a F, G jeji
marginaly.

4.4 Kopuly preziti

V mnoha aplikacich reprezentuji ndhodné veli¢iny dobu zivotnosti jedincu
nebo objektu v néjaké populaci.

Definice 13 Pravdépodobnost, Ze se jedinec doZije casu x, je uréena funkci
preziti F(x) = P[X > x] = 1— F(z), kde F(x) je distribucni funkce X. Pro
dvojict nezavislych nahodnijch velicin X,Y se sdruZenou distribucni funkci
H je funkce preziti ddina jako H(x,y) = P[X > z,Y > y].

Margindly jsou H(z, —c0) = F(x) a H(—00,y) = G(y).

Nyni se muzeme ptat, zda existuje néjaky vztah mezi jednorozmérnymi
a sdruzenymi funkcemi pteziti podobné, jako byl zaveden ve Sklarové véte
pro distribuéni funkce.

Predpokladejme, ze C' je kopula nahodnych veli¢in X, Y. Potom mame
H(,y) = PIX >2,Y > y| = (1 - F(z))(1 - Gy)) = 1 - F(z) - Gly) +
H(x,y) = Fz) + G(y) — 1+ C(F(z),Gly)) = F(x) + G(y) =1+ C(1 -
F((L’),l—G(y)), - .
tedy pokud polozime C : [0,1]*> — [0,1], C(u,v) = u+v—1+C(1—u,1—v),
tak dostavame R

H(z,y) = C(F(x), G(y)).

C je kopula, nazyvame ji kopula preziti nahodnyjch velicin X a Y. C
ma v tomto piipadé uplné stejnou funkci, jakou méla kopula C' v piipadé
distribuénich funkci.
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4.5 Usporadani

Jak uz bylo feceno, nerovnost W(u, v) < C(u,v) < M(u,v) plati pro kazdou
kopulu C', proto se nabizi zavedeni nasledujictho usporadani kopul.

Definice 14 Pokud Cy a Cs jsou kopuly, tak rekneme, Ze Cy je mensi nez
Cy (Cy je vétsi nez Cy), pokud Cy(u,v) < Co(u,v) pro vsechna u,v € [0, 1].
Znacime C; < Cy.

Muzeme tedy ftict, ze Fréchetova-Hoeffdingova horni mez je vzdy veétsi a
Fréchetova-Hoeffdingova dolni mez je vzdy mensi nez jakékoliv kopula. Toto
castecné uspofddani se nayvé konkordanéni uspordddni. Castecné proto,
ze ne vzdy lze kopuly porovnéavat. Nastésti existuji rodiny kopul, v ramci
kterych lze kopuly zcela porovnat. Takova rodina kopul {Cy} s jednim pa-
rametrem se jmenuje pozitivné usporadand, pokud Cp, < Cp, vzdy, kdyz
01 < 0y a negativné usporadand, pokud Cy, > Cp, vzdy, kdyz 6; < 0.

4.6 Generovani jevu

Jednou z prvnich aplikaci kopul je generovéni jednotlivych pozorovani (z,y)
z ndhodnych vektoru (X,Y) s danym sdruzenym rozdélenim. Tato pozo-
rovani potom mohou byt pouzita ke studiu matematickych modelu realnych
systému nebo ve statistickych studiich.

Algoritmus ziskani jevu x z ndhodné veli¢iny X s distribuéni
funkci F

1. Vygeneruj veli¢inu u, kterd méa rovnomérné rozdéleni na (0, 1).
2. Dosad z := F~!(u), kde =1 je kvantilovd funkce F.

Ziskani jevu (z,y) z ndhodného vektoru (X,Y) se sdruzenou dis-
tribuc¢ni funkci H pomoci kopuly

S pouzitim Sklarovy véty vime, ze potiebujeme ziskat pozorovani (u,v)
nahodnych veli¢in (U, V) s rovhomérnym rozdélenim na (0, 1) tak, aby je-
jich sdruzena distribu¢ni funkce byla C'xy. Potom uz staci pouzit predchozi
algoritmus.

15



Metoda podminéného rozdéleni:
Oznacme

e(v) = PV < o|U =] = EE{) C’(u+Au§Z— C(u,v) _ 805;,1))

Kroky:
1. Generuj dvé nezavislé veli¢iny u, t s rovnomérnym rozdélenim na (0, 1)
2. Dosad v := ¢ !(t), kde ¢! znaéi kvantilovou funkei ¢,

3. Pozadovana dvojice je (u,v)

16



Kapitola 5
Miry zavislosti

Kopuly nabizi pfirozeny zpusob, jak zkoumat zavislost dvou ndhodnych
velicin. Velkou vyhodou je i to, Ze pfi ryze monoténni transformaci se vlast-
nosti kopuly neméni. Jinou mirou zavislosti je linedrni korelace, ktera se
pro svou jednoduchost v praxi pouziva nejcasteji. Ta ale vede ke spravnym
vysledkum jen v ptipadé linedrni zavislosti.

5.1 Linearni korelace

Definice 15 Bud (X,Y)? ndhodny vektor s konecnymi nenuloviymi roz-
ptyly. Potom linedni korelace pro vektor (X,Y)T je ddna vztahem

cov(X,Y)
Vvar X VvarY’

kde cov(X,Y) = EXY — EXEY je kovariance ndhodného vektoru (X,Y )T
a varX,varY jsou rozptyly X a'Y.

p(X,Y) =

Linearni korelace je mira linedrni zavislosti. V piipadé, ze ndhodné veliciny
jsou linedrné zavislé (napt. Y = aX + b s.j. proa € R — {0},b € R), tak
[p(X,Y)] = 1.

Vlastnosti:
e —1<p(X,Y)<1
o p(aX + 3,7Y +6) = sgn(ay)p(X,Y) pro a,y € R = {0},4,6 € R.

Jinak fteceno, linedrni korelace se nemeéni pii ryze rostouci linedrni
transformaci.

17



e Nechf A, B jsou m x n matice, a,b € R™ a necht X,Y jsou ndhodné
vektory (€ R"™). Pak cov(AX + a, BY + b) = Acov(X,Y)B?T. Tedy
rozptyl linearni kombinace dvou vektoru je urcen kovarianci vsech
moznych dvojic ndhodnych veli¢in. Tato vlastnost je klicova v teorii
portfolia.

5.2 Perfektni zavislost

Uvazujme opét Fréchet-Hoeffdingovu nerovnost pro kopuly: W (u,v) < C(u,v)
< M(u,v). Vime, ze W a M jsou kopuly a ze jsou to distribuéni funkce
ndhodnych vektoru (U,1 — U)T a (U,U)T, kde U ~ R(0,1). V takovém
piipadé tikame, ze W charakterizuje perfektni zapornou zdvislost a M per-
fektni kladnou zavislost.

Véta 16 Necht distribucni funkce ndhodného vektoru (X,Y)T je jedna z
kopuli W nebo M. Potom existuji dvé monotonni funkce o, 3 : R — R a
ndhodnd velicina Z tak, Ze

(X, Y) = ((2),8(2)),

kde « je rostouct a 3 klesajici pro kopulu W a o i 3 jsou rostouct v pripadeé
kopuly M. Opacna implikace rovnéz plati.

[4], str. 10

Definice 17 Jestlize distribucni funkce ndhodného vektoru (X,Y)T je M,
tak rekneme, Ze X a'Y jsou komonotonni,

jestlize distribuéni funkce ndhodného vektoru (X,Y)T je W, tak rekneme, Ze
X a'Y jsou kontramonotonni.

5.3 Konkordance

Definice 18 Méjme dvé pozorovdni (x1,y1) a (x2,y2) z ndhodného vektoru
(X, Y)T. Potom (x1,31) a (x2,y2) jsou konkordantni, jestlize (x1 — x2)(y; —
y2) > 0 a diskordantni, jestlize (x1 — x2)(y1 — y2) < 0.

Jinymi slovy, (z1,91) a (x2,y2) jsou konkordantni, pokud je x; < z3 a
Y1 < Y2, a diskordantni, pokud x; < x5 a y; > yo nebo x1 > x5 a y; < yo.
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Difve, nez ukéZeme, jakou roli hraji kopuly v konkordanci, zavedme ”kon-
kordanc¢ni funkci” Q.

Definice 19 Konkordancni funkce ) je ddna rozdilem pravdépodobnosti kon-
kordance a pravdépodobnosti diskordance nahodnych vektori (Xi,Y1) a (Xa, Ya),
které maji rizné sdruzené distribucni funkce Hy a Ho, ale stejné margindly

FaG, tjQ=Pl(X,— X)(¥i— ) > 0] — P[(X; — X,)(¥; — ¥3) < 0].

Véta 20 Necht (X1, Y1)T a (X2, Y2)T jsou nezdvislé ndhodné vektory, H,
je sdruZend distribucénd funkce (X1,Y1)T a Hy je sdruzend distribucni funkce
(X5, Y5)T. Necht Xy, Xy maji stejnou margindlni distribuéni funkci F a
Y1,Ys funkei G. Necht (X1, Y1) md kopulovou funkei Cy a (Xo,Ys)T kopulo-
vou funkei Cy tak, Ze Hy(z,y) = C1(F(x),G(y)) a Ha(z,y) = Co(F(z), G(y)).
Necht Q je konkordanéni funkce (X1,Y1)T a (X, Ys)™. Potom

Q= Q(C1,C) = 4//[0 2 Cy(u,v)dCi(u,v) — 1.
4], str.11
Z Véty 20 plynou nasledujici vlastnosti konkordanéni funkce:
1. @ je symetrickd v argumentu: Q(C1, Cs) = Q(Cy, CY)

2. @ je neklesajici v kazdé proménné: jestlize C' < C", tak Q(C',Cy) <
Q(C 702)

3. kopuly jako argumenty funkce @) mohou byt nahrazeny odpovidajicimi
kopulami preziti: Q(C1, Cy) = Q(C4, Cs)

5.4 Kendalovo 7 a Spearmanovo p

Tato kapitola se zabyva dvéma dulezitymi mirami zavislosti vychézejicimi
z konkordance zndmymi jako Kendalovo 7 a Spearmanovo p. Predstavuji
pravdépodobné nejlepsi alternativu k linearni korelaci.

Definice 21 Kendalovo T ndhodného vektoru (X,Y)" definujeme jako 7(X,Y) =
P(X-X)(Y -Y)>0]-P[(X = X)(Y -Y) <0], kde (X, V)T a (X, V)T

jsou mezdvislé.
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Véta 22 Bud (X,Y)T vektor spojitijich ndhodnsjch velicin s kopulou C. Po-
tom Kendalovo T pro vektor (X,Y)T spliuje vztah

T(X,Y) = 00—4// C(u,v)dC(u,v) — 1.

4], str.13
Jinymi slovy, integral z Véty 22 je stFedni hodnota nahodné veliciny C'(U, V'),kde
U,V ~ R(0,1) se sdruzenou distribuéni funkei C, t;j.
T(X,Y)=4E(C(U,V)) —
Definice 23 Spearmanovo p ndhodného vektrou (X,Y)T je definovdno jako
ps(X,Y) = 3(P[(X = X)(Y —=Y') > 0] — [(X = X)(Y = Y') < 0]), kde
(X, T (X, V)T,(X",Y)T jsou nezdvislé.

Véta 24 Bud (X,Y)T vektor spojitijich ndhodnsjch velicin s kopulou C. Po-
tom Spearmanovo p pro vektor (X, Y )T sphiuje vztah

(XY)—BQ(CH—lQ// wv dC(u,v) 3—12// C(u,v)dudv—3.

4], str.13
Tedy pokud X ~ FY ~ G a U = F(X),V = G(Y),tak dostdvame
EWUV)-1 cov
ps(X,Y) =12 [y yp uv dC(u, v)—3 = 12B(UV)—3 = & 1_12) L= e =

p(F(X), G(Y)).

Definice 25 Ciselnou miru r zdvislosti dvou spojityjch ndhodnijch velicin,
jejichz kopula je C, nazveme mirou konkordance, jestliZe spliuje ndsledujict
vlastnosti:

1. Kk je definovdna pro kaZdou dvojici ndhodnych velicin X,Y

2. -1 <rkxy <l,kxx=1kx_x=-1

3. Kxy = Ky,x

4. jestlize X a'Y jsou nezdvislé, tak kxy = kn =0

5. Koxy = Kx—y = —Kxy

6. jestlize pro kopuly Cy a Cy plati, zZe Cy < Cy, tak ke, < Ke,
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7. jestlize {(X,,Y,)} je posloupnost spojitych ndhodnych velicin s prislusnymi
kopulami C,, a C,, konverguje bodové k C, tak lim, . ko, = K¢

Véta 26 Necht X a'Y jsou spojité ndhodné veliciny s kopulou C. Pak Ken-
dalovo T a Spearmanovo p spliuji vlastnosti uvedené v definici 25 a jsou tedy
miry konkordance.

(3], str.136

Z definice 25 plynou dalsi vlastnosti x:

e jestlize Y je s.j. rostouci funkei X, tak kxy = ryr =1
o jestlize Y je s.j. klesajici funkel X, tak kxy = kw = —1

e jestlize a (resp. [3) je s.j. striktné monoténni funkce na definiénim
oboru X (resp. Y), tak kox)sv) = kx,y

Véta 27 Necht X a'Y jsou spojité ndhodné veliciny s kopulou C, necht k
znaci Kendalovo T nebo Spearmanovo p. Pak plati

1. R(X,Y) =1, pravée kdyz C = M
2. k(X,Y) =—1, pravé kdyz C =W

4], str.15

Z definic Kendalova 7 a Spearmanova p vyplyva, ze obé tyto miry zavislosti
jsou rostouci funkce hodnot dané kopuly, a tedy jsou konkordanénim uspoia-
danim.

5.5 Zavislost na chvostech

Pii vysetfovani zavislosti dat s extrémnimi hodnotami je dulezity pojem
zavislosti na chvostech. Zavislost na chvostech dvou ndhodnych vektoru X a
Y s marginaly F' a G méri pravdépodobnost, ze Y bude realizovana v oblasti
chvostu G za podminky, ze X je realizovana v oblasti chvostu F'. Jde tedy
o dalsi miru zavislosti, ktera zkouma v pravém hornim nebo levém dolnim
kvadrantu chvosty dvourozmérnych rozdéleni. Ukazuje se, ze zavislost na
chvostech ma vlastnosti kopuly, a tedy se neméni pii ryze rostouci transfor-
maci.
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Definice 28 Necht (X,Y)T je vektor spojityjch ndhodnsjch velicin s mar-
gindly F' a G. Koeficient horni miry zdvislosti definujeme jako

Ay = lim P(Y > G (uw)|X > F ' (u))
a koeficient dolni miry zdavislosti jako

A= lim P(Y < G Hu)|X < F~Y(u)).

Pokud Ay resp. A € (0,1], tak fikdme, ze X a Y jsou asymptoticky
zavislé v hornim, resp. dolnim chvostu, pokud Ay resp. A\, =0, tak X a YV
jsou asymptoticky nezavislé v hornim, resp. dolnim chvostu.

Tedy Ay existuje, pokud pravdépodobnost, ze velkd vychyleni v kladném
sméru nastanou zaroven pro X i Y, je kladna.

Vyraz P(Y > G71(u)|X > F~1(u)) lze déle upravit:

_ _ P(Y>G~ (), X>F~!(u P(Y>G~ (w)P(X>F~(u
PY > G (u)|X > F'(u) = ( >P(X(>12“*1Tu)) W - A >1—P((X))§F(*1Tu)) wl —

(=P <G '(u)(1-P(X<F '(u) _ 1=P(Y<G '(w)-PX<F '(u)+P(Y<G ' (u) X<F ' (u))
1-P(X<F~1(u)) o 1=P(X<F~!(u))

Nyni muzeme napsat ekvivalentni definici, ze které je jiz vidét, ze zavislost
na chvostech ma opravdu vlastnosti kopuly.

Definice 29 Jestlize lim,,_,; % = \y existuje pro néjakou kopulu

C, pak C md horni zdvislost na chvostech v pripadé, ze Ay € (0,1], a horni
nezavislost na chvostech, pokud Ay = 0.
Podobné pro dolni zavislost na chvostech (lim,_o @ =)
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Kapitola 6

Rodiny kopul

6.1 Marshall-Olkinovy kopuly

Jednorozmeérné exponencialni rozdéleni hraje tstiedni roli v Poissonové pro-
cesu, nebot je to rozdéleni doby éekdni na prvni uddlost. V této kapitole se-
strojime dvourozmérné exponencialni rozdéleni, které ma podobnou funkci
v dvourozmérném Poissonoveé procesu.

Predstavme si nyni napiiklad néjakou mistnost, ve které se nachazi dva
stroje. Kazdy z nich se muze porouchat. Ozna¢me X; a X5 doby jejich bez-
poruchového chodu. Vyskyty poruch tvoii tii nezavislé Poissonovy procesy
s parametry Aq, A2, A2 > 0, kde index znaci, ktery ze stroju se porouchal.
Tedy ¢asy vyskytu poruch Z;, Z,, Z15 jsou nezavislé nahodné veli¢iny majici
exponencialni rozdéleni s parametry Aj, Ao, Aj2. Pocitejme funkci preziti:
F(Jfl,IQ) = P(X1 > I‘l,Xg > I‘Q) =
P(Zl > 1’1>P(Z2 > l’g)P(ZlQ > max(ml,mg))

Jednorozmeérné funkce pteziti ndhodnych velicin X; a X5 jsou
71(1'1) -1— F1($1) -1= (1 _ 6—(>\1+>\12)w1) _ e—(>\1+)\12)-T1’

?2(1'2) =1 Fz(x2) = e~ (a2tAig)z2

Pokud vyjadiime max(xy, x3) = x1 + x2 — min(xy, x2), dostaneme

H(l’l, 1’2) — e_>\11’1e—)\21’2e—)\12x1_)\12I2+>\12min(x1,x2) _

—(A1+A —(A2+A A i nk . A A
e~ (Aitdi2)z p— (Aot Aiz)ze phigmin(zi,z2) — Fl(l’l)Fg(l'g)mln(ﬁ’ 1221 o 12962)
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Oznacime-li a; = /\1)3312

etz = [ (15) 72 tedy

_ _ A2 1 A2z —aq
a ap = 25—, mame e = Fi(z1) a

H (21, 29) = Fy (1) Fo(x2) min(Fy(x1) ™™, Fa(wg) ™).

Pro kopulu pfeziti ndhodného vektoru (X;, X5)? potom plati

é(ul, Uy) = uy Uy min(uy ™, uy®?) = min(u;~ “uy, ujuy *2).

Tato konstrukce nas dovadi k Marshall-Olkinové rodiné kopul dané predpisem

1—aq 1—a2

1—ay a1 (e D)
. U Ug, U > U
Coy ap (U1, u2) = min(u;” “ug, ujuy *?) = { ! » oL 2

1—
upuy”?, ut < up?

Vypocteme jesté sdruzenou hustotu:

82

8U1 8u2

—oq a1 as
C o Uq , Uy > Uo
aq,0 (Ul, Ug) —

—a2 [o %1 a2

Je vidét, ze Marshall-Olkinovy kopuly maji absolutné spojitou i singularni
cast, ktera je tvotrena kiivkou uj* = u3?.

Marshall-Olkinova kopula (alfa=0.01,beta=0.01) Marshall-Olkinova kopula (alfa=0.6,beta=0.8)

z
z
T
T
T

T
T
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6.2 Eliptické kopuly

Do tiidy eliptickych rozdéleni patii velka skala mnohorozmérnych rozdélent,

kterd maji spoustu spolecnych vlastnosti s normalnim rozdélenim a navic

umoznuji modelovat extrémy a jiné druhy zavislosti, které nemaji normalni

rozdéleni. Eliptické kopuly jsou jednoduse kopuly eliptickych rozdéleni.
Pro tiplnost uvedme definici eliptického rozdéleni.

Definice 30 Jestlize X je n-dimenziondlni nahodny vektor a pro néjaké
1w € R" a néjakou X pozitivné semidefinitni symetrickou matici n X n je cha-
rakteristickd funkce px_,(t) vektoru X — p funkci kvadratické formy t*'3t,
ox—u(t) = ¢(tT'St), tak rekneme, e X md eliptické rozdéleni s parametry
w1, X a ¢, zapisujeme X ~ E,(u, 2, ¢).

4], str.22
Piiklady dvourozmérnych eliptickych kopul:
Gaussovy kopuly

§%2 — 2Rqost + t2
(u,v) exrpy — ds dt,
/ / 27 ( 1—R2 or(1 — R%,) il 2(1 - R}y }

kde ¢ je distribuéni funkce normélniho rozdéleni a Ry, je korela¢ni koeficient
prislusného dvourozmeérného norméalniho rozdéleni.

t-kopuly

v (U 82 — 2R128t + t2 #
(u,v) 1+ ds dt,
/ / 7(1 — R2%,)z { v(1— Ri,) }

kde Ry je korelacni koeficient prislusny dvourozmérnému ¢,-rozdéleni,
v > 2.

6.3 Archimédovské kopuly

V této kapitole popiSeme dulezitou tiidu kopul nabizejici velké mnozstvi
druhu struktur zavislosti znamou jako Archimédovské kopuly. Jejich prednosti
je, ze je lze jednoduse zkonstruovat a na rozdil od eliptickych kopul maji
vyjadieni v uzavieném tvaru. Navic v mnoha finanénich aplikacich se uka-
zuje, ze existuje vetsi zavislost mezi velkymi ztratami nez mezi velkymi zisky.
Takové vykyvy vsak nelze modelovat eliptickymi kopulami.
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Definice 31 Necht ol=U(t) : [0,1] — [0, 00] je spojitd ryze klesajici funkce,
pro kterou je p(1) = 0. Pak pseudo-inverze funkce ¢ je funkce o=l :
[0,00] — [0, 1] dand predpisem

gp[_l](t) B { 0 (0

)
Tedy =1 je spojitd, ryze klesajici na [0, ¢(0)] a nerostouci na [0, cc]. Déle
plati
P (e(u) = u, ue0,1]

Py = { 0= t= A0

©(0), »(0) <t < o0
Nakonec jesté poznamenejme, ze pokud ¢(0) = oo, tak @™ = o1

Véta 32 Necht ol=U(t) : [0,1] — [0,00] je spojitd ryze klesajici funkce ta-
kovd, ze p(1) = 0 a necht oI~ je pseudo-inverze k . Necht C : [0,1]> —
[0,1] je funkce dand predpisem C(u,v) = o= (p(u) + ©(v)). Potom C je

kopula tehdy a jen tehdy, kdyz o je konvexni.

4], str.31

Kopuly z véty 32 se nazyvaji Archimédovské kopuly, funkce ¢ je generatorem
kopuly. Je-li ¢(0) = oo, tak fikdme, ze ¢ je striktni generdtor a v tomto
pifpadé je ol7U = o7t a C(u,v) = ¢~ ((u) + ¢(v)) se nazyva striktni Ar-
chimédovska kopula.

Vlastnosti
Pro Archimédovské kopuly s generatorem ¢ plati:

e C je symetrickd: C'(u,v) = C(v,u)
e Je-li K > 0 konstanta, pak K¢ je také generator C

Vratme se jesté ke Kendallovu 7. Ve Véte 22 jsme vidéli, Ze 7 lze vypocitat
pomoci dvourozmérného integralu, coz byva vétsinou obtizné. Pro rodinu
Archimédovskych kopuli vsak lze 7 vyjadrit jednorozmérnym integralem ge-
neratoru a jeho derivace:
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Véta 33 Necht X a'Y jsou ndhodné veliciny s Archimédovskou kopulou C

a generdatorem ¢. Pak Kendallovo T je dano jako

t

d

Lo(t)
¢ (1)

T:1+4/
0

[4], str.34

.Iw.. —~
o
_m 1__97
< gy
»y _
g s
S >
0
,w +
= T
e =
Ar 3
g
hc I
;MU \W/
85 2
< >
= E S
o !
~ o
u —
2
T g
d +
g 7
] @)
i
a9

i,

5(t7%=1),0 € [-1,00)\{0}. Tyto kopuly jsou striktn
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Gumbelova rodina

}

=l

Co(u,v) = exp{—[(—Inu)? + (= Inv)?]

i.

(—Int)?. 0 € [1,00). Kopuly jsou striktn

itorem g (t)
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Kapitola 7

Aplikace

Finan¢ni management musi pocitat s ruznymi druhy rizik, které dohromady
tvori takzvané sdruzené riziko. Zakladni déleni sdruzeného rizika je na kre-
ditni, trzni a operacni. Kreditni riziko vyjadiuje pravdépodobnost defaultu
pii pujcovani, trzni zahrnuje riziko pti obchodovani s aktivy a operacéni
uvazuje selhani vnitinich procesu (lidi nebo systému) a nepiedvidatelné
udalosti.

Kazdé z jednotlivych rizik mé své margindlni rozdéleni, které je nutno
vhodné aproximovat, ale tyto odhady nestaci k urceni sdruzeného rizika. K
modelovani sdruzeného rizika se pouzivaji ruzné metoty, jednou z moznosti je
pouziti kopulové funkce. Ta umoznuje studovat a modelovat sdruzené riziko
nezavisle na margindlnich rozdélenich. V této kapitole se budeme zabyvat
odhady pomoci Archimédovskych kopul.

Pouzijeme dvé série historickych dat. Jsou to denni uzaviraci ceny akeii
spolecnosti IBM a Nestlé ziskané z adresy http://finance.yahoo.com.
Kazda ze sérii ma 1000 polozek, tedy odpovida cendm ptiblizné za posledni
2 roky a 9 mésicu, tj. od fijna 2004 do cervna 2007. Nasledujici obrazek
zachycuje vyvoj ceny akcie v zavislosti na case.
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7.1 Odhad marginalnich rozdéleni

Nejprve musime odhadnout, jaka jsou marginalni rozdéleni dat. Vypoctéme
zakladni charakteristiky a podivejme se na histogramy:

IBM | Nestlé
prumeér 87.954 | 72.387
smérodatna odchylka 7.759 | 12.357
maximum 109.030 | 100.450
minimum 72.010 | 49.800
kvantil 95% 101.185 | 96.850
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Histogram cen akcii IBM Histogram cen akcii Nestlé
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Obrazky napovidaji, ze data by mohla mit piiblizné normélni rozdéleni.
Tuto domnénku ovéifme pomoci Kolmogorovova-Smirnovova testu. Necht
F' je distribu¢éni funkce normalniho rozdeéleni, F;, je empirickd distribuc¢ni
funkce definovana jako

1 1, je-li XZ <z
Fu(w) = =3 &(@), kde &(z) = {0, jeli X; >«

i=1

Testujme tedy nulovou hypotézu F' = Fjgpo(data maji normélni rozdéleni)
proti alternativni hypotéze F' # Fijgoo(data nemaji normalni rozdéleni). Tes-
tova statistika je v tomto pripadé

D,, = sup,|F,(z) — F(x)]

a dava vysledky:

IBM Nestlé
D000 0.095 0.114
p-value | 2.407 x 10™* | 4.539 x 10~¢

Dosazend hladina testu (p-value) je nejmensi hladina, pfi které bychom jesté
zamitli nulovou hypotézu. Vidime, ze v obou piipadech je dostatetné mala,
tedy nulovou hypotézu nezamitame. Vysledek testu je, ze margindlni hustoty
se chovaji priblizné jako hustota normaélniho rozdéleni. Nasledujici obrazky
porovnavaji histogramy s hustotou normélniho rozdéleni s piislusnymi pa-
rametry:
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Odhad hustoty cen akcii IBM Odhad hustoty cen akcii Nestlé
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Vime, Ze kopula je distribu¢n{ funkce na [0, 1]2, jejizZ margindly maji rov-
nomérné rozdéleni na [0, 1]. Kdyz tedy zndme marginalni rozdéleni, muzeme
vzit hodnoty kumulativnich distribu¢nich funkei a dostaneme nahodné velici-
ny s rovnomérnym rozdélenim na [0, 1]. Tedy kopula jiz nezavisi na chovéni
marginalu.

Nyni z definice vypocitejme Kendallovo 7 a pro porovnani i korelacni
koeficient p a Spearmanovo pg:

7 10.080
p | 0.328
ps | 0.121

Pomoci 7 muzeme podle Véty 33 odhadnout parametr pro kazdou rodinu
Archimédovskych kopuli.
Pro Gumbelovu rodinu dostdvame (pouzijeme per partes):

Ltlnt 4 2 1t 4 1 1
—1 4/—dt:1 S mar - [ a1+ 20-2)=1-2
TR T tglgntlo—J 5d) =1+50-7) 7

Pro Claytonovu rodinu:

1t9+1—t 1
T:1+4/ gt =1+ 5~
0
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7.2 Parametricky odhad kopuly

Nésledujici algoritmus generuje ndhodné veliciny u, v ~ R(0, 1), jejichz sdruzena
distribuéni funkce je Archimédovska kopula C' s generatorem .

Algoritmus:

1. Generuj dvé nezavislé nahodné veli¢iny s a ¢ s rovnomérnym rozdélenim
na (0,1).

2. Poloz t = K7'(q), kde K je distribu¢n{ funkce C'(u,v).
3. Poloz u= @ s p(t) av=p 1 ((1-s) ).

Distribuc¢ni funkce C(u,v) je definovéna jako K =t — :i((tt)). Pokud inverzni
funkce K~! nem4 uzavieny tvar, pouzije se k hleddni kofene v rovnici

(t — ;”,((?)) — ¢ = 0 numerickd metoda.

Po dosazeni dostavame:

0 | @) ¢'(t) (1) K K
Gumbel 1T17 (—Int)? _Te(ln t)o-1 70 1 t— 0% —9@ — % +1
1
Clayton | 2= | t79—1 | —6t=%1 | (1+¢)70 |t—" *9 —t | _t (9(9+1) +i41

Pouzitim algoritmu mame pro Gumbelovu rodinu
u = exp(—(s(—In(t))")V), v =exp(—((1 - s)(=(t))")""")
a pro Claytonovu rodinu
u= 14+t =)V v=>0+1-s)t"—1)"1°

Tedy mame ndhodné veliciny u,v ~ R(0, 1), jejichz sdruzend distribuéni
funkce je kopula z Gumbelovy nebo Claytonovy rodiny. Zbyvéa dosadit do
kvantilové funkce, v nasem pifpadé U = ®~!(u) a V = &~ !(v). Dostali jsme
nahodné velic¢iny, jejichz sdruzena distribuéni funkce je kopula a marginaly
maji normalni rozdéleni.
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7.3 Neparametricky odhad kopuly

Algoritmus:

1. Definujme vektor tzv.pseudo-pozorovani:
ti={pocet pozorovani (X; < X;) : (X; < X;) a (Y; <Y;)}/(n—1)
pro i=1,...1000

2. Pomoci 6 urceme ¢(t).

3. K(t) je urCena svym generatorem o(t).

7.4 Vybér vhodné kopuly

Nyni prichazi na fadu otazka, jak vybrat nejvhodnéjsi kopuli. Predpokladejme,
ze K1 je neparametricky a K2 je parametricky odhad kopuly. Jednou z
moznosti je pouzit tzv. Quantile-Quantile plot (Q-Q plot). Q-Q plot je gra-
fické zobrazeni kvantila K1 ku kvantilim K2. Cim méné se Q-Q plot vy-
chyluje od kiivky 45%, tim jsou kopuly vice podobné a tedy 1épe odhaduji
realna data.

Q-Q plot for Gumbel Q-Q plot for Clayton
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
K1 K1

Z grafu je vidét, ze pro nase realnd data dava lepsi odhad Claytonova
kopula.
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Kapitola 8
Zaveér

Je ziejmé, ze pro data, kterd maji rozdéleni s tézkymi chvosty, nastavaji velké
vykyvy castéji, nez by se predpokladalo pii odhadu normalnim rozdélenim.
Proto tento odhad neni vhodny pti modelovani sdruzeného rizika. Elimi-
naci tohoto nedostatku prinasi teorie a néaslend aplikace kopulovych funkeci,
kterymi se tato bakalarska prace zabyvala.

Nejprve definovala samotnou kopuli a uvedla zakladni vlastnosti, predevsim
Sklarovu vétu. Poté se vénovala dalsim vlastnostem kopuli souvisejicich s
nahodnymi velicinami, definovala kopuly preziti a ukazala algoritmus gene-
rovani ndhodnych jevu.

Dale popsala ruzné miry zavislosti a porovnala jejich vyhody a nevyhody.

VVVVVV

charakteristiky a naznacila, za jakych okolnosti je vhodné jejich pouziti.

Posledni ¢ast préce se soustiedila na Archimédovské kopuly, na konkrétnich
datech s pomoci statistického softwaru R predvedla algoritmus pro hledani
marginalnich rozdéleni a vybér kopuly, kterda nejlépe odhaduje sdruzené
rozdéleni.

Néameétem pro dalsi studium by mohlo byt presnéjsi odhadovani mar-

ginalnich rozdéleni dat a hlubsi analyza podminek ovliviujicich vybér vhodné
rodiny kopuli.
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