
Univerzita Karlova v Praze
Matematicko-fyzik álni fakult a

BAKALÁRSKÁ PRÁCE

I<arol Tarčál(

Adaptivní metody pro fešení obyčejných

diferenciálních rovnic

Katedra numeri ck é matematiky

Vedú ci bakalárskej práce: Prof. R Dr. Miloslav Fcist auer ,
n.s-. dr . h . c.

Studijní prograrn : Numerická a výpo č tov á mat ematika

2007



Dókuji vedoucímu práce Prof. R,NDr. Miloslavovi Fcistaucrovi , DrSc., dr .
h. c . za cenné rady a návrhy na vylepšení práce a taky .PaedDr. Zd enke
Majcherovej ~ ľvIgr. Tatiane Tarc ákovej za cenní pŕipornínky.

Prohl asuji. že jsem svou bakalárskou práci napsal sa mos ta t n é a výhradne
s pou žit ím cit ovaných pramen ú. Souhlasím se zap újcovan ím práce a jej írn
zve ŕej ň ov á n ím .

V Praze dne lO.Oc.2007

2

1<:aro1T'a,rčák

Taž.B(j(



Obsah

Úvod 5

1 Numerické metódy riešenia ODR 6
1.1 .]ednokro kové met ódy , , . . . . . . . . . . . . . , . . 7

1. 1.1 Odhad chyby . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.1.2 Kon štrukcia niektor ých jednokrokov ých met ód II

1.2 Viackrokové metódy , . . . ..... .. . 14

2 Adaptívne metódy riešenia ODR 17
2. 1 1\:1e t óda cCi (1) . . . . . . . . . . . . . . , . 17
2.2 Aposteriori odhad chyby cCj( l) . . . . . 18

2.2.1 Adaptivna kont rola časového kroku 21
2.3 ľ\/l etóda dG (O ) , . . . . . . . . . 22
2.4 Aposteriori odhad chyby dG (O) .. . . , . 22

2.4.1 Stiff úlohy (ro vnice so silnýrn t lrnenírn ) 23
2..5 Metó da s adaptívnou volbou časového kroku 25

3 D eterministické dynamické systémy 26
~), 1 Lorcnzov systé m 26
3.2 Osta tné syst émy :28

Záver 31



N .. "l az ov prace:
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Abstrakt: Táto práca sa zaoberá konšt rukciou aposteriori odhadov ch ýb
II nume rických met ód pre riešenie oby čaj n ých diferenciálnych rovníc.
Popisuje základné metódy riešeni a oby čajných difercnci .ilnych rovníc a
príslušné odhady. Pre spojitú a nospojit ú C.;alerkinovú met ódu sa ur č ia

apostcriori odhady II lineárneho a všeobecného syst ému oby čajn ý ch dife­
renciálnych rovníc. Získané odhady umo ž ňuj ú navrhn út aduptivnu kon­

t ro lu časového kroku . Zároveň je skonšt ruovaná adaptívna rnetóda, ktorá
je násled ne použit á na známy Lorenzov chaotický systém.

:Klúčové slová: adap t ívna kontrola kroku , det erministick ý chaos , nume­
rické riešenie , aposteriori od had chyby

Title: Adaptive methods for ordinary diflerential eq uations
Author: I<arol Tarč~ák
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Supervisor: P rof. R.NDr. Miloslav Feist auer , DrSc., dr. h. c.
Super visors e-mail add ress : miloslav. Ieistaucrčärnff. cuni. cz

f\ bstract : In the present work we study t he const ruction of aposteriori
e1T01' es t.im a tes for numerical methods of so lving ord inary diflcr cutial equ­
ations . \Ve dcscribe basie methods of solving differeutial eq uati ons and
corrcs pond ing error cst.ima tos . \'Ve dctcrrniuc apost.criori 8 1'1'0 1' es t iruates
for cont iuuo us and discontinuous Calerkin m ethod in the linear and ge­
neral sys tem of ordinary differcntial equations . We suggcst an adaptive
time step control based on the aposteriori error estimates. An adaptive
method is created and used on t he well-known Loren z chaotic system.
Keywor ds: adap t ive step control, deten n inistic chaos, numerical sol ution ,
aposteriori er1'01' estimate
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,
Uvod

Pri množstve matematick ých. fyzikálnych , ale i ekono mick ých probl émov
potrebujeme poznat r ieše nie nejakej sústavy d iferenciálnych rovn íc, č'i už
oby čajn ých a lebo par ciálnych . Pri skúman í toku elektrického prúdu v
elektrických obvodoch, pohybe te lies, t.erruodynarnick ých dejoch a pod.
sa dopracuj em e k sústave diferenciálnych rovníc. Málokedy doká žeme
n ájst pre danú súst avu exakt né (ana lyt ické) riešenie (i to však často

potrebujeme reprezentovat numericky ) , preto sa uchyluj erne k hl adaniu
približného nurnerického riešenia. I-IIadá.rne priblíženie exakt né ho riešenia
na konečnom počte bodov, v konečnej aritmetike, Nájdené riešenie ná m
zväčša postačuj e . Vznikli 111110hé metódy výpočtu numer ick ého rieše nia.
Niektoré boli postupom vývoja prekonané, in é sa však stále používaj ú
kv ôli svojej jednoduchosti a relatívnej nenárocnost i na v ýpoce t.n é pro­
strcdie. Pri vý po čte num erického riešenia nás vždy zauj íma chyba, ktorej
sa do pú ši.ame, č i už z dôv idu dis kret.izácie na kone č n ý p o č et uzlov (kde

ur čujeme hodnotu riešenia) , alebo z dôsledku obmedzenia výpočetného

prostredia (zaokrúhlen ie hodnôt na konečný počet desatinný ch rniest ) .
Aprior i odhady však charakterizujú najhorší mo žn ý scená r, preto sú z
prakti ckého hladiska zaujímavejš ie apost eriori odhady, kt or é nám umo žnuj ú
adaptívne menit dí žku kroku.

Hlavn ým zdrojom inform ácií pre t úto prácu je kni ha [lLzaoberajúca
sa problémom adapt ívne] zmeny kr ok u pri zaciatocn ých úlohách a tie ž
Lorcnzov ýrn svst ómo rn. Základná teória o numcrickýrn met ódach riešenia
oby čaj n ých d iferenciálnych rovn íc je č e rpan á z [2J.

P ráca je členená do troch kapi tol. Prvá kapi tola popisuje hlav né
rny šlien ky hladania numerick ého riešenia obyčaj n ých diferenc iálnych rovníc ~

odvodenie základ ných rnetód a pr íslu šn ých odhadov. Odvodenie rnetód
cG(l)~ dG(O) sa nachádza v druhej kapitole spolu s aposteriori odhadmi
a konšt rukciou adaptívnej met ódy. V t re tej kapitole sú pop ísan á zná me
chaotické systéme (obzvlášt Lorenzov systém) a. probl émy spojené s ich
ricsc n ím.
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Kapitola 1

Numerické metódy riešenia
ODR

ewt onov pohybový zákon m ôžeme Iorruulovat ako di feren ciálnu rov-
mcu

č o je vlastne sústava troch obyčajných diferenciálnych rovníc druh ého
radu , kde t označuje čas , .T (t ) je poloha častice hmotnosti tn; v čase t ,
F vyjadruj e závislost pôsobiacej sily na čase, polohe a rýchlosti častice.

Táto sús t ava charakterizuje tak komp lexn ú záv islost, že s výnimkou t ri­
viálny ch príp adov ju nedok ážeme vy riesit a nalyticky. Vyb ud ujeme na­
sleduj úcu teória (ktorá je hlbšie popísaná v [2]) , aby sme boli scho pní
skonštruovat numerick é riešenie .

Uva žujme probl ém

(1.1) Iu
y(a)

f(~r ,:tJ) x E [a, b],
7].

\fech :tJ : [a, tJ] -f Fi jc riescn ím (1.1). Zavedieme delenie intervalu [a. tJ ]

tak, aby platilo
CL == :J:o < :L l < . . . < .7:iV :s b.

Chceme vypo čítat v každom bode x, pribli žne hodnoty Yi ci == 0, 1, . .. , IV).
Buderne prodpokladat že problérn (1.1) je obyčajná diferenciálna rovni­
ca prvého radu, kedže každú diferenciálnu rovnicu n -t ého radu m ôžeme
t ransformovat na, sys t ém obyčajných diferenciálnych rovníc prvého radu .
Teda
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je ekvivalent né s

y

'l'lI, 1

, I
.lJ2

, I
Yn - ]

I

Yn

Yn,

Nurn erickémetódy riešenia delím e na jednokrokové a viackrokové podla
t oho , č i Yn-Ft vypočítame z jednej pred chádzajúcej hodnoty a lebo z via­
cerých .

1.1 Jednokrokové metódy

Majme pevne dan ý krok h > O a začiatočnú po dmienku y(a) = '1]­

Pre uzly delenia pl atí:

x., = a + nh, n 2: O

Hodnoty pribli žri ého riešenia dostaneme z rekurentn ého vztahu

'Yo rl ,

Y n+l Yn + hčP ( :rn , Y n , h ),

kd e <Ď je pr írastkov á funkcia (závisí na f ).

D efinícia 1.1 . Akumulovanú diskretizačnú chybu en met ódy v bode :t n

definuj eme vztaho m

en = Yn - y( ~r;n ) '

Budenie sa snažit náj st, odhad en v záv islosti na h a t iež uk ázat.
že en -;, O pre ll, ---t O (v nejakom zmysle ). Predpok lada jme. že f :
[a.b] x IR ---t l i .l c spoj itá a zárove ň f je c-lipschitzovská vzhladoľll k y
(c > O), t.j .

Z Picardovej vety vyplýva existenc ia a j ednoznačnost riešenia.

Predpoklad 1.1 . Prcdpokuulajm e, ,že primstkou á funk cia ep (;r; , y , 17, )

[a, tJ ] x IR x [O, ho] ---t l i j e spojitá a L-l'ipschdzovská 'Uzhl adorn k y (L > O)

7



D efinícia 1.2. Jednokrokova met óda s pr írastkovou funkcio u <J) konver­
guje práve vtedy, ked platí výrok: nech !J : [a, b] -t R je riešenie probl ému
(1.1), potom

'vxE[a,b] lirn Yn = Y(X ) 1

X- ' O+
x ,,=:r

kd e Yn je približn é riešeni e v bo de x.;

Označme e(h) maxim álnu chy bu pre dan)' krok h > O:

e(h) = m ax leni = rnax IYn - :LJ( X'TJ I
~f, nE [a, b] XnE[ a,h]

:I:n = a+n h :I:n= CL-t··n h

D efinícia 1.3. Jednokroková met óda konverguj e práve vtedy, ked pla t í
vý rok: ne ch y : [a, b] -t R je riešeni e probl ému (1.1), potom

lirn e(h) = O.
h --..O+

J ednokrokov á m et óda spl ňaj úca podmienku kon vergencie p odla de­

finíc ie (2.3) , konverguje i v zmysle definície (2.2).

Definícia 1.4. J ednokroková rnetóda s prírastkovou funkciou <1) na riešenie
rovnice y l = f (x:, !J ) je konzisten tná práve vted y, kea pl at í

Vet a 1.1. Jednokrokou á metoda s prirastkouo'UJ [unkciou <J) , ktorá spliu:
predpoklad (~ . .l), kotiucrquje práve vtedy, ked j e konzis tentná.

1.1.1 Odhad chyby

D efiníci a 1.5 . Lokálnu relatívnu diskretizačnú chy bu 8 v bode :r defi­
nujcme a ko v ýraz:

Ô(T) = 6 (;];. Y( :Ľ), h) - <1> (1';, y(:-c) , h.),

kde 6 (; 1; , y(:r ). 17,) je ( p resn.~r) relatívny prírastok a platí

l
6 (:r , y (x ) , h) = h(y (T + h) - y (:.r)) , x , J:: + h E [a, b]

Lemrna 1.1 . N ech .A, B ~ 0, lv! ENa platí

I~n + II S .41~n I + B ; TI. = O, ... , J' I - 1.

Potom

I ~n l S; AI~ol + {
A n-l B
A -l

B n

8
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Dôkaz:

n - 1

< < lin l ~ol + .B L
[=0

D

Polo žme A == 1 + c) , CS > O. Kedže platí

1 + CS < e8
,

potorn podla lernrny (2.1) dostávame

I ~n l ::; enól ~ol + ~ (eľ/ó - 1).

D efinícia 1.6. Pre L > 0, .1: E R definujeme Lipschitzovu funkciu nasle­
dovne

eLx - l
EL (:r ) == L

Veta 1. 2 . Nech y : [a , b] ~ R j e presné rie šenie úlohy ( l. lf Yn (pre
te; E [a ~ b]) SfÚ hodnoty pribli žn ého rie šenia ziskoné pomocou jednokroko­
'Vej '1nctódy S prirostkouou [unkciou <P : ktorá sp lťia predpoklad (2. .1 ). Necli
cxistisjú kon.štanty N ,P > O tak; že platí

(1.2) 16 (::r , y (;r; ), h) - <P (z . y Cc), h)I :s l\T hP ~ z , :1: + ll, E [a, tJ ].

Potom pre aleumuloiJa'nú diskrciiza čtui chybu e., == Yn - Y(:.rn) plat'! odhad

leni :s 1VhPEL(:l:n - a); ;l:n E [a, tJ].

Dôkaz: l\/Ián18 vztahy

Yn-, l

Y(Xn +1)

YO - Y(;J;O) == O,

Yn + h<D( ;r;n,Yn , h) ~

VeCn) + hcD (:cn , Y(l :n ) , 11. ) + h6TL ,

kde Sn je lok álna rela tívna diskrotizačn á chyba v bode 1;./1, ' Po odčítaní

dost.ávarne

en+l == e n + h(<P (;J: n , Yn, h) - <P (;Ľn , y(;r;'n), h)) - h5n .

Pou žijem e predpoklad (1.2) a vlastnost funkcie <I? (p red poklad (2.1)) :

( 1.~3) /en +l l :S (1 + hL )lenl + JVhP+ 1
: :r n 1 ~r;n+ 1 E [a, b]

Na nerovnost (1..:3) aplikujeme lemrnu (2.1.) , č ím doká žeme odhad

<

( 1. + hL )'n - :1 1\ TI j ) -t· 1
----- 1\' L <hL 4 -

en hL - 1
/ L N h" == N hPl:~L (:.r;·n - a) .

9
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Odhad chyby metódou polovičného kroku

Pre dostatočne hladké f a <p plynie z vety (2.2), existenc ia funkcie
e : [a, b] ----+ R tak , že pl atí

I I l-P ( : ') O (f p+ '] )Cn = " t: :C 'ľl -t- J, •

Na úlohu (1.1) pou žijeme postupne rnetód u s krokorn 2h a h.Vypoč ítanle

uzly a hodnoty približného riešenia :

0,(2h)
ul /TI.,

r (h )
X 2n

a + n2h ,

a+nh,

y~2h ) ,

(h )
Y 2n

V 1 - l .(2h ) - ,. .(h ) ' / merick é ,' ::; ' .ooc e x ; - .L 2n porovnanie numcric \.e nesen ia:

( )( '2 h )
' n

(h)
C2n

Rovnice od č ítame:

'1'(2h ) _ y (h )
.'hL 2n

y~2h ) _ _U(:l;;/I ) = (2h)Pc(:r;/ I) + O( hP+1),

rl (h) _ '7 (0, h ) - 17Po ( -y.h ) + O(17 P+ 1),}2n ,} 'Á'2n - ) l ..r .(/ 2n ' .

(2P- l )hP e ( :r ~;h ) ) + O(hP+1
)

, (2h ) .i»
Yn - Y 2n 0 (1 "J-I '])---- + Ll -

2p - 1.
(2h) (h ) (2h) , ( II )

Vn -- U2n + C) (h/J-T- l ' rov Vn -- U2n

2p - 1 ) 2p - 1

Odhad chyby zaokrúhlenia

Doteraz srn e uvažovali, že výpo č et nurnerick ého r iešenia prebi eha v
nekonečnej arit met ike , avšak v praxi vždy počítame v konečnej al~itľneti­

ke. t .j . ka žd ému č ís lu rl E R priradíme jeho zaokrúhlenú hodnot u d. Pred­
pokl ada jme, že za č i ato č né hodnoty probl ému (1.1) sú už zaokrúhlené:

Yo rl = u«
y11 -+ l Ún + h<D (:I: 'IL ~ D11 , h) + E It --I-- '] :

kd e En --F I naz ývame lokálnou chybu zaokrúhlenia. Označme T n = :On - ;lIn.

ako akumulovan ú chy bu zaokrúhle n ia v bode 1;n '

Veta 1.3 . Nech <P (;r , 71 , h ) : [a, b] x IR x [O ~ ho] ----+ IR je L -lipsch:itzo'uskri 'u

U a 'nech platí

potom

10



Dôkaz: M árne TO = O a

Yn+l iIn + h<p( ~Ľn , Yn ,h) + Cn + l

Yn+ l Yn + hiJJ (.'Ľn , Yn, h)

ITn -t-I I < Ii; + hi-; I+ Icu +-,I S Ii; I(l + hL ) + E

Aplikujeme lernmu (2. 1) a dostaneme od had

D

1.1.2 Konštrukcia niektorých jedriokrokových m etód

Eulerova rnetóda

Predpokladaj HlC, že riešeni e y : [CL , b] -7 IR úl ohy (1.1) je triedy C2.

Aplikujeme vetu o Taylorovorn rozvoji na y v bode :[; '11,+1

z čoho dostávame

l
Y/(:Dn) = -; (Y(Tn+d - Y(:J: n)) + () (h ).

-L

Prejdeme k priblizn ómu riešeniu , č ím získa rnc

l
f ( ~];n ' Yn) = -;(Yn -t-l - Yn).

7J

Potom rekurentn ý vztah

(1.4) Yn+l Yn + hf(;rn 1Yn) l

YO TI,

de finuje Eulorov u met ódu pre úl ohu (1.1).

Metódy typu Runge-Kut ta

Odvod íme m et ódu p-tého radu za predpokladu , že riešeni e y je t r iedy
CP+1 (p E N) . Definujme difer en ciálny operátor D pre g E Cl (G), G ~ IR2 :

D og i·ag
g=- + -. a~r ay

cl zároveú

1) (1.; +-' )

!J (O)g

D(D (k )9). k 2: O,.eJ E c k --t-I l

g.

11
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Z rovnice úlohy (1.1) spo č ítame niekolko derivácií u:

y'(x)

y" ( ~r )

y'"(;r)

y (p )

f (x , y(:r)) = (D(O )f)(x;,Y(J;)),

ci f'( ( ')) af ( ()) ,( )af ( ))- . x, y ~C = - x . y ;r +y x -(.e , y x =
(Lc aT Dy
of " of, .i- (1;, Y(:J:)) -1- .f ô-' (:E , y (:r )) = (D I I ) .f )( :L UCr )),
0 :1; - y

d (af .Of) a ,a- -o + .l-a (;r, yCr)) = ~( . .. ) + 'i: (oo .) =
dx v i) » y en: y

(D(2)f)(J;, y(x;)),

Aplikujeme ve tu o Taylorovom rozvoji na y v bode 1; + h a upravíme do
tvaru

-ll (Y(:E+ h) - y(:D) )
]1

P y (k)(x ) / --1 y (p+ 1) ( X ) p_

L II 17. + ( )' 17. -
J . p + 1 .

l=1

TJ (D (l - 1) j.' )(. (» ) . (p+ 1) ( - )L . x, y 1.. 17.' - 1 + Y ;Ľ hP.
l! (p + l)!

l= 1

Ak definuj em e prírastkovú funk ciu rovn ostou

-: D(l ·· · · · l )ť

<1\1)(·1: .u,17. ) = L l! ' 17.
1
-

1
•

1=1

tak získame nasledujúci odhad príslušnej d iskretiza ónoj chyby

kde

Ic5(x) /

<

I ~ ( x \ y(x ),h) - <p (x ,y(.T), 17, ) 1~
y (p+l )

. hP ~ JV hP ,
(p + l )!

y (p+ l )

II = nU1X
:r E [a ,b] (p + l )!

Funkcia <P p n ám umo ž ňuj e získať met ódu lubovoiného radu , avšak v de­
finícií <D p potrebujeme vypočítaj komplikovan é výrazy obsahujúce par­

ciálne derivácie funkcie f, čo je nepraktické. Preto sa budeme snaži t n ájs t
vhodnejšie vyjadrenú prírastkovú funkciu <p tak . abv výsledná metóda

bola rad II 7J. 'Ioda chc eme q) v tvare

él) ( :1,' , y, h) = L P IUi ki (a: y . h).
i= l

12



kd e

kl (2:,Y, 11.)

k2(x ,y , 11.)

f( x ,V),

f (x + ha2' y + hfJ21kl (x, y , h )),

p _.]

f (;r + ho: ["J , Y -f- h L ,(3P j kj ( :L' , u.h) )
.1 =1

a P,uu, ai , fJi j sú vhodne zvolené konšt anty tak, aby platilo

Položme p == 2, odvodíme Runge-Kuttovu rnetódu druhého radu. Chceli
by srne tiež P == 2:

cI> (;:r; , y , 11. )

<P 2(1:, u.17, )

vhf(x , y) + 'IU2f (;y; + h0:2,Y + hp21fCr ,V)) ,

f( x ,y) + ~ (Df)( .'Ľ, y) =

h(8 ť af )f (x,y) + "2 EJ~ (x, y) + f éJy (x, y) .

Použij eme vetu o Taylorovom rozvoji (pre funkcie t i prem enných ) na f v
bode ( ~r + ha2,Y + hfJ21fCr ,y)):

f ( ~r + 11.0:2,Y + h!321f(x ,V)) == f (x , y) + (hIJ:2 ,~ + h(321f
8
o ) f( :1: , y) +

o u: Y

+ -2
1 (hU'2 aa + h.821 f a,a ) 2 .fle + Ir y, :tJ + hi321"Y f (x , :tJ ) =

2: y

. of . of
[ i» ,y) + hG:2-

0
. (z ;y) + h(321.f ( ~r, y )~ +
x uy

l ( 0
2
ť a2f a2f)+ - h2 0:~ ~ '2 + 2h2 Cť2 f321f (x , y) ô Ô + h2,6;l f 2(x , y) ~ 2 .

2 u X 'x 'Y - u y

(x + h" y + hf321If (x ,V) ).

!(ečlže posledný sčítanec je t riedy 0 (h2 ) , m ôžeme vyjadri] <1? nasledovne

. . of ať .
<D (x , ;tj , h) == ( 'Uh + '1.0'2) '/ ( ~Ľ , y)+ h'W2 Cť2 -i-. ( ~C , y )+h'W2l321.!(2:,Y)-o' +()(h2).

u X y

1(e(1 porov náme získane koeficienty pri i, ~~ , f %~~ vo vyjadreniach <1? a
<.P 2' získame tri rovnice so štyrmi nezn ámymi (jednu nezn ámu si teda
m ôžeme voli t ). Rovnice

(J
tU 2/.J21
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popisuj Ú celú triedII met ód druhého radll . Pre presnosť takto zLkanej
met ódy s prírastkovou funkciou platí odhad

(1.5) I ~( ~r, y(x) ,h ) - <P(1;,y(x),h)1< N hP, N > O.

V praxi vybe ráme metódu , bud aby boli koefi cienty najj ednoduch šie,
alebo aby konštanta lV v odhade pres nosti met ódy (1..5) bola naj mensia.
P olo žme napr. 11J2 == ~, získame jednu z Runge-Kut.tov ých met ód druhého
radu pre úlohu (1.1):

(1.6) Yn+l

YO

Yn + ~ (f (x"' Yn) + f (:rn + hf (1;,,, Yn))),
n,

1.2 Viackrokové metódy

Pod pojmom (vše obecná) k-kroková met óda chá pe me rekurentn ýpred­
pis typu

(1.7)
k k

L a lYn+L == h L l3L j~~+ l ,
1= 0 l= O

kde f j == f (:r,j ,Yj) , ak -=1= O a laol + 11301 > O, hodnoty YO:'.Yl , · ·· <Yk- l
nazývame začiato čné podmienky (Yo == TJ pozn áme a. '.l)1, , Yk --l vy-
po čítame pOlnOCOLI jednokrokovej met ódy, Yí == 'I li (h) , i == l , , k -- 1).
P olo žme rh.: == O. dost an eme explicitné vyjad renie Yn. +k :

k

L Cťl Yn+l
1=0

Yn+k ==

k - l

h L í3If n+' ,
1=0

1 k-l

- "" (h 13l j~+l - (XlYn+l) .
Cťk L...J

I=()

Takúto rnetódu nazývam e explicit nou. Položrne te raz naopak ,Sk -=1= O,
získavame implicitn ú met ódu

(1.8)
r k - l

(Bk f'( ) 1 ""(l (J [, )Yn-t-k == h - . :Ľn +k , Yn+k + - L...J l·Pl.'n+l - Ctl Yn+l .
ak a k l=O

Rovnica (1.8) je v tvare Yn+k == F (Yn+k) , Yn+k po čítame p o it er áciách , t .j.
zvolíme začiatočné priblíženie Y~+ k (napr. Yn+k- l alebo 2Yn -k-l - Yn+k- 2)
'l 1)1'8 s > O po č ítame 'lj8+ 1 == l~ (yS ) Ak f J'e L-liIJSchi t zovsk á v 'llC • _ . • n-s-I: ii -i-k: . . I .J . '} ,

tak pre dos tatočne mal é h je l;' kontrakciou a. podla Ban achovej VEty o
kontrakcii plat í, že

li nl Y~~,+ k == :t}n - -k
S~
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pre Íubovoln é za čiato č n é priblíženi e Y~+k ' V ýhodou implicitn ých met ód
je ich numerick á stabilita pre väčš ie časové kroky oproti exp licitným
metó dam. nevýhodou je samozrejme potrebné riešit nelincárnu rovnicu

Yn+k == F (Yn+k)'

Definícia 1.7. Vi ackrokov á m et óda (1 .7) je stabilná práve vtedy: kca
všetky korene polynórnu p(() == L ?=o alCl sú v abso lútnej hodnot e men šie
alebo rovné 1 a všet ky korene: ktor ých absolútna hodnota je rovná 1, sú

jednoduché.

D efinícia 1.8 . Viackr okov á met ód a (1.7) je silne stabilná, ak Iná tvar

k

Yn+k - Yn+k- l == h L (Jl f n+l '
l =O

Definícia 1 .9. Viackro kov á met óda (1.7) je rad 1.1 TJ > O, ak pla t í

k

L Ccz == O
1=0

a naviac pre TJ > O

Met óda je kon zistentná , ak je rad u p 2: 1.

D efinícia 1. lO. Viackroková met ód a (1. 7) konver guje , a k pre ri ešenie t, :

[a: u] ---f IR úlohy (1.1) pre lu bovoIné rl a pre lubovoinú l , ktor á jc spojitá
a lipsch itzovsk á v y, platí výrok: nech { Yn,} xnE[a,b ] j e pri bli žne riešenie
získané p omocou metó dy (1.7) s taký m i za č iato č n ýrni podmien kami , že

lirn 'Ili (h) == TI pre ti == O, 1, . . . ,k-l :
h"'.O

potom platí

\fxE[a.b] lim Yn == Y( ;Ľ).
h O

X n E[a,h]

Nasledujúce vety sú dokázané v [2].

Veta 1.4 . Ka žd á kcnii erqentsui me toda j e stabilná.

Veta 1.5 . Ak viackrokou ám etoda (1. 7) kotiucrquje, potom j e kon zisten­
itui , t.j.

A-

L CY l == o,
1=0

k k

L Cť[ l == L lJl '
1=0 L=O
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Veta 1.6. Nech inackroko u á metóda (1.7) je radu p, nech y : [a b) --t IR
je presné rie šenie úlohy (1.1) a zoroueti Y E Cp+1([a, b)). Potom existuj ú
konstants) ho, k > O tak, že

kde On je lokálna diskreiiza čná chyba:

1 k k

15" = hI>~t:lJ (xn+d - '5..":JU(Xn+l, y(xn+L) ).
l= O l=O

Veta 1.7. Viackroková metóda konuerquje práve vtedy, ked je stabilná ti

konzistentná.

Veta 1.8. Nech Y E Cp+l ([a,b)) j e presné rie šenie úlohy (.1. 1)., f E

C([a, b) x JR. ) j e L-lipschitzovská (L > O) , {Yn}:r:nE[a,bj j e prihli žn é rie šenie
mrpo čitan é uiackrokouou stabilnou met ádou radv, p 2 1. Označme

POt077l, existvdú kon,štanty ho , N , () > O tak, že pre chybu rnetódy en
Yn - Y(xn) platí odhad

I I < (:J:n - a )O r + E ( )NhPen _ e o O xn - a

11etóda prediktor-korektor

T áto met óda zlučuje explicit nú a impli citnú met ódu, cím získam e
v ýhody obidvoch metód a zní žime ich nedostatky. Pomocou explicitnej
met ódy (je vhodné , aby bola výpocetne nenáročná) ur č íme počiatočné

priblíže nie Y~+l :

(1.9 )

Irnplicitnou met ódou získame Y,~ +1 :

(1.1 0)
í3(!{ ) 1 k -l

s l ' k f ( S- l ) "' (l' e (! {) ! (K ) )Yn+k = L-----cK') X'n+kl Yn+k + -----CK') L...,; l" l n -s-l - ctl Yn+l '
O k Ok l =O

Postačuj e zväčša s E 1,2 ,3. Teda po s iteráciách položírn e Yn+k = Y;~+k'

Vzt ah (1.9) nazývame prediktorová formula a (1.10) nazývame korek to­
rová formula.

16



Kapitola 2

Adaptívne metódy riešenia
ODR

Nasled ujúc i v ýklad je založen)' na kn ihe [1].

2.1 Metóda cG(l)

Maj me za č iato čnú úlohu

(2.1) rú(t )

u(O)
f ('u ( t ) ) , t E (O:TJ,
'U

0
,

kde f E Co, f : JRd -f JRd. Zostroj íme spoj itú Gal erkin ovu rnetódu po
čast iach polynorniálnu stupňa q pre úlohu (2.1) . I{ečlže metóda musí
sp l n iť znciat.o čn ú podmienku , zvolíme ako t estovací priestor polyn ómy
stup ňu q - 1. Prcn ásob íme (2.1) testovacou funkciou :U E Pq- 1 , kde q E N:

(2.2) u(t )v(t) == f(v,(t ))v(t ).

Stupe ň q je rovný l , teda v E JRd . In tegruj erne (2 .2) na intervale (tn - J ~ tn ) C

[0,1']:

{tn

i .,
Prejdeme k približn érnu riešeniu U E CO ([O.I']) po č..astiach lin e árnemu

(q == 1):

(2.3) U(tn ) - U(t n - 1 ) = '{~1 f( U(t)) dt , Tt = 1,2 ,3, . ..

Pou žijeme kvadratú rny vzorec [3] (4.23):

17



kde krt = t; - tn - l je díŽka. kro ku . CIen I ( U(t.n -11+UUnJ) aproxiruujemc

f(U(t n - 1 ) ) :

U(t n ) - U(t n - 1 ) = knf(U(tn - 1 ) ) , n = 1,2 ,3, ... ,

č ím dostávame hladanú rnetódu (ex plicitná, dopredná Eulerova met óda).
Zo vztahu (2.2) a (2.3) vyplýva tzv. Galer kinova ortogonalita:

'(~ l ([I(t) - I (U(t)) )v di = O, I! E ]Rd

2.2 Aposteriori odhad chyby cG(l )

Lineárny prípad

Budeme sa zaoberaj prípadom , kde o' je skalá r a I Ct) E eU([O, ~r])

daná funkcia:

(2.5) 'ú(t )

u(O )

P re dpokladajme, že v, E e1 ( [0, TJ). Vynásobme rovnicu (2.5) lubovoinou
funkciou v E el([O, TJ) a. int egrujeme, dostaneme vzťah

j'T iT(11, - Ov,)v dx = f v dl
o . o

Pou žijem e met ódu per partes, získame identitu

·T ·T

v, (1")v(1"' ) - u( O) v(O) + I u( t) (- 'iJ - Cť'V) dt = / [udt..
Jo . ()

Uvaž ujme tzv. duálny probl ém:

arp, t E (O, TJ,

e(T'),

kde e(-t ) = u( t) - [JU ). Rie šen ie duálneho probl ému m ôžem e vyjadrit
cx plici t.ne:

yJ( t ) = e(T') e:J: ]J (a( T - 1:))

Ak zvol íme testovaciu funkciu v ako riešenie duálneho probl ému , dosta­
neme

u(T)v(T) = 'Il(O)v(O) + ( Ivdt ,
Jo

'Icda získam e info rm áci1.1 o hodnote ru v č ase T' s pornocou počiatočnej

hodnoty u(O) a funkcie f.

18



Predpokladajme, že e (O) = 'i./,(O) - U(O) = O, Potorn z rovnost í

e2 (T ) = e2(T) + l T

e(t )(- ep - a rp) di =

e2(T ) - e(T )rp(T ) + e(O)rp(O) +lT

rp( t)( e - oe) di =

l T

rp(t )(é - a e) di:
, .

e - cv.e 'ú) - [J - ou + a U = f -t- CťLf = U ,

zo vztah II (2.5) vyplýva ident it a

kde označ íme rezíduum r(U) = U- o!.U - f .

Označme

(2.7) l j ''- IIcp(t) = k ~ ( s ) ds,
-n tn - -l

t E [t n ---] , t. n ] ,

Za použitia Galerkinovej ortogonality met ódy, t.j .

.f:,r(U) dt = O, ti = 1,2,3, ... :

prep íšerne (2.6)

e2(T ) = - lT r( U )(rp - rp) di .

Vieme , že pre T] ~ T2 E [t n - l , t n ] plat í

a
1 /.,tn

({J (t) - ({J (t) = - (~(t; ) - ~( s)) els.
kn l• ' n--- I

z coho získame nerovnos t

t " Irp - rp ldt ~ kn t Hlep ldt.i ., i ..
Ohrani č íme zhora le2 (T) I:
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kde T n == llH1X Ir([ l (t) )l, Získan é odhady uprav íme použit.írn ncrov-
t E[tn-- I ,tn ]

nosti

takže

(2.8)

Definujme faktor stability 8(T):

(2,9)
t: 1 ' 1 Li

S(T ) = ' I n - I 'P~ l >,

(2.10)

Keaže srne pož adovali e(7') == rp(7'), m ôžeme odhad zapísať v tvare

le (l -' ) I < max Ik(t)r( U(t ))18(T) .
t E [O ,T]

Odhad faktoru stability 8 (T) v závislosti na cl, popi suj e n asleduj úcu lem­
mu.

Lemrna 2. 1 . .Platí

8(T) < { e,Lp(cť1')

1.

pre o' > 1.,

pre o: < O.

Dôkaz: Márne du álny problérn (2.6). Vyj adr íme jeho riešenie:

Deri vuj eme .p:

rpO

=? C1

cp (T) == C e- aT

. -«.

M ôžeme vyjad rit S (t ):

8(t)
J~ Iep (S ) Ids Icť II <poIeOT J~' e- o s ds

Irpo I IrpoI
(-sgno:) CelT ( c ····n:t - 1. ).

\Jaj prv položme o > O:

S(T) == eO'T - 1. < e O'T .

~aopak nech o: < O, potorn eoT E (0, 1] a teda:

S(T) == 1 - e nT < 1.

o
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Všeobecný prípad

Uvažujme úlohu (2.1). Pribli žne riešen ie označíme U(t). Predpokla­
dajme, že e(O) == 'n(O) - U(O ) == O. Úlohe (2.1) priradíme linear izovan ý
duálny problém

(2.11 )

kde

(2.12)

Platí

~4 ( t )e ( t )

(2.13)

- sp (t ) - AT ( t ).p(t ) , t E (O ,T J1

!.p(T) - e(T ),

A(t ) = t f'( S'l/, (t ) + (1 - s)U(I )) ds.
Jo

IIf' (S71.(t ) + (1 - s)U(t))e(t) ds =

rl rl
Jo d/(S71.(t) + (1 - s)U(t)) ds = f('I/,(t) ) - f (U(1; )).

Podobne ako v lin e árn om prípade identi tu

upravíme (metóda per partes) na tvar

Ile(T)W = t (é - Ae)r.pdt.
Jo

Zo zadani a úlohy (2.1) plynie, že

e- Ae == 'il - f (u ) - Ú + f (U ) == - (j + f (U)

a teda

Ile(T)W = -lT

r( U)r.pdt .

Ďalej pokračujeme an alogicky ako v lineárnorn prípade. Získame odhad :

(2.1. 4)

2.2.1

II e(T) " < 8 (T) rn ax II k(L)T ( Ll (t ))II·
tE [O ,T ]

Adaptívna kontrola časového kroku

Pozn áme už odhad chyby pre cG(l) :

11-u(T) - U(T) II < S(T) max Ilk(t}r(t) II ,
tE[O,T]
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\Iv E ?cn n == l 2, 3: ...,

kde T(t) == U(t) - f(U(t)). Predpokladajme , že fakt or stability pozn áme
(bud ho m árne vypo čítaný , alebo odhadnutý) : Chceme

Ilu(T ) - U(T) II < l l ,

kde K > O je daná tolerancia. Volnle velkost časového kroku kn == i; ­
t n - l tak, aby platilo :

k r--.J l(
n r--.J S(T) Tn

Narniesto T n je vhodné použit Tn-l.

2.3 Metóda dG(O)

Chceme pre úlohu (2.1) zostroj it nespojitú Galerkinovu m et ódu po
častiach konštantnú. Postupujerne podobne ako pri konštrukcii cG( 1),
avšak t estovaciu funkciu v zvolírne z priestoru Pq , kde q == O (teda

Pq = JRd). Zárove ň aproximujeme člen f ( UU"-l ;+U(t n ») vo vztahu (2.L1)

výrazorn f ( Un ) ~ č ím dost ávame žiad anú (irnplicit nú, spät n ú E ulerovu)

rnet ódu:

Metóda splna podrnienku G alerkinovej ortogon ality:

I
t71

(2.15) U(tn)v = U(tn- l)V+. t n -l f (U(t ))v dl,

'[~ 1 (U(t) - f (U(t) ))v dt = O, Vv E Pq , rl = 1,2 ,3, ...,

2.4 Aposteriori odhad chyby dG(O)

K odhadu sa dopracuj eme podobne ako pre cG(l). Začneme identitou:

iV t «

iie(T )W = Ile(T)W + L l e(-tP - ATcp) dt ,
n =l ' t n - l

kde .A(t ) definujeme ako v (2 .12) . P ou žijeme m et ódu per partes na jed­

notlivých in tervaloch (tn-l, tn):

N t n IV-l

Ile (T )W = L 1 (-é - Ae)cpdt - L (U(tn) - U(tn-1))cp(tn-d·
n =l . tn -l n = 2

22



Posledný člen je d ôsledkom skokov približného riešeni a U (t) v uzlov ých
bodoch tn . I(eČlže plat í (2.1;.3) a.

é- Ae = ú - f (tt) - [j + fUJ ) = -u+ f (U) = f(U ) na (t'n-l : t n ) 'VI SnSN ,

t ak dos t ávame

.T N -- l

Ile(T)W= l J(U(t)) ep dt - 2:: (U(tn) - U(tn-l) )ep(tn-l)'
O '11=2

Polo žme Ti = tp, kde tp clefinuj erne ako v (2.7). Poto rn z (2.15) získame

IV-l l N - l

Ile(T) W= 2:: j'n(ep - ep) dt - 2:: (U(tn) - U(tn-d)(ep(tn- 1 ) - ep (tn-d ).
n =2 t n - l n =2

Vieme, že f(U(t)) je konštantná na (tn-l , tn):

Ted a

lV - l

Ile(1') 11 2 = - 2:: (U( tn ) - U(tn - 1 ))(({(tn - l ) - cp(tn - 1 ) ) .

n =2

Pla tí

č i ž e dostávarn e odhad

Ilc(T) 1I S; S(T ) max IIU(tn) - [/ (tn- 1)11·
1::;n::;N

2.4. 1 Stiff úlohy (rovnice so silným tlmením)

Pod pojrnorn st iff úlohy chápe rne za č iato č né úlohy (1. 1) , kd e velkost
faktoru stability S(T ) je nevelká i pre velké T , ale norma linearizovan ého
oper átora f ' (71,(t)) je velká. Prototyp stiff úlohy Iná tvar

(2.16)

kde 11 : ]Rd ~ ]Rd : A E ]Rd xd je konšt antná symetrick á pozitívne scmide­
finit ná mati ca , ktorej vlastné čísla /\ sú nezáporn é. Predpoklad aj me, že
~4 je diagon álna. Potom vieme určit riešenie 11(t ) = (11i (t) )1=1 :

(2.17)
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Pre velké kladné vlastné č ís lo Ai i-tá zložka riešenia rýchlo klesá kO,
lé l t ~ ~ ~ l \ t~ . k~ ~ l tf ~ ~ kpre ma e v as ne ClS o A i zos ava neja y cas rc a .ivne nem enna, avsa

nakoniec ti ež poklesne k O. V prípade že Ai by bo lo záporné, zložka
riešenia u, by rá t la exponenc iálne.

Použij eme doprednú Eulerovu met ódu na úlohu (2.16) :

un == Un - 1 - knAUn - 1 ,

kde un == U(t n ) je hodnota. pribli žného riešenia v bode i ; a k; == i; - tn - 1

je velkost časového kroku . T(edže A je diagonálna (A == diag (A.;)), plat í

Ur == (1 - kn Ai )Ut - 1
.

Pre velké Ai rnusí byt časový krok men ší než ;/ \ aby platilo

II - knAi l ~ 1,

inak by približné riešenie rástlo exponenciálne, čo nezodpoved á exaktn ému
riešeniu (2.17) , ktoré pre rastúci čas konverguje k O. Teda met óda zlyh áva ,
kedže nem ôžeme zmenšovat kroky neustále (zaokrúhlovacie chyby) .

Na úlohu (2.16) použijeme spätnú Eulerovu rnetódu:

U" == Un -
1

- knAUn
,

~ ~ l v l ~ hpr episeme po z oz G1C :

u: _ ( i . \ ) - 1ur'i - 1. - fí 'n/\ i i '

Metóda je stabilná bez obmedzenia časového kroku , lebo pre Ai > Oplat í

1 + knAi ~ l .

Volba časového kroku

Zistili SIn e, že na. zaručenie stability potrebujeme velnlÍ malé kroky: čo

je však neefektívne. Pokúsime sa skon štruoval metódu, ktorá bude po­
st upovat jedn ým velkým a niekolkými mensími krokrni a z ároveň bude

stabilná. Uvažujme úlohu

ú(t )
7.1,(0 )

- au (t)\ t > O,

l1Y,
kd e cť > O. Apl ikujeme explicitnú Eulerovu metódu tak , že vykon áme ako
prv)' väčší č asový krok J( > O, aby platilo aK > 2 a potom rn men ších
krokov , aby platilo a k < 2, t .j.:

U" == (1 - a k )7n ( 1. - et K) U·n - l .

Aby SIne dosiahli stabilit u, potrebujem e splnit nerovnost

1( 1 - a k )m (l - a !( )1~ 1,

t eda pre počet rnen ších krokov rnusí platit

log(aK - l)
m > - .

- log ll -akl
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.....

2.5 Metóda s adaptívnou volbou časového

kroku

V predchádza júcej kapi to le sme defin ovali met ódu prediktor-korektor .
V tejto kapitole SIne navrhli adaptívnu kont rolu časovéhokroku , Pou žijeme
ako prediktor explicit nú Eulerovú met ódu s adaptívnou volbou časového

kroku, Kedže f (U(tn +l)) m ôžeme aproxirnovat nasledovne:

ar ' ',.' . .' ." ic: " .' l " ,kd e aú .l C J akobi án .f , zavedieme nasled ujúcu mod ifik áciu imp icitnej

Eule rovej met ódy ako kor ek tor :

kd e [. , .]-1 je inverzná m atica. Nevýhodou t ejto m et ódy je nutnost poznaj
Jakobián a zarove ň potreb a po č ítat riešenie sústavy lineárnych rovníc.
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Kapitola 3

Deterministické dynamické
systémy

Syst ém, ktorý sa rnení s plynúcim č asom (p rechádza zo stavu do
stavu) môžeme označ i] za dyn ami cký . Dynamick é SYStélUY nachádzam e
všade oko lo seba. Na základe dejov , prebiehajúcich v prírode, boli odvo­
dené rnnohé systérny vo forme diferenciálnych rovníc . Častokrát sú t ieto
systérny nelineárne, kvôli tornu ich nedoká žeme vyri eši] analyticky. ~ ie­
kt oré nelineárne systérny vykazuj úchaotické chovanie : avšak systémy sú z
princípu deterministi ck é, t ýrn t o charakteriz ujeme poj em deterministi ck ý
chaos . Nasled ujúc i v ýklad vychádza z knihy [l].

3.1 Lorenzov systém

Lorenzov syst ém vznikol ako zjednodušenie rovníc vynúteného prúdenia
v at mosfére, charakter izuje ho vzťah

(3.1)

v, (0 ) = 1.10 ,

kde (J (Prandtlovo číslo ), p (Raykeighovo číslo) , (J > O sú konštanty

( zvyčaj ne (J = 10, P = 28 , f3 = ~) .

Polo žme začiatočné podmienky 1.101 = (3 , 5, l ) a V,02 = (3 ,5 .1.0001.
Spo čítame riešen ia Ul , U2 pre ti eto začiatočné podmienky pomocou adapt ívncj
met ódy z predch ádzaj úcej kapitoly. Obrázok :3.1 zobrazuj e zložku [J{
rie še ní. V šimnime si, že po ur čitom čase (t = 26) sa riešenia od seba
podstatne vzdialia, t út o vlas tnost; dy nam ick ého systému naz ývam e cit livá
závislost; na za óiatocnú podmienku (p opulárny n ázov je efekt motýlich

krídiel) .
Vypo č ítajme ri ešenie pre pevne dané časové kroky kl = 10- 3 , k2 =

10- 5 pre rovnakú začiatočnú podmienku 'ao = (3 ,5 , l) pomocou dopred-
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Obrázok 3.1: Zložky riešení Lorenzovho syst ému pre nepatrne odli šné
za čiato čn é hodnoty

nej Eulerovej met ódy. Na obrázku :3. I vidíme, že riešeni a sa po čínajú «

ca som t -=- 14 od seba, vzdialujú . Graf ~i . l noriem aproximovaný ch rezíduí
T(lJ i ) poukazuje, že chy ba pre prvé riešenie rástla rýchlej šie. 1\však po
krátkom č asovom intervale sú normy obidvoch riešení v norme rovnako
velké. Zmen šili srne velkos i kroku o dve desatinné miesta , ale zfskal' srne
o málo .. Labilnejšie riešenie.
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0,l)rá zok ~-L 2: Zložky ricscn! Lorenzovho systému s rozdieln ymi pevnými
dl žkami kroku

Vieme, že pre chybu dopredn ej Eulerovej metódy plat] odhad (2.1·4):

11e(7')11 ~ SeI' ) rna~ Ilk(l )r (U(t) ) II·
u: [ O ~ l l

Na pr v.ý· pohlad sa m ôže zdai., že pre dost ato č ne malý casový krok k(l )
»ískam o sta bilné riešenie do Iubovolnej č asovej hodnoty T'. A však nesmi e­

rne zabúda l" že pracujeme v kone čnej ari unet: ke. 'leda pri každej i ter ácii
je nevyhnu tne vnesen á zaokrúhlovacia chyba velkosti :=1 kde E > O je
IIa j IIH ~ll ši a konsr...u ita , pre ktorú platí l I E f- l V kone čnej a r it.mct.i ke.
Dopluim« predch ádzajúci odhad o d al sí č leu :

II(·:(T')II < Sl(T') ll~a~. l lk (l )r([J(t)) 1 1 \- 8o(T1

) nia~ L(-= ,
I C:loJ j U~ lo,1 l fi , l)
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Obr ázok :3. :3: Normy rezíduí pre rozdielne pevné dÍžky kroku

kde fak tor stability 8n(T) je v zmysle duáln eho probl ému definovan ý
nasledovne:

Prudpokladajme. že E -=- In 16 (d voj násobná pr esnos t v d vojkovej ar ir­

met.ike s pohybli vou desat innou č i arkou ) a aproximuje me Sacr) ~ lO ~ .
Po tom zaokrú hlovacia chy ba

rastie pre klesajú ci č asov ý krok k. Jednou z mo žnost í ako získaj stabiln é
riešenie i pre d lh šie casové úseky je použit met ódy vyššieho radu (napr.
q - I L I:2. ... ).

3.2 Ostatné systémy

1 as led ujúcc dvnam ick ósystérllY holi pomenované podla objavitc lov a s ú
prehra t é z ich práce Iltl , 1,5 1·

Rässler

Systé m je ur č en ý vzi.ahom:

(:1.2 ) 'u.

( - ) na O - u,

kde konštanty obvykle n - 0.2, Ô =-- (). 2 ~ r - 5.7.
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PÄIJATO KOBHAJOBE ~ . }J.

PÄEDSEOA KO S PRO aszz
STUDIJNf PRO R

Záver

Základnou t émou v tejto práci boli aposteri órne odhady a adaptívna

zmena časového kroku . Ukázali srne , že adaptívna zmeria časového kr iku
umo ž ňuje zlep šit a zr ýchlij výpočet riešenia . Nem óžcmc však zmen šovaj

časový krok neustále, kečlže pre malý časový krok začnú prevažovat za­
okr úhlovacie chyby, je to ib a jeden z dalších užitočn ý ch n ástrojov. Možný
spôsob zlepšenia implementovanej met ódy by bolo použi t. ako prediktor
cl korektor explicitné a implicitn é met ódy vyššieho radu . Podobne i apri­
orne odhady majú svoj význarn v analýze probl émov, sú siln ým teorc­
t.ickým n ástrojom. i ked (ct práve preto že) zahr ňuj ú i ti e nepriaznivejšie
mo žnost i. Lorenzov syst ém neustále zostáva, V)TZVOU pri zlepš ovaní nume­
rických metód.
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