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Uvod

Pri mnozstve matematickych, fyzikalnych, ale i ekonomickych problémov
potrebujeme poznat riesenie nejakej stustavy diferencialnych rovnic, ¢ uz
obycajnych alebo parcialnych. Pri skiamani toku elektrického priadu v
elektrickych obvodoch. pohybe telies. termodynamickych dejoch a pod.
sa dopracujenie k sustave diferencialnych rovuic. Malokedy dokazeme
najst pre dani sustavu exaktné (analytické) riesenie (i to vSak casto
potrebujeme reprezentovat numericky), preto sa uchylujeme k hladaniu
priblizného numerického riesenia. Hladame priblizenie exaktného riesenia
na konecnom pocte bodov, v konecnej aritmetike. Ndjdené riesenie nam
zvacsa postacuje. Vznikli mnohé metdody vypoctu numerického riesenia.
Niektoré boli postupom vyvoja prekonané, iné sa vsak stdle pouzivaju
kvoli svojej jednoduchosti a relativne] nenarocnosti na vypocetné pro-
stredie. Pri vypocte numerického riesenia nas vzdy zaujima chyba. ktorej
sa dopustame, ¢i uz z dovodu diskretizacie na konec¢ny pocet uzlov (kde
urcujeme hodnotu rieSenia), alebo z dosledku obmedzenia vypocetného
prostredia (zaokrihlenie hodnot na koneény pocet desatinnych miest).
Apriori odhady vsak charakterizuju najhorsi mozny scenar. preto su z
praktického hladiska zaujimavejsie aposteriori odhady, ktoré ndm umoznuji
adaptivne menit dizku kroku.

Hlavnym zdrojom informacii pre tito pracu je kniha [1]. zaoberajica
sa problémom adaptivnej zmeny kroku pri zaciatocnveh ulohdach a tiez
Lorenzovvin systémom. Zakladna teoria o numerickyvin metodach riesenia
obycajnych diferencialnych rovnic je cerpana z [2].

Praca je c¢lenena do troch kapitol. Prva kapitola popisuje hlavné
myslienky hladania numerického riesenia obycajnych diferencidluych rovnic,
odvodenie zakladnych metod a prislusnych odhadov. Odvodenie metod
c¢G(1). dG(0) sa nachadza v druhej kapitole spolu s aposteriori odhadmi
a konstrukciou adaptivnej metody. V tretej kapitole st popisané zname
chaotické systéme (obzvlast Lorenzov systém) a problémy spojené s ich
riesenini.



Kapitola 1

Numerické metddy rieSenia

ODR

Newtonov pohybovy zdkon mozeme formulovat ako diferencialnu rov-

nicu
mpz! = Flz',z.1),

¢o je vlastne sustava troch obycajnych diferencialnych rovnic druheho
radu, kde t oznacuje cas, x(t) je poloha castice hmotnosti m, v case t,
I vyjadruje zavislost posobiacej sily na ¢ase, polohe a rychlosti ¢astice.
Tato sustava charakterizuje tak komplexnu zavislost. ze s vynimkou tri-
vialnveh pripadov ju nedokazeme vyriesit analyticky. Vybudujeme na-
sledujucu tedria (ktord je hlbsie popisana v [2]), aby sme boli schopni
skonstruovat numerické riesenie.

Uvazujme problém

f1.1) y = flz,y) € [a,b],

yla) = 1.

Nech y @ [a.b] — R je riesenim (1.1). Zavedieme delenie intervalu |a. bl
tak, aby platilo

0 =>Tg < ¥ < vos S AN < H.

Cheeme vypocitat v kazdom bode 2; priblizné hodnoty y; (i = 0,1,.... N).
Budeme predpokladat, ze problém (1.1) je obyc¢ajna diferencidlna rovni-

ca prvcho radu, kedze kazdi diferencidlnu rovnicu n-tého radu mozeme

transformovat na systém obyc¢ajnych diferencidlnych rovnic prvého radu.

Teda

i) =

y = fle.y, ,f};. o U(H—--]))



je ekvivalentné s

y = i,
Y = v
yf_, = Ys,

y:;—l = Yn,
1 = FE Ui Poil):

Numerické metody riesenia delime na jednokrokové a viackrokové podla
toho, ¢i y,.4+1 vypocitame z jednej predchadzajicej hodnoty alebo z via-
cerych.

1.1 Jednokrokové metddy

Majme pevne dany krok A > 0 a zaciatocni podmienku y(a) = 7.
Pre uzly delenia plati:

Tp=a+nh, n>0

Hodnoty priblizného riesenia dostaneme z rekurentného vztahu

Yo = 1
Yn+1 = Un 1= h(I)(;j'n‘ Yns h)'

kde @ je prirastkova funkcia (zavisi na f).

Definicia 1.1. Akumulovanu diskretizacnu chybu e, metédy v bode
definujeme vztahom
€n = Yn — Y(Tn)-

Budeme sa snazit ndjst odhad ¢, v zdavislosti na h a tiez ukdzat.
ze ¢, — 0 pre h — 0 (v nejakom zmysle). Predpokladajme. ze f
a.b] x R — R je spojitd a zaroven f je c-lipschitzovska vzhladom k y
(c>0), t..

Vecladl Vinaer (@ omm) — flzye)| <elp— el

Z Picardovej vety vyplyva existencia a jednoznacnost riesenia.

Predpoklad 1.1. Predpokladajme, Ze prirastkovd funkcia ®(x.y, h)
a, b x R x [0, hg] = R je spojitda a L-lipschitzovskd vzhladom k y (L > 0)

V_rt_—iu‘-’i] Vm,yzé” VHE[(]J!{}] |(I)(‘I:‘ U, h) - (I)('T' Y2, h)| S LJU] o "‘)"'.3|



Definicia 1.2. Jednokrokova metdda s prirastkovou funkciou ¢ konver-
guje prave vtedy, ked plati vyrok: nech y : [a,b] — R je riesenie problému
(1.1), potom
Vaelab) Il_i_%li Yn = y(x),
In=T

kde y,, je priblizné rieSenie v bode z,,.

Ozna¢me e(h) maximélnu chybu pre dany krok A > 0:

e(h) = max |e,| = max |y, —y(z,.)|
Tn€ [(f-,b] Tn€ [ﬂ,bi
rn=a+nh rn=a+nh

Definicia 1.3. Jednokrokovd metéda konverguje prave vtedy, ked plati
vyrok: nech y : [a.b] — R je riesenie problému (1.1), potom

lim e(h) = 0.

h—04

Jednokrokova metdoda splnajica podmienku konvergencie podla de-
finicie (2.3), konverguje i v zmysle definicie (2.2).

Definicia 1.4. Jednokrokova metdda s prirastkovou funkciou @ na riesenie
roviice ¥y = f(x.y) je konzistentna prave vtedy, ked plati

v:rffia,bj V;,reh’ (D(I Y. 0) = f(" .U)'

Veta 1.1. Jednokrokova metida s privastkovou funkciou ®, ktord splia
predpoklad (2.1), konverguje prave vtedy, ked je konzistentnd.

1.1.1 Odhad chyby

Definicia 1.5. Lokalnu relativnu diskretiza¢ni chybu o v bode z defi-
nujeme ako vyraz:

o(x) = Alx.y(x), h) — ®(x.y(x), h).
kde A(r,y(x).h) je (presny) relativny prirastok a plati
1 _ ,
Az af(z)h) = E(y(;r +h)—y(x)), x,x+hEe€lal]

Lemma 1.1. Nech A,B >0, M € N a plati

|€ns1| < Al&u|+B. n=0,....M —1.
Potom i
“1,,‘_"11 B pre A # 1
!Enl S 4'5!)] +
Bn pre A =



Dokaz:
1€l < Al&uar| + B < A%€ 2|+ B(1+ A) <

n—1
S e AT G| 4+ BZ
1=0
O
Polozme A = 146, § > 0. Kedze plati
1448 <€,

potom podla lemmy (2.1) dostavame

|£“| § (-"”blél]| s g((_J'u) o 1)

Definicia 1.6. Pre L > 0, 2 € R definujeme Lipschitzovu funkciu nasle-

dovne _
el — 1

L

Veta 1.2. Nech y : [a,b] — R je presné riesenie wlohy (1.1), y, (pre
T, € [a.b]) si hodnoty priblizného riesenia ziskané pomocou jednokroko-
ve) metody s prirasthovou funkciou ®. ktora spl}iu. predpoklad (2.1). Nech
existuju konstanty N,p > 0 tak. Ze plati

(1.2} |A(x.y(x). h) — ®(z.y(x), h)| < NRP, &, 2+ h € |a.b]

EL(."I‘) =

Potom pre akumulovand diskretizacni chybu e,, = y,, — y(x,,) plati odhad
len]| < NWPE[ (2, —a), x, € |a,b].
Dokaz: Mame vztahy
eo = Yo —Yylxo) =0,
Yntl = Yn+h®(zn, Yn, h).
Yxne1) = ylxy) + h®(z,, y(z,). h) + ho,.

kde 4, je lokdlna relativna diskretizacna chyba v bode x,,. Po odcitani

dostavame
en+1 = €n + h(®(zn, Yn, h) — ®(zn, y(zn). b)) — ho,.
Pouzijeme predpoklad (1.2) a vlastnost funkcie ® (predpoklad (2.1)):

(1.3) len+1] < (1 + AL) + Nh* 2., %oy € [a, 0]

én
Na nerovnost (1.3) aplikujeme lemimu (2.1), é¢im dokdzeme odhad

(L+hL)* -1
hil

l,_.,fi'-h { i

& T—Nh"’ = NWE;(z,—a).

NRP* <

len] <



Odhad chyby metédou poloviéného kroku

Pre dostato¢ne hladké f a ® plynie z vety (2.2), existencia funkcie
e : [a,b] — R tak, ze plati

eal = We() + O(HH),

Na ulohu (1.1) pouzijeme postupne metodu s krokom 2k a h. Vypocitame
uzly a hodnoty priblizného riesenia:

(2h)  _ _ . (2h)
., = a+n2h, y",
(h)y _ (h)
Zs, = a-+nh, Y,
21 h) > g
V bode .I,‘E-, Y = ..:,'.(2;} porovname numerické riesenia:
2 2/ 21 a1 y * P4
(TE’ h) = yff” — y(.ri’) = {2h )*"(J(..':ih) + O(h Ly,
Ah) (h) ) S ) ) Sy +1
{".B‘n - .U?'H. o U(J ?.'n) _ h": ("('I".ZH,) T ()(hIF )

Rovnice odéitame:

¥~ = (2 - )iPe(af) + O(RPH)
y(lz.h} - U{h}
i 1 2n -
h}J(,(:L_EIZhJ) = 7 = 12r 4+ ()(hp—r 1 )
U['..’h) (h) yl‘.ﬂ:l Ufh]
(h) g1 — 3n 1+ 1 A T Yon
ey, = ——"D+0(h! T —
= O] 2}}_1

Odhad chyby zaokrihlenia

Doteraz sme uvazovali, ze vypocet numerického rieSenia prebieha v
nekoneénej aritmetike, avsak v praxi vzdy pocitame v konecnej aritimeti-
ke. t.j. kazdému éfslu d € R priradime jeho zaokrihlent hodnotu d. Pred-
pokladajme, ze zaciatocné hodnoty problému (1.1) st uz zaokrihlené:

o = 1=y,

Uns1 = Yo+ h®(zn, Jn, h) + Ensa.

kde &,.. nazyvame lokalnou chybu zaokrihlenia. Ozna¢me r, = y, — y,
ako akumulovanii chybu zaokrihlenia v bode x,,.

Veta 1.3. Nech ®(x,y.h): [a,b] x R x [0. hg] — R je L-lipschitzovska v
y a nech plati
|5h[ S

(4}

potom

Tl S
|7'n ] ;

Ei (z, —a).

10



Dokaz: Mame ry =0 a

.{;"n.-kl == g}n EE }L(I)(.'L'”.. TA?n h] + En+i
Ynt1 = Yn+h®(z0,yn. h)
Irnga|l £ |rat BErg| + |easil £ Iral(1 + BL) +€

Aplikujeme lemmu (2.1) a dostaneme odhad

O

1.1.2 Konstrukcia niektorych jednokrokovych metéd
Eulerova metdda

Predpokladajme, ze riesenie y : [a,b] — R dlohy (1.1) je triedy C=.
Aplikujeme vetu o Taylorovom rozvoji na y v bode z,,,,

Y(@ns1) = yln) + hy/(2) + O(h?)
z coho dostavame

|
i (n)= E(ﬁf(‘f}e-—l] —y(x,)) + O(h).

Prejdeme k pribliznému rieseniu. ¢im ziskame

; 1
H@n Yn) = 7 (Yns1 = Yn)-
2
Potom rekurentny vztah
(1~1) Yn+1 = UYn Tt hf(.'f’”, yu)‘
Yo = 1,

definuje Eulerovu metodu pre tlohu (1.1).

Metody typu Runge-Kutta

Odvodime metodu p-tého radu za predpokladu, ze rieSenie y je triedy
Crt1 (p € N). Definujme diferencidlny operator D pre g € C1(G), G C R*:

9) 0
Dg= 22+ f22
dx Ay
a zaroven
D% = DIDWel. k5 0,9€
DWg = g.
11



Z rovnice ulohy (1.1) spoc¢itame niekolko derivacii y:

gizy = flzgua) = (D" )z u))

[ af 0 f
y'(x) = —f(z,y( ))le‘(r- y(x) + ¢ ( )(j(f' y(xr)) =
de’ 0 Ay
5 df
= -E_)%(.f:.y(. ) + )‘mlj (osae) = ”f x, y(a

9 .
" (z) = k. - ( / f—f) (z,y(z)) = *0—1( sa) fad; e) =
= (D( ), y(x)),

y® = (DD f)(z,y(z)).

Aplikujeme vetu o Taylorovom rozvoji na y v bode » + h a upravime do
tvaru

1 —~ y¥)(z) yPEIE)
—(ylx+h) —y(z)) = : =l g W
h(u(r + h) — y(z)) ; 1 R+ TN h
— e G+

Ak definujeme prirastkovi funkeiu rovnostou

. D[! 1) ¢
®,(z,y,h) = Z T / e
=1 '

tak ziskame nasledujici odhad prislusnej diskretizacnej chyby

o(z)] = |Alz,y(z),h) — &(z,y(z),h)| <

U{p+1}
< |———=h?| < Nh?,
(p+1)!
kde
(p+1)
N = max | ———
TE ub| ([J+ I

Funkcia @, nam umoznuje ziskat metédu lubovolného radu, avsak v de-
finicii @, potrebujeme vypocitat komplikované vyrazy obsahujice par-
cidlne derivacie funkcie f, ¢o je nepraktické. Preto sa budeme snazit najst
vhodnejsie vyjadrena prirastkovi funkciu @ tak. aby vyslednd metoda
bola radu p. Teda cheeme @ v tvare

G(x.y. h) ZP“ kel za ),

12



kde

kl(a?!ys h’) = f(xa y)s
ko(z,y,h) = f(x+ has,y+ hBa1ki(z,y, h)),

P=3

kp(z,y.h) = f(x+hap,y+h Z Bpik;(x,y, h))

1=1

a P,w;, «;, 3;; si vhodne zvolené konstanty tak. aby platilo

|®(z,y, h) — Pp(z,y, k)| = O(RP).

Polozme p = 2, odvodime Runge-Kuttovu metédu druhého radu. Cheeli
by sme tiez P = 2:

®(z,y,h) = wif(z,y)+waf(z + hay.y + hBa fx.y)).
F
y(z,y,h) = .f'(:rq:u)+—!(D.f)(1:~;u):

- fay)+ 2(3_{: @)+ 15 wn).

Pouzijeme vetu o Taylorovom rozvoji (pre funkcie n premennych) na f v
bode (z + hag,y + h f(z,y)):

f(x + hag,y + hBan f(z,y)) = f(z.y) + (hﬂzdi + hi3a ff)—) f(z.y)+

1 0 ’
- 2(h(h() +hJ’21f ) fle+hy.y+ hidnyfle, y) =

= fl=, u)+hazdfu )+ W (3, y) 2L +
Ox dy
d? 2 (,_)2 .
-+ (}3 -()——'f--l-thaqﬁzlf(.’I‘ T)() ({ +h d”lf (I.‘, ?")'3{7{) .

(z + hy,y + hBavf(z,y)).

Kedze posledny séitanec je triedy O(h?), mozeme vyjadrit ¢ nasledovne
; d af . .
O(x,y, h) = (w1 +ws) f(x, y)+hw2aga—f(.1'.,t;)~+-h.'u:-2,d21f(u'. y)a—'}(Jr()(hz).
x Yy

Ked porovname ziskane koeficienty pri f, 8L oy g—i vo vyjadreniach ¢ a

&y, ziskame tri rovnice so Styrmi neznamymi (jednu neznamu si teda
mozeme volit). Rovnice

w) +wy = 1,
1

otk = =i
2

1

wyldyy = 5

13



popisuju celi triedu metéd druhého radu. Pre presnost takto ziskanej
metody s prirastkovou funkeiou plati odhad

(1.5) |A(z,y(x), h) — ®(z,y(x),h)| < NR?, N > 0.

V praxi vyberame metodu, bud aby boli koeficienty najjednoduchsie,
alebo aby konstanta N v odhade presnosti metddy (1.5) bola najmensia.
Polozme napr. w, = % ziskame jednu z Runge-Kuttovych metod druhého
radu pre ulohu (1.1):
. h .
(1'6) :!jn‘f'l = ?)“'ﬂ. + _(f('(I:'ﬂ.'- rl'n) + f(."“n + }Lj ("‘I'l'ﬂ' .Ufl)))‘
2

o = 0 )

1.2 Viackrokové metody

Pod pojmom (vseobecna) k-krokova metoda chapeme rekurentny pred-
pis typu

k k
(1?) E A Yn4l = h E adffn—H‘

=0 =0
kde f; = f(zj,y;), ar # 0 a |ao| + |Bo] > 0, hodnoty yo,¥1,- -, Yk-1
nazyvame zaciatoéné podmienky (yo = 7 pozndme a yi,...,yx—1 Vy-
pocitame pomocou jednokrokovej metody. y, = n,(h).7 = 1,..., k—1).

Polozme 3, = 0. dostaneme explicitné vvjadrenie y,, , x:

ke k—1
E QYnil = hE By frtts

k-1
Yn+k = — (hﬁlﬁi-!—f—a'iyuﬂj'

Takuto metodu nazyvame explicitnou. Polozme teraz naopak 3, # 0.
ziskavame implicitni metédu

: k-1
Ok . 1 Lo

(18) Ynik = h_f (Jﬁ,;+k. y11+k) + — Z(h-‘j{.fﬂ—i—f - OJ{U!H-{)-
(Y ¥ 1=0

Rovnica (1.8) je v tvare Y, = F(Ynik): Yntk POCitame po iteraciach, t.j.
zvolime zaciatoéné priblizenie ¥, (napr. y,4x—1 alebo 2y, k-1 — Ynir-2)
a pre s > 0 pocitame g;:h = F(y;.r)- Ak f je L-lipschitzovska v y,
tak pre dostatoéne malé h je F kontrakciou a podla Banachovej vety o
kontrakeii plati, ze

lim Yy, . . = Untk
S

14



pre lubovolné zaciatoéné priblizenie yY . Vyhodou implicitnych metod
je ich numerickd stabilita pre vicsie casové kroky oproti explicitnym
met6édam, nevyhodou je samozrejme potrebné riesit nelinearnu rovnicu
Ynik = F(Ynik)-

Definicia 1.7. Viackrokovd metéda (1.7) je stabilnd prave vtedy. ked
vSetky korene polynému p(() = Z?:n ;" s v absoliitnej hodnote mensie
alebo rovné 1 a vsetky korene. ktorych absohitna hodnota je rovna 1, si
jednoduché.

Definicia 1.8. Viackrokova metoda (1.7) je silne stabilna. ak ma tvar

k
Yn+k — Yn+h—1 = h’ E ‘Lj)“l’fn—i-i'-
=0

Definicia 1.9. Viackrokova metoda (1.7) je radu p > 0. ak plati

k
Z =il
1=0
a naviac pre p > 0
k s k [s——l
> o= de(Sm i ST L
=0 1=0

Metoda je konzistentna, ak je radu p > 1.

Definicia 1.10. Viackrokova metoda (1.7) konverguje, ak pre riesenie y :
la.b] — R 1lohy (1.1) pre lubovolné 7 a pre lubovolnn f. ktora je spojita
a lipschitzovska v y. plati vyrok: nech {yn}s, cap je priblizné riesenie
ziskané pomocou metddy (1.7) s takymi zac¢iatoénymi podmienkami, ze

}Ll\l\lt_l‘ ni(h)=n prei=0,1,...,k—1,

potom plati
v.re;u.b_' lim Yn = U('I")‘

h,0
Tn€lab]

Nasledujuce vety su dokazané v [2].
Veta 1.4. KazZdd konvergentna metoda je stabilnd.
Veta 1.5. Ak viackrokovd metoda (1.7) konverguje, potom je konzisten-

tnd. t.j.
k k

&
Zrn =) Zu;! = Z 3.

=0 =0 (=0
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Veta 1.6. Nech viackrokovd metéda (1.7) je radu p, nech y : [a,b] — R
je presné riesenie ilohy (1.1) a zdroven y € C**'([a,b]). Potom existuji
konstanty ho, k > 0 tak, Ze

|6n] < kWP pre Yoz, x, + h € [a,b], Vh < hy,

kde 6, je lokdlna diskretizacnd chyba:

k

=% Zaw Za) = D B (@t Y(@art))

(=0

Veta 1.7. Viackrokovd metéda konverguje prave vtedy, ked je stabilnd a
konzistentnd.

Veta 1.8. Nech y € CP*'([a,b]) je presné riesenie tlohy (1.1), f €
C(la,b] x R) je L-lipschitzovskd (L > 0), {yn}a,clap j€ priblizné riesenie
vypocitané viackrokovou stabilnou metodou radu p > 1. Oznaéme

0= max [y(z:—uy)l.

Potom existujii konstanty ho, N,0 > 0 tak, Ze pre chybu metddy e, =
Yn — y(x,) plati odhad

|(-Jni S e(d:,.—a)@é‘ =+ Eg(l‘“ = a)Nh'p V:.‘:,,Eia.b] th(O.hu}‘

Metoéda prediktor-korektor

Tato metoda zluéuje explicitni a implicitnii metédu, ¢im ziskame
vyhody obidvoch metéd a znizime ich nedostatky. Pomocou explicitnej
metody (je vhodné, aby bola vypocetne nenaro¢na) uréime pociatocné

priblizenie ¢ :

k—1
]. }J
(19) yﬂ—}—k = (P) (h”ji fn+l - O:} }yn-i»f)-
Qp =0

Implicitnou metodou ziskame y)

. .}if{) . 1 k-1 (K K
(L10) 9k = At f(@nts Yonk) + —i55 D (RO fat — 4 ).
Q. Q=0

Po§t31€'11j(3 zviacsa s € 1,2, 3. Teda po s iteraciach polozime y, .k = y; .
Vztah (1.9) nazyvame prediktorova formula a (1.10) nazyvame korekto-
rova formula.

16



Kapitola 2

Adaptivne metdédy riesenia
ODR

Nasledujuci vyklad je zalozeny na knihe [1].

2.1 Metdéda cG(1)
Majme zaciatocnu ulohu

(2.1) at) = f(u(t), te(0,T]
u(0) = o,

kde f € C° f : RY — R4, Zostrojime spojiti Galerkinovu metédu po
castiach polynomidlnu stupnia ¢ pre dlohu (2.1). Kedze metéda musi
splnit zaciatocmi podmienku, zvolime ako testovaci priestor polynémy
stupna ¢ — 1. Prendsobime (2.1) testovacou funkciou v € P,_y, kde ¢ € N:

(2.2) u(t)v(t) = fu(t))v(t).

Stupeii ¢ je rovny 1, teda v € R% Integrujeme (2.2) na intervale (t,_,.t,) C

[0, L]
f,.
|

Prejdeme k pribliznému rieseniu U € CY([0. 7)) po castiach linedrnemn

i
w(t,) — w(t,—1) :/ Tl at, =128 .
byn—1

(g =1):
st
(2.3) V) =l dseq] = / fU@)dt, n=1.223....
Jin-1
Pouzijeme kvadratirny vzorec (3] (4.23):

T L
[ Un I).)—f_ 8 (f”J) . = 1, 2,030 o v

(-i)“l) ('r“u) - (I("n l) ~ 'I"n./. (



kde k, =t
fU(tn-1)):

Ult,) = U(tp—1) = knf(U(tp—r)), n=1223....,

A ’ - - Ultn Ultn) : 3 3
n — tn—1 je dlzka kroku. Clen f (_l__l);L) aproximujeme

¢im dostavame hladani metédu (explicitna, dopredna Eulerova metoda).
Zo vztahu (2.2) a (2.3) vyplyva tzv. Galerkinova ortogonalita:

/. “ (U(t) - f(U@))vdt =0, veR

2.2 Aposteriori odhad chyby cG(1)

Linearny pripad
Budeme sa zaoberat pripadom, kde o je skalar a f(t) € C([0,77])
dana funkcia:
(2.5) u(t) = au(t)+ f(t), te(0,T].
u(@) = o

Predpokladajme, ze u € C*([0, 7). Vyndsobme rovnicu (2.5) lubovolnou
funkciou v € C'([0.T]) a integrujeme, dostaneme vztah

T T
/ (u —au)vdr = / fodt
0 0

Pouzijeme metodu per partes, ziskame identitu

T

T
w(T)e(T) — u(0)v(0) +/ u(t)(—v — av)dt = / fudt.

0
Uvazujme tzv. dudlny problém:

- = ap, te(0,T],
—p(T) = eT),

kde e(t) = u(t) — U(#). Riesenie dudlncho problému mozeme vyjadrit
explicitne:

p(t) = e(T) expla(T —t))

Ak zvolime testovaciu funkciu v ako rieSenie dudlneho problému, dosta-
neme

i
u(T)v(T) = u(0)v(0) + / fudt.
Jo

Teda ziskame informaciu o hodnote u v ¢ase 1" s pomocou pociatocnej
hodnoty «(0) a funkcie f.
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Predpokladajme. ze e(0) = u(0) — U(0) = 0. Potom z rovnosti
" - T
() = &HT) +/ e(t)(—p — ap)dt =
0
‘ T
= €)= e(T)plT) + €0 0) + | p(t)(e ~ ae)dt =
0
T
= / o(t)(é — ae) dt,
0
e—ae = 4—U—ou+al=f+al=U,

70 vztahu (2.5) vyplyva identita

(2.6)

T T
2(T) = (t U)—=U@)dt=—-[ r 1,
e*(T) A(ﬂﬂ+a(ﬂ (1)) dt A (U)pt

kde oznac¢ime reziduum r(U) = U — alU — f.

Oznacme

(2.7)

1

b
2(t) = — o(s)ds, tE [ty1,tn].
k'” tn—1 l

Za pouzitia Galerkinovej ortogonality metddy, t.j.

tn
/ ol dt =0, a=1,2:38: 5
Jitn-1

prepiseme (2.6)

Vieme, Ze pre 1.7 € [t,_1,t,] plati

wwn-ﬂENs/'wwr

P

tn N tn
|(.’2(T)| S Z T'n / |“1‘9 - ”‘;| dt S Z ?‘nk” / IQ' 2
ln—1 Vin-1

n=:1 Ltn ) oy n=1
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kde r, = max |[r(U(t))]. Ziskané odhady upravime pouzitim nerov-

LE[tn—1.ln]
nosti
rrl‘l\:u S llgl}f)é}?'v t?'“}ifnj,
takze
2 tn
) . ) < a r s : Al s
(28} le*(T)] < 12}12’?\; Pk [_ || dt

Definujme faktor stability S(7):

A &
o glat
(2.9) ST =il
7|
Kedze sme pozadovali ¢(T') = ¢(T'), mozeme odhad zapisat v tvare

(2.10) le(T)| < max |k(t)r(U(t))|S(T).

te[0.7)

Odhad faktoru stability S(7°) v zavislosti na a popisuje nasledujicu lem-
mu.

Lemma 2.1. Plati
explal’) pre.o > 1;
5(T) <
1 pre o < 0.

Dokaz: Mame dualny problém (2.6). Vyjadrime jeho rieSenie:

plt) = O™,
@ = p(T)=Ce™T
jl (\‘ o ;(1(1’!..
Derivujeme p:
1-9(!) = (_O'J\;'U(}”(T_”-

Mozeme vyjadrit S(t):

jr; lo(s)|ds  |af|¢®]exT ](; e *ds
I |°) -

= (—sgna) e (7™ - 1).

S(t) =

Najprv polozme a > 0
S(}") - (}r!'f' 2 § (’“';{.
Naopak nech o < (), potom et e (0, 1] a teda:

S(T)=1-eT<1.

20



Vseobecny pripad

Uvazujme ulohu (
dajme, ze ¢(0) = u(0
dualny problém

2.1). Priblizné riesenie oznac¢ime U(t). Predpokla-
) —=U(0) = 0. Ulohe (2.1) priradime linearizovany

(2.11) —o(t) = AT(t)e(t), te(0,T),
o(T) = e(T),

kde

(2.12) / f(su(t) + (1 —s)U(t)) ds.

Plati

A(t)e(t) = /j su(t) + (1 = s)U(t))e(t) ds =
(213) = /—f(su() (1 - )U(R) ds = f(u(t)) - FU(2)).
0

ds

Podobne ako v linedrnom pripade identitu

)
eI = [le(T)|? + / o~ — AT ) di

upravime (metdda per partes) na tvar

T
e = [ (= Aeoat
J 0
Zo zadania tlohy (2.1) plynie, ze
é—Ae=1u—f(u)-U+ f(U)=-U+ f(U)

a teda

T
e(T)||?> = —/ r(U)pdt.

0

Dalej pokracujeme analogicky ako v linearnom pripade. Ziskame odhad:

(2-14) le(T)]| < S(T) e |[&(E)r(U(2))]]-

2.2.1 Adaptivna kontrola casového kroku
Pozname uz odhad chyby pre ¢G(1):

lw(T) = U(T)|| < S(T) max |[k(t)r(t)],

te[0,T]
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kde r(t) = U(t) — f(U(t)). Predpokladajme, ze faktor stability pozndme
(bud ho mame vypocitany, alebo odhadnuty). Chceme

[w(T) = U(T)|| < K,

kde K > 0 je dand tolerancia. Volme velkost ¢asového kroku k, = t, —
a7 bok, a.by platilo:

Namiesto 7, je vhodné pouzit r,_,.

2.3 Metéda dG(0)

Chceme pre tlohu (2.1) zostrojit nespojiti Galerkinovu metédu po
castiach konstantni. Postupujeme podobne ako pri konstrukeii ¢G(1),
avsak testovaciu funkciu v zvolime z priestoru F,, kde ¢ = 0 (teda

U(tﬂ —1 }+UUH )
2

vyrazom f(U,). ¢im dostavame ziadanu (implicitnd. spatni Eulerovu)
metodu:

P, = RY). Ziroven aproximujeme ¢len f ( ) vo vztahu (2.4)

(—’ ( ) Lr( - ] = ’!i'nf(br(fn )) n=1 .2 T "

Metdda splita podmienku Galerkinovej ortogonality:

(2:15) U = Ulls-1)v / FU@)vdt, Yve Py n=1,23..;

ﬂ

[
/ (U(t) - f(Ut))vdt =0, Yoe P, n=1,23,...

2.4 Aposteriori odhad chyby dG(0)

K odhadu sa dopracujeme podobne ako pre ¢G(1). Za¢neme identitou:

le(T)|? = |le(T ||2+Z/ —p— ATp)dt,

n=1

kde A(t) definujeme ako v (2.12). Pouzijeme metédu per partes na jed-
notlivych intervaloch (t,-1,t,):

N-1

le(T)|I? = Z[ 6= Ae)pdt — 3 (Ultn) — Ulta_1))p(tn_1).

n=1"'n-1 n=2
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Posledny ¢len je dosledkom skokov priblizného riesenia U(t) v uzlovych
bodoch t,,. Kedze plati (2.13) a

é—Ae = i~ f(u)~U+f(U) = =U+f(U) = f(U) D2 (tnr,tn) Vicnen,

tak dostavame

N-1

le(D)|[2 = f FU®) et — 3 (Ultn) = Ultuor))pltar)
n=2
Polozme v = @, kde ¥ definujeme ako v (2.7). Potom z (2.15) ziskame
N-1
||(' H2 Zf dt_'Z((](tn)_L’r(tn-—l))(;p(tn—l)_g(tn-—l))-
n=2 n=2
Vieme, ze f(U(t)) je konstantna na (t,_1,t,):
/ f s,O (P) dt =10 VlSﬂSN‘
Teda
N-1
||(‘_,(T)||2 = Z(U.(tn) - L"F(tn—l))(‘r'-’ﬁ(f'n—i) e E(tn—l )]
n=2
Plati

in
[ 0(tar) = Bltuo)l] < / p@Ildt Vicngn,
tn-1
¢ize dostavame odhad

e(T)]] < S(T) max |[U(tn) = U(tn-1)||-

l1<n<N

2.4.1 Stiff dlohy (rovnice so silnym tlmenim)

Pod pojmom stiff dlohy chdpeme zaciatoéné tlohy (1.1), kde velkost
faktoru stability S(7) je nevelka i pre velké T', ale norma linearizovaného
operatora f'(u(t)) je velkd. Prototyp stiff ilohy mé tvar

(2.16) w = f(u)=—-Au, t>0,
0 L. 0nd
w0 = w =y )ip
kde u : RY — R% A € R™ je konstantna symetrickd pozitivne semide-

finitnd matica, ktorej vlastné ¢isla \; su nezaporné. Predpokladajme, ze

A je diagondlna. Potom vieme uréit riesenie u(t) = (u;(t))L,:

(2.17) ui(t) = exp(=Ait)u), t>0,
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Pre velké kladné vlastné éislo )\, i-td zlozka riesenia rychlo klesd k 0,
pre malé vlastné c¢islo A, zostava nejaky cas relativne nemennd, avsak
nakoniec tiez poklesne k 0. V pripade, ze A, by bolo zdporné, zlozka
rieSenia u; by rastla exponencialne.

Pouzijeme dopredni Eulerovu metddu na ulohu (2.16):

Ur = Un—l —k AUn—]

- 'R 3
kde U™ = U(t,) je hodnota priblizného rieSenia v bode t,, a k,, = t, —t,_,
je velkost casového kroku. Kedze A je diagonalna (A = diag(),)), plati

n—1
U = (1 =k, A)U7=.

Pre velké \; musi byt ¢asovy krok mensi nez % aby platilo
inak by priblizné riesenie rastlo exponencialne, ¢o nezodpoveda exaktnému
rieSeniu (2.17), ktoré pre rastici ¢as konverguje k 0. Teda metdda zlyhava,

kedze nemozeme zmensovat kroky neustéle (zaokriihlovacie chyby).
Na tlohu (2.16) pouzijeme spéitni Eulerovu metodu:

U-n — Un—] o k AUTI
= . ]
prepiseme po zlozkach:
Lr:a - ( Fi=- kn/\i ) = IL’:“_ 1 .
Metdda je stabilna bez obmedzenia casového kroku, lebo pre A; > 0 plati

1+ kA > 1.

Volba ¢asového kroku

Zistili sme, 7e na zarucenie stability potrebujeme velmi malé kroky. ¢o
je vsak neefektivne. Pokusime sa skonstruovat metodu, ktord bude po-
stupovat jednym velkym a niekolkymi mensimi krokmi a zaroven bude
stabilna. Uvazujme tlohu

w(t) = —au(t), t>0,

u(0) = °,

kde o > 0. Aplikujeme explicitni Eulerovu metodu tak, ze vykoname ako

.....

prvy vicsi casovy krok K > 0, aby platilo aK > 2 a potom m mensich
krokov. aby platilo ak < 2, t.j.:

U= (1—=ak)™(1 —aK)U™.
Aby sme dosiahli stabilitu, potrebujeme splnit nerovnost
(1 —ak)™(1—aK)| <1,
teda pre pocet mensich krokov musi platit
_log(ak —1)
~  logl|l —ak|
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2.5 Metdéda s adaptivnou volbou ¢asového
kroku

V predchadzajicej kapitole sme definovali metodu prediktor-korektor.
V tejto kapitole sme navrhli adaptivnu kontrolu ¢asového kroku. Pouzijeme
ako prediktor explicitnti Eulerovii metédu s adaptivnou volbou ¢asového
kroku. Kedze f(U(t,4+1)) méZeme aproximovat nasledovne:

of

f(U(tn+1)) =~ f(U(tn)) + (Ur(f'n—t—lJ - U(tn))gg((j(tn—:—l))'

] : wi . : 51 e . i, v
kde {fﬂ":. je Jakobian f, zavedieme nasledujucu modifikaciu implicitnej

Eulerove] metody ako korektor:

of =
U(tn+]) = U(tn) +kn Irknﬁ(U(tH—H)) f(U(tn—p—])-
kde [...]7! je inverzna matica. Nevyhodou tejto metddy je nutnost poznaf
Jakobidn a zaroven potreba poéitat rieSenie stustavy linearnych rovnic.



Kapitola 3

Deterministické dynamické
systémy

Systém, ktory sa meni s plynicim ¢asom (prechddza zo stavu do
stavu) mozeme oznacit za dynamicky. Dynamické systémy nachadzame
vsade okolo seba. Na zédklade dejov, prebiehajicich v prirode, boli odvo-
dené mnohé systémy vo forme diferencidlnych rovnic. Castokrat si tieto
systémy nelinedarne, kvoli tomu ich nedokdzeme vyriesit analyticky. Nie-
ktoré nelinearne systémy vykazuji chaotické chovanie, avsak systémy si z
principu deterministické. tvmto charakterizujeme pojem deterministicky
chaos. Nasledujuci vyklad vychadza z knihy [1].

3.1 Lorenzov systém

Lorenzov systém vznikol ako zjednodusSenie rovnic vynuteného priudenia
7 atmosfére, charakterizuje ho vztah

o(uy — uy)
(3.1) uw = flu)j= uy(p — uz) — wy

s — Uy

u(0) = u,

4

kde o (Prandtlovo ¢islo), p (Raykeighovo ¢islo), 5 > 0 su konstanty
(zvycajne o = 10,p = 28,8 = %)

Polozme zaciatoéné podmienky u®' = (3,5,1) a u” = (3,5.1.0001.
Spocitame rieSenia U, U? pre tieto zaciatoéné podmienky pomocou adaptivnej
metody z predchadzajucej kapitoly. Obrazok 3.1 zobrazuje zlozku U
riesent. VSimnime si, ze po urcitom case (f = 20) sa rieSenia od seba
podstatne vzdialia, tito vlastnost dynamického systému nazyvame citliva
zavislost na zaciatocni podmienku (popularny nazov je efekt motylich
kridiel).

Vypocitajme riesenie pre pevne dané ¢asové kroky k' = 1079, k? =
10~° pre rovnaku zaciatoéni podmienku «? = (3,5, 1) pomocou dopred-
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Obréazok 3.1: Zlozky rieseni Lorenzovho systému pre nepatrne odlisné
zaciatocné hodnoty

nej Eulerovej metdody. Na obrazku 3.1 vidime, ze riesenia sa poc¢inajic
casom t — 14 od seba V!.-([ld.lll.]ll. Graf 3.1 noriem aproximovanych rezidui
r(U") poukazuje, ze chyba pre prvé riesenie rdstla rychlejsie. Avsak po
kratkom casovom intervale st normy obidvoch rieseni v norme rovnako
velké. Zmensili sme velkost kroku o dve desatinné miesta. ale ziskali sme
o malo stabilnejsie riesenie.

20 ] 1 T T ) T T
15 u? A : . ek ' '
10 - i ' ' g

Uyt
o

10 F WVWAWVVYVYY 'UH '

Obrazok 3.2: Zlozky rieseni Lorenzovho systému s rozdielnymi pevnymi
dlzkami kroku

Vieme, ze pre chybu doprednej Fulerovej metody plati odhad (2.14):

)| < S(T) mas KO O)]

Na prvyv pohlad sa moze zdat. ze pre dostatocne maly casovy krok k(t)
ziskame stabilné riesenie do lubovolnej casovej hodnoty 7. Avsak nesmie-
me zabidat, ze pracujeme v konecnej aritimetike. Teda pri kazdej iteracii
je nevyhnutne vnesend zaokrihlovacia chyba velkosti =, kde = > 0 je
najmensia konstanta, pre ktori plati 1 | = # 1 v konecnej aritmetike.
Doplnime predehddzajici odhad o dalsi ¢len:

[|e(T)|| < S(1T }r;11|;|1..¥ |k()r(U ()] + Se(1 1..11{{.1);| m
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Obrazok 3.3: Normy rezidui pre rozdielne pevné dlzky kroku

kde faktor stability Sy(7) je v zmysle dudlneho problému definovany
nasledovne: =
‘q('[‘) .Ili ”‘r“\”df
2]

(dvojndsobna presnost v dvojkovej arit-
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Predpokladajme. ze = — 10
3 R i = - & 3 S i
metike s pohyblivou desatinnou ¢iarkou) a aproximujeme Sy (7) = 10+.
Potom zaokrithlovacia chyba
TR
I —
I

rastie pre klesajiici casovy krok &. Jednou z moznosti ako ziskat stabilné
riesenie 1 pre dlhsie casové tseky je pouzit metody vyssicho radu (napr.
gr=Lls 12 .. 5l

3.2 Ostatné systémy

Nasledujiice dynamické systémy boli pomenované podla objavitelov a si
{].. [5]

prebraté z ich prace

Rossler
Systém je urceny vztahom:

U2 — U3
(3.2) i flu) wy ooy
uz(uy +79)+ 08

w(0) u'

kde konstanty obvykle o« — 0.2, 3 — 0.2,

o5
e
ol
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()hr{x'/,uk 9.4 jorenzov yalem
Rab'movich—Fabrikant
Gystém je reeny gztahom:
H-All;.,ﬂ"n poud) A
(3.3) i fw) w(dus A= uk) AU
_ual \ -um-ﬂ
wl0) 0 (fx.na.u.n. 1.0L),
kde km\?d.amy n‘m’yk‘m n AT 0.87-



z(t)

Obrazok 3.5: Rossler

z(t)
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DRI C) =
oONbhOD®-2NA

S
™

Obrazok 3.6: Rabinovich-Fabrikant
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Zakladnou témou v tejto praci boli aposteriorne odhady a adaptivna
zmena casového kroku. Ukazali sme, ze adaptivna zmena casového kroku
umoziuje zlepsit a zrychlit vypocet riesenia. Nemozeme vsak zmensovat
casovy krok neustdle, kedze pre maly ¢asovy krok zacnu prevazovat za-
okrithlovacie chyby, je to iba jeden z dalsich uzitocnych néstrojov. Mozny
sposob zlepsenia implementovanej metédy by bolo pouzit ako prediktor
a korektor explicitné a implicitné metody vyssieho radu. Podobne i apri-
orne odhady maju svoj vyvznam v analyze problémov, st silnym teore-
tickym nastrojom. i ked (a prave preto ze) zahriuji i tie nepriaznivejsie
moznosti. Lorenzov systém neustédle zostdava vyzvou pri zlepsovani nume-
rickveh metod.
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