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Abstrakt:

V predlozenej praci studujem otazku nespravodlivého losovania, ktorti som ski-
mala prostrednictvom silného nastroja, testovania hypotéz. Na zaciatku som sa
zaoberala najdenim vhodnej nahodnej veli¢iny, ktora by ndm umoznila jedno-
duchym sposobom rozriesit povodnt otdzku spravodlivosti losovania. Zaoberala
som sa otazkou randomizovanych a nerandomizovanych testov. V praci st okrem
iného uvedené tri vzorové priklady s podrobnym riesenim. Vo vSetkyjch je uvedena
aplikacia randomizovaného i nerandomizovaného testu. Prvy ilustruje prave také
losovanie, u ktorého nemame dostato¢né dovody na pochybovanie o spravodlivosti
celého losovania, v druhom priklade je uvedeny typicky pripad nespravodlivého
losovania a v tretom je uvedeny pripad, kedy testy nedavaju rovnaké vysledky.
Prilohu tvori zdrojovy text numerickych vypoctov v Mathematice.
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Abstract:

In the present work I study the question of unfair ballots, which I have researched
through the powerful instrument, testing hypotheses. At the beginning I tried to
find useful random quantity, that could help me to solve the first question of
unfair ballots. In addition, I deal with randomized and nonrandomized tests. In
the work there are three examples with detailed solutions. In all cases there are
applied randomized and nonrandomized tests. The first example illustrates the
ballot, in which we do not have enough reasons to doubt of justice of the ballots,
the second is typical example of unfair ballots and in the third example illustrates
different answers of the tests. In appendix there is the source file of numerical
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KAPITOLA 1

Odvodenie rozdelenia a zakladné vlastnosti
1. Rozdelenie pravdepodobnosti

Uvazujeme osudie, v ktorom mame n roznych listkov ocislovanych 1..n. Budeme
vyberat z osudia po m listkov (rdznych listkov) bez vracania. Vyber zopakujeme
k-krat.

Oznac¢ime si M; mnozinu listkov vytiahnutych v j-tom tahu. Otézka, ktorou sa
budeme zaoberat je, kolko roznych listkov vytiahneme pocas celého losovania. Ich
mnozinu si oznacime M.

Pre M plati:

M =M, (1)

Mohutnost mnoziny M si ozna¢ime pismenom R, ¢o bude pre nas ndhodné veli¢ina
vyjadrujica pocet roznych listkov vytiahnutych pocas celého losovania.
V nasledujucich riadkoch odvodime rozdelenie ndhodnej veli¢iny R, teda:

PIR =] r=m,m+ l.min(n, mk) (2)

I; oznacime indikadtor mnoziny M. To znamena:

(4o <s>

Teda bude platit, ze

Na odvodenie rozdelenia nahodnej veli¢iny R pouzijeme Jordanovu identitu.
Nech A;...A, st ndhodné javy na tom istom pravdepodobnostnom priestore. W, ,
ozna¢ime pravdepodobnost, Ze prave r udalosti z A; ... A, nastane.

Potom plati:

W, — ”§f<_1y (T I ) Sie (5)

=0 J

kde
1<i1<i2...<n
5



1. ROZDELENIE PRAVDEPODOBNOSTI 6

Teda pre nase potreby budeme uvazovat, ze ndhodny jav A; bude totozny s I; = 1,
teda to, Ze nastane znamena, ze sme vytiahli i-ty prvok aspon v jednom losovani.
V nasom pripade plati, ze R = r, ak prave r prvkov z [, ...I, nadobuda hodnotu
1.
Vyjadrime:

P(AilﬂAiz...Aij):1—P(AZ?1UAZ¢2...A%) (8)

Pouzijeme princip inklazie a exklazie:
J
P(AGUAGU.LAG) = PA)=)  P(AGNAS,) (1P (A5 N AG. L AS)
=1 <m
(9)

Na presné vyjadrenie pravdepodobnosti pouZijeme nasledujice vztahy:

P (45N A, = (f::?) (10)

P (A5 N Ay AT) = ( :%?) (11)

S vyuzitim (6),(10) a (11) dostaneme nasledovné:

Lol (5) o (&) o

0 inak

<
VRS
—~
EF

Pre j = m...min(mk,n) moézeme S; zjednoduSene zapisat ako:

J n—I k
_ Z l+1()<(7:)> (13)
=1 (m)
Z Jordanovej identity (5) a predchadzajiceho plynie:

ssev e (1-sees e () )
P(R=r)= ak r =m...min(mk,n)

0
inak

\

Pouzijeme identitu:

(5)65)=0)0) X

N
)) ak j =m...min(mk,n)
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Konec¢ne vysledok:

() S5 () (1 -srten ) () )
P(R=r)= ak r =m...min(mk,n)
0
| inak

2. Zakladné vlastnosti

V nasledujuacich riadkoch odvodime stredni hodnotu a rozptyl ndhodnej veli¢iny
R, ktorej rozdelenie sme odvodili v predchadzajicej kapitole.

EIL; =1-P(I; =1)+0- P(I; = 0) (17)

Oznacime

_ ')k (18)

Z (11) a (18) plynie:
(n—l) k (”;1)"' k n—m\*
ELi=1-~-ml] =1 ot :1—( ) =1-¢q (19)
() Tn=m)iml n

EIZ-IJ-:LP(I-:l I-:1)—P(A-mA-):1_p(AguA;):

—~

— P(A) + P(A{ N Af) =
1—2( ) "m ) =1-2q9 + qq (20)
Teda z predchadzajuceho vyplyva
ER:EiIi:n-EIZ-:rp(l—qo) (21)

i=1

ER*=E <Zn: ) ZE[2+ZE11—H1 o)+ (n* =n)(1—240+qoqr) =

i#j
n(n + qo — 2ngo + gog1(n — 1)) (22)

varR = ER* — (ER)*> = n(n + qo — 2nqo + qoq1(n — 1)) — n*(1 — q)* =
n(qo + qoqr(n — 1) — ngy) (23)



KAPITOLA 2

Testovanie hypotézy
1. Par pojmov na zaciatok

Ide o jednoduchy rozhodovaci postup, na zaklade ktorého hypotézu zamietneme
alebo nezamietneme. Ozna¢ime X = (X, X5, X3...X,,) ndhodny vektor (nejaké
namerané hodnoty). X, Xo, X3...X,, s nezavislé rovnako rozdelené ndhodné ve-
liciny. Budeme predpokladat, Ze rozdelenie ndhodného vektora X zévisi na para-
metre ¢, o ktorom vieme, Ze patri do mnoziny parametrov §2.

Pravdepodobnost, ze X padne do mnoziny B € B, za podmienky, Ze skuto¢né
hodnota parametru je 6 oznacime Py(B)

Oznacime si dve disjunktné neprazdne podmnoziny parametrov 2; a €2,. Na za-
klade pozorovani budeme chciet zistit ¢i nis neznamy parameter bude patrit do
Q, alebo Q,. KedzZe si nie sme tym isty, tak otestujeme hypotézu Hy : 0 € €
proti alternative Hy : 6 € (2s.

Ak je mnozina 2; jednobodova, tak hovorime o jednoduchej hypotéze. V pripade,
Ze je viacbodova, tak hovorime o zlozenej hypotéze. Analogicky mame aj jedno-
duchu a zlozenu alternativu.

O platnosti hypotézy H, rozhodujeme na zéklade pozorovani reprezentovanymi
vektorom X. Oznacime S vSetky hodnoty, ktoré moze vektor X nadobudat.
Testovanie obvykle prebieha tak, Ze si stanovime vhodne nejak podmnozinu Sy,
pre ktort bude platit, Ze v pripade ak X € Sy, tak hypotézu zamietame. Tuto
mnozinu nazyvame kritickym oborom. V opac¢nom pripade nezamietame. Dopl-
nok S; oznacime Ss

Pri rozhodovani sa samozrejme mozu vyskytnat aj chyby. V pripade, Ze zamiet-
neme hypotézu, aj napriek tomu, ze je pravdiva, tak hovorime o chybe 1.druhu.
V pripade, Ze nezamietneme hypotézu a hypotéza neplati, tak hovorime o chybe
2.druhu. Je ziaduce, aby sme pri testovani minimalizovali obe chyby.

Dalsia vec, ktora nas bude zaujimat pri testovani a ktort pred prevedenim testu
budeme musiet vyriesit je vhodna volba kritického oboru Sy. Pri testovani hypo-
tézy sa stanovuje tento obor tak, aby sme minimalizovali chybu prvého druhu na
pozadovanu hranicu. V praxi si teda chybu prvého druhu obmedzi tak, ze dopredu
stanovime pevni hodnotu «, ¢o bude ¢islo medzi 0 a 1 a bude platit:

Frea,(X € 51) <o (24)

Hladinou testu nazyvame také «, pre ktoré plati:

o = supeegng(X c Sl) (25)

Najlepsia volba kritického oboru je taka, ak pri dodrzani tejto podmienky je
pravdepodobnost chyby 2. druhu minimélna.

8



2. NAS TEST 9

Najviac pouzivané hodnoty hladiny testu st hodnoty 0.05 a 0.01. Na zaklade
volby hladiny testu si stanovime kriticky obor S; ako funkciu «. Pre kriticky
obor plati, ze: Si(a’) C Si(a) ak o' < a.

Dalsim délezitym pojmom je sila testu.

Hodnotu 3(0) = Pyeq,(X € S1) nazyvame silou testu v bode 6

Funkciu

B:0 10,1  B(0) = Py(X € Sy) (26)

(t.j. pravdepodobnost zamietnutia hypotézy, ak skutoénd hodnota parametru je
0) nazyvame silofunkciou testu.

Najmensia hladina testu, pri ktorej by sme hypotézu zamietli na prislusnej hladine
testu sa nazyva p-hodnota (p-value significant probability). Je to teda:

min{a:z € Si(a)} (27)

P-hodnota je pravdepodobnost, Ze za platnosti Hy pozorujeme také data, ktoré
bud svedcit proti nulovej hypotéze viac nez moje napozorované data.
Hy zamietam na hladine testu «, ak p-hodnota je mensia ako hladina testu a.

Pri testovani hypotéz je praktickejsie pouzit testovi Statistiku. Je to funkcia pozo-
rovani, ktoru si oznac¢ime 7'(X), nezavisld na parametre 6, ktory testuje. Testovi
statistiku volime tak, aby jej rozdelenie bolo za platnosti hypotézy zname.

Test teda zaloZime na testovacej Statistike T'(X) a kritickom obore, stanovenom
prave pre tuto Statistiku.

2. NaS test

V nasledujicich riadkoch sa budeme zaoberaf problémom nespravodlivého lo-
sovania a to prostrednictvom testovania hypotéz.

Nech rq je skutoény pocet réznych listkov po k kolach.

N4&s test ma nasledujuici tvar:

Hy:V osudi je skutocne n listkov.

H,:V osudi je menej nez n listkov

V pripade ze H, zamietneme, tak budeme povazovat losovanie za nespravodlivé.
V opa¢nom pripade nebudeme mat na pochybovanie o spravodlivosti losovania
dostatok dokazov.

Nech « je hladina testu.

Test na hladine o zamietame, ak:

o
ZP[R:ﬂn,k,m] <« (28)

Z predchadzajuceho vieme, ze vyraz na lavej strane sa nazyva p-hodnota.
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Teraz najdeme najvicsie r také, pre ktoré budeme hypotézu zamietat. To zna-
mena, ze najdeme:

max {r; i P(R=in,k,m) <« } (29)

Toto r oznac¢ime 7. Pomocou rj ur¢ime kriticky obor.

Plati:

Ak R < ri tak hypotézu zamietame na prislusnej hladine testu.
Ak R > ri tak hypotézu nezamietame na prislusnej hladine testu.
Dalsia otézka, ktorou sa moZeme zaoberaf je sila testu.

Silu testu oproti alternative vypocitame ako:

Z P(iln,m, k) (30)

Mozeme sa pozriet aj na to, ako sa bude spravat sila testu, pokial budeme pocet
roznych listkov v osudi menit. Ak pocet roznych listkov v osudi oznacime [, tak
potom si definujeme silofunkciu:

fl] = Zp(z'u,m, k) (31)

f[l] bude teda udavat silu testu oproti alternative pokial pocet roznych listkov v
osudi je L.
Teraz si ilustrujeme predchadzajice poznatky na troch prikladoch.

PRiKLAD 1. !
Za vstupné idaje pouzijeme vysledky zZrebovania éisel stale popularnej hry Sportka,
ktora je zaloZena na vybere 6tich ¢isel zo 49tich. V nasledujucej tabulke st uve-
dené vysledky z prvych desiatich losovani v roku 2007.
V tomto pripade vieme, Ze v osudi sa skuto¢ne nachadza 49 listkov. To musi byt
notarsky overené. Preto alternativu v tomto teste formulujeme tak, Ze niektoré
hodnoty nemozu byt vytiahnuté.

1 2 3 4 5 6
1|16 19 20 3 22 43
2117 36 19 13 9 30
3|32 33 17 14 40 37
4|3 38 43 14 15 47
5|37 44 31 22 40 3
64 28 33 35 10 12
716 19 26 28 27 2
8|44 28 10 7 38 20
932 25 13 39 44 3

10| 7 11 32 9 1 18

1Zdrojovy text k vipoctom a grafom je uvedeny na konci textu v prilohe.



2. NAS TEST 11

V kazdom riadku tabulky mame uvedenych 6 ¢isel prislusného Zrebovania.
Vidime, Ze je to teda pripad, kedy mame 49 roznych cisel, z ktorych v kazdom
losovani vyberieme 6 a celé to zopakujeme desatkrat.

Nés teda bude zaujimat pocet roznych listkov vytiahnutych pocas losovania. Na
zaCiatku textu tejto prace bol odvodeny vztah vyjadrujici toto rozdelenie. Gra-
ficky ho mozeme znazornit nasledovne

1t 0000000000
°
°
0.8t °
°
0.6
°
0.4
°
0.2¢
°
°
N e®

10 20 30 40 50

OBR. 1. Rozdelenie ndhodnej veli¢iny R

Grafické znéazornenie rozdelenia veli¢iny R nam je dokazom toho, Ze vztah odvo-
deny v (16) je skutocne rozdelenie ndhodnej velic¢iny.
Graficky si este vyjadrime pravdepodobnosti jednotlivych hodnot.

0.04r

0.03¢

OBR. 2. Jednotlivé pravdepodobnosti nahodnej veli¢iny

Vidime, Ze pravdepodobnost je najmensia v krajnych bodoch, ¢o st vlastne ex-
trémne situacie. Prvych pit hodnot je nulovych, lebo losujeme po Siestich listkoch
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P(R<5) =0 (32)

Taktiez je malo pravdepodobné, Ze v kazdom tahu vytiahneme rovnaké ¢isla, tak
ako je malo pravdepodobné, Ze pocas losovanie vytiahneme vsetky cisla. Najvic-
Siu pravdepodobnost ma situécia, kedy vytiahneme 39 réznych cisel.

Z tabulky vieme Tahko vycitaf, Ze pocet roznych listkov vytiahnutych po desia-
tich zrebovaniach je 35. Tato hodnota je vlastne to ry, teda skuto¢na hodnota v
predchadzajicom odstavci. Teraz pouzijeme nastroj testovania hypotéz, ktorému
sme sa venovali v predchadzajicej kapitole. Zvolime si hladinu testu 0.01.

Podla (28) vypocitame teraz p-hodnotu, pricom uvazujeme hladinu testu 0.01.
Ta nam da vysledok 0.45580962986094170017967275.

.....

mietame na hladine 0.01.

Néajdeme si také najvécsie r, pre ktoré budeme hypotézu na danej hladine za-
mietaf. Pouzijeme vztah (29).

Po vypocte zistime, Ze v tomto pripade za hodnotu r; budeme uvazovat hodnotu
30 na hladine 0.01. To znamena, Ze v pripade, ak po desiatich Zrebovaniach vy-
tiahneme nie viac ako 30 réznych listkov budeme hypotézu zamietat na hladine
0.01, lebo p-hodnota bude mensia ako hladina nasho testu.

Teraz si zakreslime silofunkciu f[j], ktort sme si definovali v predchadzajicom
odstavci, konkrétne vztahom (31). Spomenieme si, Ze sa jedna o funkciu, ktorou
vyjadrime silu testu oproti alternative pri meniacom sa pocte réznych listkov v
osudi.

1t 0000000000000000000000000,
°
°
0.8¢ °
°
0.6¢
°
°
0.4+
°
°
0.2r °
°
%
, , , , ...00.‘
10 20 30 40 50

OBR. 3. Silofunkcia

V grafe si moézeme vSimnut, Ze pre hodnoty 1 v rozmedzi od 6 do 30 mé fun-
kcia f[l] hodnotu rovnu 1. Je to preto, lebo ak je v osudi najviac 30 roznych
listkov, potom pravdepodobnost vytiahnutia najviac 30-tich réznych listkov je 1.
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Vidime, Ze s rasttcim [ tato pravdepodobnost klesa.
Pre | = 49, je pravdepodobnost, ze r < r;, rovna 0.0080202, ¢o je pravdepodobnost
zamietnutia hypotézy na hladine 0.01 pre [ = 49.

PRIKLAD 2.
Dalsi priklad, ktory uvedieme je tiez situécia, s ktorou sa verejnost mala moznost
stretnuf.
Nemenovana firma vypisala konkurz na jednu zakazku.
Na zaklade inzeratu sa prihlasilo 16 firiem. Zadavajuca firma mala teraz za tlohu
vybrat Styri pitice firiem, ktoré sa buda na celom projekte podielat.
O tom, ktoré firmy to budu sa rozhodlo na zéklade losovania. Teda losovalo sa
Styrikrat po piatich firméach, pricom firiem je 16. Opiit bolo overené notarom, ze
v osudi sa nachadza 16 listkov, takze zase formulujeme alternativu v tom zmysle,
ze niektoré listky nemohli byt vytiahnuté.
Losovanie dopadlo nasledovne:

LOKALITA |1 2 3 4

1 STEAG, s.r.o. |0 0 0 0

2 ASP sluzby, s.r.o. | 0 0 0 0

3 | AVE CZ odpad. hosp., s.r.o |1 0 1 1

4 PARK, v.o.s |1 1 0 1

5 Ing. M. Kréal | 0 1 1 0

6 TS Hustopece, s.r.o. | 1 0 1 1

7 PET group, a.s. | 0 0 0 0

8 DVORAK comte, a.s. | 0 0 0 0

9 FALCON, s.r.o. |1 1 1 1

10 TS Brno, s.r.o. |0 0 0 0
11 A.S.A. Zabrovtesky, s.r.o. | 0 0 0 0
12 A.S.A. s.ro. |0 0 0 0
13| A.S.A. EKO Znojmo, s.r.o. |0 0 0 0
14 TS A.S.A., s.r.o. |0 0 0 0
15 INGE BRNO, s.r.o. | 0 1 0 0
16 SIMEK 96, s.r.o. | 1 1 1 1
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V tabulke 1 znamenad, Ze firma bola v danom losovani vytiahnuté a 0 znamena
opak.
Opit si pre zaciatok zakreslime rozdelenie pravdepodobnosti.

1r e o
[ )
0.8 °
0.6¢
[ )
0.4+t
0.2r1 L
[ )

OBR. 4. Rozdelenie pravdepodobnosti ndhodnej velic¢iny R

Na nasledujicom obrazku su zakreslené jednotlivé pravdepodobnosti. Prvé styri
hodnoty st 0. Najvicsiu pravdepodobnost mé situécia, ked roznych firiem bude
12.

OBR. 5. Jednotlivé pravdepodobnosti hodnot veli¢iny R

UZ na prvy pohlad je zrejmé, Ze v tomto pripade asi nepdjde o spravodlivé lo-
sovanie. Sta¢i si v8imnat uz iba faktu, Ze 9 zo 16 firiem nebolo vylosovanych
ani jedenkrat, jedna firma bola vylosovana raz, jedna firma sa objavila pocas lo-
sovania dvakrat, tri trikrat a dve firmy boli dokonca vylosované pocas kazdého
jedného losovania.

Opit budeme testovat hypotézu Hy na hladine 0.01.

Program Mathematica a vztahy uvedené v predchadzajicom texte nam dali na-
sledovné vysledky.
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Z tabulky vidime, ze skuto¢ny pocet vylosovanych roznych firiem je 7. V precha-
dzajicom obréazku, pripadne v prilohe si mozeme vSimnit, Ze pravdepodobnost, Ze
pri losovani bude vybratych prave 7 roznych firiem zo 16 je iba 0.000005827409.
P-hodnota vypocitana pre tento pripad nam dava hodnotu 0.000005855787144703
ak hladina testu je 0.01. Z tedrie testovania hypotéz vyuzitim p-hodnoty ndm to
jasne hovori, Ze na hladine o = 0.01 hypotézu zamietame, teda losovanie pova-
Zujeme za nespravodlivé.

Opiét si ndjdeme hodnotu 7, pomocou vztahu (29), pricom uvazujeme hladinu
testu 0.01. V tomto pripade nam r; vyslo rovné 9. To znamena, ze ak nam vyjde

.....

1 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
0.8
0.6¢
[ ]
0.4r
[ ]
0.27
[ ]
1 1 1 1 \. ° ] 7Y
2.5 5 7.5 10 12.5 15

OBR. 6. Silofunkcia

Podobne ako v predchadzajicom priklade si moézme do grafu zakreslit, ako sa
bude spréavat sila testu proti uz dobre znamej alternative rj, ak sa bude menit
hodnota pocétu réznych firiem, z ktorych si vyberame. Podobné tvahy ako sme
pouzili v predchddzajicom mozeme pouzit i v tomto priklade. Pokial budeme
mat v osudi 6 az 9 listkov, tak ndm vyjde sila testu rovnd 1. Opéft s rasticim 1
nam sila testu klesa.

Otézka, ktord sa nam pontka je, akd je pravdepodobnost, Ze v tomto losovani
firiem vylosujem prave dve firmy v kazdom losovani.

Na jej zodpovedanie vyuzijeme hypergeometrické rozdelenie, ktoré mame defino-
vané nasledovne.

DEFINICIA 1. Nech N, A a n st prirodzené ¢isla, pricom A < N,n < N. Nech
X je ndhodna veli¢ina, ktora nadobuda iba celociselnych hodnot s pravdepodob-

nostami:
GIesy
()

potom hovorime, Ze ndhodna velicina X mé hypergeometrické rozdelenie.

max(0,A+n—N) <k <min(A,n) (33)
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V nasom pripade bude A =2,n =5, N = 16,k = 2. Aby sme dostali pozadovany
vysledok, tak (33) umocnime na $tvrti, lebo losovanie opakujem styrikrat, pri¢om
vzorec (33) nam déava pravdepodobnost, ze dve konkrétne firmy budi v jednom
losovani urcite vybraté.

Vysledna pravdepodobnost je iba

(H)'
232 ) = 0.0000482253 (34)

(5)

Podozrivé st aj firmy, ktoré boli vytiahnuté v troch losovaniach. Na vypocet
pravdepodobnosti takejto situdcie pouzijeme taktiez hypergeometrické rozdele-
nie. Tato pravdepodobnost vypocitame nasledovne:

(13) 3 (13)
~3- 252 — 0.0000827077 (35)
(5)
5
Vidime, Ze posledné dve ¢isla st naozaj malé. Mozeme si vSimnuf, Ze obe hod-
noty st mensie ako pravdepodobnost, Ze vylosujeme kazd firmu aspoii jedenkrét.

Tato pravdepodobnost zistime z druhého obrézka v tomto priklade. Kde pravde-
podobnost, Ze ndhodné veli¢ina R nadobudne hodnotu 16 je 0.00210259.

Vieme, Ze skuto¢ny pocet roznych firiem, ktoré boli vylosované podla tabulky
je 7. Teraz si mozeme polozit otdzku, akd bude pravdepodobnost, Ze vyberieme
sedem roznych firiem, pokial budeme vyberat z 7,8,9...16 firiem.

Odpovedou je nasledujuci graf.

°
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

OBR. 7. Pravdepodobnost, Ze vyberieme prave sedem firiem pri
roznom pocte firiem

Podobne ako v predchédzajicom méame na zdklade grafu opit pochybnosti o
spravodlivosti celého losovania. Vidime, Ze pravdepodobnost, Ze zo 16 firiem vy-
berieme roéznych len 7 je naozaj velmi mala. Najvicsia pravdepodobnost, ze vy-
berieme 7 roznych firiem je vtedy, ak vyberame zo siedmich firiem.
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PRIKLAD 3.
Teraz si uvedieme priklad, v ktorom ukazeme tretiu situaciu s ktorou sa moézeme
stretnuf. Pdjde o pripad, kedy sa uz vysledky randomizovaného a nerandomi-
zovaného testu nebudi tak zhodovaf. Problematika randomizovaného testu je
spracovana v nasledujtcej kapitole.
Budeme uvazovat losovanie piatich ¢isel z tridsiatich ¢isel. Losovanie budeme opa-
kovat desatkrat.
A ako to dopadlo?

1 2 3 4 5
113 28 10 23 7
2|4 10 3 29 20
328 7 6 30 3
4|15 12 3 28 26
5|14 1 6 10 4
67 3 13 28 16
7|1 12 30 10 22
8|28 4 3 5 12
9|27 13 7 15 10
10 | 28 11 6 4 1

Najskor si vykreslime jednotlivé pravdepodobnosti.
0.12
0.1r .
0.08
0.06
[ ]
0.04 .
0.02
) [
| o000 000000000000000® .. .o
5 10 15 20 25 30

OBR. 8. Jednotlivé pravdepodobnosti nahodnej veli¢iny R

Z grafu je jasné, ze najpravdepodobnejsia je situacia, ked vylosujeme 23 roznych
Cisel.

Vidime, Ze sme vylosovali 21 réznych ¢isiel. Pravdepodobnost, Ze vylosujeme
prave 21 ¢isel je 0.0100261. Vypocitame si teraz p-hodnotu pomocou vzorca (28),
ak uvazujeme hladinu testu 0.01. Vysledok je 0.012238799813469. Na hladine
a = 0.01 teda hypotézu nezamietame.
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Teraz si vypocitame také najvécsie r, pre ktoré hypotézu zamietame na prislusne;j
hladine.

Mathematica nam da vysledok 20, ¢o je teda to nase ri. Z toho nam plynie, ze
ak nam pri losovani vychadza pocet roznych ¢isel nie mensi ako 20, tak hypotézu
nezamietame na hladine 0.01, inak hypotézu zamietame na hladine 0.01, teda
mame pochybnosti o spravodlivosti celého losovania.

Pre tplnost si eSte zakreslime silofunkciu.

1+ 0000000000000 00
0.8¢ o
0.6¢
[}
0.4r¢
[}
0.2¢
[}
[}
L L L L \...-e
5 10 15 20 25 30

OBR. 9. Silofunkcia

Otazka randomizovaného testu je spracovana pre toto losovanie v priklade ¢islo
6.



KAPITOLA 3

Randomizovany test
1. Randomizacia

Nech Py a P; st diskrétne rozdelenia ndhodnej veli¢iny X. Oznacime P(X =
x) = P;(x) pre i=0,1.

Budeme sa snazit najst optimdalny test na testovanie hypotézy H, : Py proti
H, : Py. Ten definujeme prostrednictvom kritického oboru Sy, ktory by mal spliat:

Y Px)<a (36)

€S

Z Pi(x) = mazimum (37)
€S
Mozeme Tahko zistif, ktoré hodnoty budua patrit do S;.
Ku kazdému bodu x mdzme priradit dve hodnoty a to Py a P;. Vybrané body
musia mat hodnotu men$iu nanajvys rovni « pre rozdelenie Py a ¢o najvicsiu
hodnotu pre rozdelenie P;.
Pre takéto body teda musi platit, Ze hodnota:
P (x
r(z) = 1)
Fo(x)

(38)

je, €o najvacsia.

Body teda zoradime podla velkosti r(x) a potom vyberieme podla velkosti, ktoré
budi zaradené do kritického oboru S;. Budeme ich vyberat tolko, aby boli splnené
podmienky (36) a (37).

Formalne zapisané to znamend, ze S; bude takd mnozina bodov, pre ktoré r(z) >
¢, kde ¢ je odvodené zo vztahu :

P(zeS)= > DRl =a (39)

x:r(z)>c

Moze sa vSak stat, ze ked zahrnieme bod do Sj, tak hodnota « nebude este do-
siahnutd, ale keby sme zahrnuli dalsi bod v poradi, tak by uZ bola tato hodnota
prekrocena.

Teda bud tato hodnota nebude dosiahnuté alebo porusime pravidlo priority podla
r(z). V takomto pripade vysledok optimaliza¢ného problému nebude mat jasné
rieSenie.

Problému mdézme zabranit modifikaciou, pri ktorej bude dodrZzand priorita podla
r(x), a ktord bude viest k jednoduchému a jednozna¢nému rieSeniu. Tento po-
stup sa nazyva randomizicia (zndhodnenie). Predvedieme test, ktory sa nazyva
randomizovany(zndhodneny) test.

19
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Tento postup ndm umozni rozstiepenie dalsieho bodu, tak aby sme jeho pripoje-
nim do .57 dosiahli presni hodnotu a.
Randomizovany test sa od klasického testu hypotézy lisi tym, ze musime defi-
novat meritelni funkciu ®(X), ktortt nazyvame kritickd funkcia a v pripade, Ze
testujeme hodnotu ndhodnej veliciny X, tak hypotézu zamietame s pravdepo-
dobnostou ®(X) a nezamietam s pravdepodobnostou 1 — ®(X). VSeobecne teda
musime pri randomizovanych testoch previest eSte jeden test navySe a preto sa
tento postup pouziva zriedka.
V pripade, ze by sme za kriticka funkciu ®(X') zvolili indikator kritického oboru,
tak dostaneme klasicky postup testovania hypotéz.

Celta problematiku sformulujeme v nasledujicich dvoch vetach.

VETA 1.1.
(1)EXISTENCIA
Nech Py a Py st rozdelenia pravdepodobnosti velic¢in s hustotami pg a py vzhladom
k miere p.
Pre test hypotézy Hy : po proti Hy : p1 existuje test charakterizovany funkciou ®
a konstantou k taky, Ze plati:

Ee®(X) = a (40)
|1 kdepi(x) > kpo(x)
() = { 0 kde pi(z) < kpo(x) (1)

(Q)POSTACUJUCE VLASTNOSTI NAJSILNEJSIEHO TESTU
Ak test spliia podmienky (40) a (41) pre nejaké k, potom je nagjsilnejsim testom
pre testovanie Hy : po proti Hy : p1 na hladine o.

Dékaz

(1) Nech a(c) = P(p1(x) > cpo(x)). Ak tuto pravdepodobnost pocitame vzhla-
dom k Py, potom uvazujeme iba kladné hodnoty p, tak, ze a(c) je pravdepo-
dobnost, Ze ndhodné veli¢ina p;(z)/po(x) prevysuje c. Preto 1 — a(c) je ras-
tica distribu¢nd funkcia a «(c) je nerastica a spojitd sprava: a(c — 0) — a(c) =
Po(p1(2)/p0() = ), a(—00) = 1, a(00) = 0.

Uvazujeme 0 < a < 1, pre ktoré uréime také ¢y, ze plati a(cy) < a < afc —0) a
uvazujeme test definovany funkciou ®:

1 ak p1(x) > copo(w)
d(r) =< a— &(co)m ak p1(z) = copo() (42)
0 ak p1(z) < copo()

Vidime, ze druhd cast funkcie ® nema vyznam pre a(co — 0) = a(co).
Potom Py(p1(z) = copo(z)) = 0.
Hladina testu s kritickou funkciou @ je:

pi(x) a — a(c) 12160) _
po(z) alco — 0) — alc) Fo po()

EQ((I)(X)) = P()( > C()) +
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Z toho vidime, Ze ¢y je nasa hladand konstanta k.

(2) Nech teda ®(x) splita (40) a (41) v (1) a nech ®*(z) charakterizuje nejaky test
s Ey®*(X) < a. Oznac¢ime si S, a S_ mnoziny v priestore kde ®(z) — ®*(z) > 0
a < 0 naopak.

prvkoch mnoziny S_ plati pi(x) < kpo(x).

Teda plati nasledujtce:

[ @@ -® @) —kmdu) = [ (@)~ (@)~ kpo)d(a) 2 0 (49

Rozdiel sil teda spliia vztah:

/ (B(x) — B (2))prdpu() > k / (@) — & ()podu(a) 20 (45)

DOSLEDOK 1.2.
Nech 3 je sila najsilnejsieho testu na hladine o, ktory testuje hypotézu Hy : Py
proti Hy : P;. Potom o < 3 ak neplati, Ze Py = P;.

PozNAMKA 1. Eo(®(X)) je hladina testu.

V praxi sa vSak viac stretavame s pripadom, kedy rozdelenie nahodnej veli¢iny
zavisi na viac nez jednom parametre a taktiez hypotézu a alternativu mame zlo-
Zenu.

Budeme uvazovat zjednodusent situaciu, kedy rozdelenie zavisi na jednom redl-
nom parametre a mame zlozenu hypotézu i alternativu.

H()ZQSOO H110>00 (46)

DEFINICIA 2.
Nech testujeme hypotézu z (46). Predpokladame, Ze pre kazdé 6 > 6, mame test
Hy:0 <6, H, : 0 = 6y, ktor§ maximalizuje hodnotu funkcie 3(6) a pritom
ma hladinu a. Ak tento test ma kritick(i funkciu nezévisli na 6 potom nazyvame
tento test hypotézy z (46) rovnomerne najsilnejSim testom.

Pre kazdu pevnu jednoduchit hypotézu a pevnil jednoduchu alternativu najdeme
najsilnejsi test. Ten vSak nemusi byt najsilnejsi pre iné alternativy.

Za pritomnosti nejakych doplnkovych predpokladov vSak vieme zaistit existenciu
rovnomerne najsilnejsieho testu.

DEFINICIA 3.
Hodnotu % (kde pg je hustota vzhladom k miere p)pre 6,6 C Q nazjvame
podielom vierohodnosti
Povieme, ze trieda parametrov ma monoténny podiel vierohodnosti % (monotone
likelihood ratio) ak existuje také redlna funkcia T'(x), 7e pre kazdé 0 < 6 st Py
a Py (Pp je rozdelenie absolitne spojité vzhladom k miere p) rézne a pg/pp je

nerastica funkcia 7'(x).
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VETA 1.3.
Nech 0 je redlny parameter a nech X je ndhodnd veli¢ina s hustotou pravdepo-
dobnosti pg(x) s monotdnnym podielom vierohodnosti v T(x).
Potom pre test v tvare:

Hy - 0 < 00 proti H 0 > 00 (47)

existuje rovnomerne nagsilnejsi test, ktory je dany nasledujucou funkciou:

1 akT(zx)>C
P(z)=< v akT(x)=C (48)
0 akT(x)<C
kde C a v si urcené tak , aby platilo:
Ep®(X)=a (49)
(2) Silofunkcia testu
B(0) = Eo(2(X)) (50)

je rydzo rastica funkcia vo vsetkych bodoch 0 pre ktoré 0 < () < 1.

Dokaz
(1) a (2) Uvazujeme hypotézu Hy : 0 = 6y proti Hy : 6 = 61, kde 0; > 0. Najv-
hodnejsie body pre zamietnutie sa tie, pre ktoré hodnota r(x) = pe, (x)/pe,(x) =
g[T(z)] je dostatocne velké. Z predpokladov plynie: ak T[z] < T[x'] potom i
r(x) < r(x') ak 2 je asponi tak vhodné ako z. Preto test, ktory zamieta hypotézu
pri velkych hodnotach T'(z) je najsilnejsi. Ako v ddkaze v predchadzajicej vete
vieme, ze existuju také C' a v, aby podmienky (1) a (2) boli splnené.
Z vety prvej bodu (2) vyplyva, Ze ide o najsilnejsi test pre testovanie P, proti
P, na hladine o = B3(0") pre § < #". Druhy bod nasej vety vychadza z dosledku
uvedenom za vetou 1.
Ak 3(0) je neklesajtica, potom test spliia

E®(X)<a  6<6 (51)

Trieda testov, ktoré toto spliiaji splita i vzfah Ey,®(X) < . Ak test maximali-
zuje hodnotu 3(6;) v tejto Sirsej triede, tak tiez maximalizuje 3(6;) za podmienky
(51).

merne najsilnejsi test.

Zamenou nerovnosti v predchadzajicom dostaneme rieSenie pre dualnu tlohu

Hy:0<46, proti H,:60> 06, (52)
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2. Nas randomizovany test

Uz vieme, ze pri diskrétnych rozdeleniach sa Casto stretavame s tym, ze hladina
testu g je menSia nez pravdepodobnost chyby prvého druhu «. Nagsa ndhodné
veli¢ina je taktiez veli¢ina s diskrétnym rozdelenim a teda na 1nu moézme uplatnit
tedriu randomizovanych testov, ktora bola zmienena v predchadzajtcej kapitole.
Zékladom zndhodnenych testov je definicia meratelnej funkcie na R", ktort na-
zyvame kritickou funkciou a v prechadzajicom teste bola oznacena ako ®. Je to
funkcia pre ktora plati: 0 < ®(r) < 1.

V pripade, ze funkcia ®(r) nadobuda hodnoty 0 alebo 1, tak hovorime o neran-
domizovanom teste, kde plati pre R = r, Ze hypotézu zamietame s pravdepodob-
nostou ®(r) a nezamietame s pravdepodobnostou 1 — ®(r).

Pri nerandomizovanim teste s kritickym oborom S; je ®(r) prave indikator oboru

Si.

Randomizovany test je tiez definovany meritelnou funkciou ®(r), ale ta4 v tomto
pripade nenadobtida iba hodnoty 0 a 1. Tento test uvazuje i hranicu kritického
oboru 5.

V odstavci o testovani hypotéz sme nastojili problém ¢i je v nasom osudi n alebo
menej nez n listkov. Vidime, ze v nasom teste mame jednoducht hypotézu a
zlozenu alternativu.

Podla (29) sme uréili ry, také, ze ak r > 1, tak hypotézu nezamietame na hladine
«, inak zamietame.

I v nasom pripade bude teda platit, Ze veli¢ina ®(r) (¢o je pravdepodobnost, ze
hypotézu zamietneme Hj ak veli¢ina R nadobtida hodnotu ) bude maft vlastnosti.

d(r)=1 r < Thi1 O(r)y=p = Thi1 (53)

Teda podla (43) plati:

o = 1P[R < Tk+1] +pP[R = T]g+1] +0 (54)

Z toho mozme vypocitat p.

o — P[R < Tk+1]

= 55
= PR =] (55)
Silofunkciu si vyjadrime nasledovne:
Tk
B(l) = P(R=ill,m, k) +pP(R=ri+ 1[I, m, k) (56)
i=1

Teraz si ukdzeme tento test v prikladoch. MdZeme si vziat priklady uvedené v
kapitole 2.2. Z tejto kapitoly vieme, ze kriticky obor je uréeny hodnotou 7. Po-
uzijem predchadzajicu vetu.
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PRIKLAD 4. -pokrac¢ovanie prikladu 11

V prvom priklade sme riesili otazku Sportky. Teraz sa pozrieme na spravodlivost
tejto hry prostrednictvom randomizovanych testov. Predvedieme randomizovany
test na hladine o = 0.01.
Vieme z prikladu (1), Ze r, = 30. Za hranicu kritického oboru povazujeme 31.
Podla (53) plati:

1 akr <31

O(r)=< p r=31
0 r>31

NaSou tlohou bude teraz vypocitat p. Mame vSetko potrebné k tomu, aby sme
mohli na vypocet pouzit vzorec (55).

Vysledok je 0.112326. To znamené, ze hypotézu zamietame na hladine 0.01 pre
r < 31 s pravdepodobnostou 1, pre r = 31 s pravdepodobnostou 0.112326 a pre
r > 31 s pravdepodobnostou 0. Kedze skuto¢ny pocet v nasej hre bol 35, tak podTla
nasho testu hypotézu zamietame na hladine 0.01 s pravdepodobnostou 0, teda
nezamietame na hladine 0.01, lebo nemame dostatok dévodov na pochybovanie
o spravodlivosti tohto losovania.

Silofunkciu vypocitame pre vsetky [ € 6, ..49 nasledovne:

30
B(l) =Y P(R=ill,6,10) + 0.112326P(R = 31|1,6, 10) (57)

=1

Vykreslime
1r ...........................
[ ]
0.8¢ b
[ ]
0.6 °
[ ]
0.41 o
[ ]
0.2r °
[ ]
..
. . . . ...O..
10 20 30 40 50

OBR. 1. Silofunkcia

PRIKLAD 5. -pokracovanie prikladu 2
Teraz sa pozrieme na problém losovania firiem uvedeny v priklade 2. Opit si

1Zdrojovy text k vipoctom a grafom je uvedeny na konci textu v prilohe.
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zostrojime funkciu ®(r). Vieme, ze sme vypocitali rp = 9.

1 akr <10
O(ry=¢ p r=10
0 r>10

Opiit pouzijeme vztah (55). Vysledok je 0.102225, ¢o znamena, Ze pre r = 10
zamietame hypotézu s pravdepodobnostou 0.102225. Ostatné plati ako v pred-
chadzajicom.

Z tabulky sme zistili, Ze v celom losovani bolo vytiahnutych 7 réznych firiem,
¢o znamend Ze hypotézu zamietame na hladine 0.01 s pravdepodobnostou 1. Lo-
sovanie ani na zaklade randomizovaného testu nepovazujeme za spravodlivé na
hladine 0.01.

Nakoniec si mozeme zakreslif silofunkciu testu:

1t e o o o o

0.8

0.6¢ °

0.4r¢

[}
0.2¢
[}
[}
. ® o o
2.5 5 7.5 10 12.5 15

OBR. 2. Silofunkcia

PRIKLAD 6. -pokracovanie prikladu 3
Teraz budeme pokracovat otdzkou randomizovaného testu v priklade 3. Spome-
nieme si, ze skuto¢nd hodnota, teda rq bola 21, pricom hodnota r; bola 20, opit
na hladine 0.01. Podla vztahu (55) dopo¢itame hodnotu p. Vysledkom je ¢islo
0.776703. Zostavime si funkciu podla (53):

1 ak r < 21
O(r)=4¢ 0.776703 r =21
0 r> 21

Na rozdiel od vysledku nerandomizovaného testu, kde sme hypotézu nezamietli na
hladine 0.01, ndm v tomto pripade vychadza, Ze hypotézu zamietame na hladine
0.01 s pravdepodobnostou 0.776703. Na zéver si zakreslime silofunkciu:
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5 10 15 20 25 30

OBR. 3. Silofunkcia
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