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Umluvy a znaceni

Symbolem N oznac¢ujeme prirozend ¢isla a symbolem R redlna ¢isla. Pocatkem
nazyvame bod (0,...,0) € R™
V celé praci pouzivame symbol |.| pro maximovou metriku na R™

|lr —y| = max |x; — v
i=1,...,n

Déle Pf*(x) oznacuje ¢ okoli v maximové metrice, to jest mnozinu
Piz)={yeR": |z —y| < d}.

V piipadé n = 1 piseme pouze Ps(z).
Symbolem f(z,.) myslime funkci zdvislou pouze na proménné, misto které je
tecka. Tedy f(z,.) oznacuje funkci g(t) = f(z,t) s definiénim oborem

{y : (x,y) je v definiénim oboru f}.

Mluvime-li o0 mnoziné bodu (ne)spojitosti funkce f, tak mame na mysli mno-
zinu bodu, ve kterych funkce f je (neni) spojita.

Déle nasleduji symboly pouzité ve spojenim s mnozinami.
Symbol A oznacuje uzavér mnoziny A, to jest

A = {x: existuje posloupnost {z,}°°, takovd, 7e ¥, € A a lim x, = 1}.

Symbol A° oznacuje vnitiek mnoziny A, to jest
A® = {z : existuje § > 0 takové, ze Ps(z) C A}.
Symbol A ozna¢uje hranici mnoziny A, to jest
0A = A\ A"
Symbol X oznacuje mnozinovy soucin, to jest
Ax B={(a,b):ac Aabec B}.
Symbol A? ozna¢uje mnoZinovy sou¢in A sama se sebou, to jest
A = A x A.
Mnozinou hromadnych bodu mnoziny A rozumime mnozinu

{z : existuje posloupnost {z,} >, takova, ze z,, € A\ {z} a lim z, = z}.
n—oo

Krychli Q(c,r) myslime mnozinu {z : |z — ¢| < r}.

Je-li x € R™, symbolem z;, kde i € {1,...,n}, ozna¢ujeme i. soutadnici x.
Symbolem ¥ zduraznujeme, ze £ € R" pro n € {2,3,...}. Symbol (Z); nebo Z;,
kde i € {1,...,n}, oznacuje i. soutadnici Z.

Lebesqueovu n-rozmérnou miru budeme oznacovat symbolem A, a pron =1
volime oznaceni A\. Mluvime-li v praci o vlastnosti skoro vsude, tak mame na mysli
skoro vsude vzhledem k Lebesqueové mifte.



KAPITOLA 1
Uvod

DEFINICE 1.1. Necht Dy je podmnozina R". O funkei f : Dy — R fekneme,
ze je spojitd v x € Dy, pokud pro kazdé € > 0 existuje o > 0 takové, ze

pro kazdé y € Dy plati |z —y| < = |f(z) — f(y)| <e.
O funkci f fekneme, Ze je spojitd, pokud je spojitd v kazdém bodé Dy.

DEFINICE 1.2. Necht Dy je podmnozina R™. O funkci f: Dy — R fekneme,
ze je parcidalné spojitd v bodé x = (x1,...,x,) € Dy, pokud jsou funkce

g(t) = f(xy,...,z;+1t,...,x,) spojité v 0 pro kazdé 1 <i < mn.

O funkci f tekneme, ze parcidlné spojitd, pokud je parcidlné spojita v kazdém
bodé svého definicniho oboru Dy.

V této praci se budeme zabyvat vztahem mezi spojitymi a parcialné spojitymi
funkcemi. Poznamenejme, ze kazdéa spojita funkce je trividlné parcidlné spojita.
Schéma préce je vytvorené podle [4]. Ve druhé kapitole pomérné elementérni kon-
strukci ziskame parcialné spojitou funkei, jejiz mnozina bodu nespojitosti bude
husta. Ve stézejni tieti kapitole zkonstruujeme pomoci Cantorova diskontinua
parcidlné spojitou funkci, jejiz mnozina bodu nespojitosti bude dokonce plné
miry. Ve ¢étvrté kapitole dokézeme, ze nékteré dodateéné podminky (oddélend
monotonie ¢i ekvispojitost v (n — 1) proménnych) na vlastnosti parcidlné spojité
funkce nam uz zaruci jeji spojitost. V zavérecné paté kapitole studujeme, jak
vypada mnozina bodu nespojitosti parcialné spojité funkce v roving, konkrétné
dokazeme, ze je 1. kategorie. Z ¢ehoz vyplyva, ze konstrukce funkce ve tieti ka-
pitole nemuze byt prili§ trividlni.

V praci budeme pouzivat nasledujici znamou Moore-Osgoodovu vétu o zameéné
limity u stejnomérné konvergence (v jedné dimenzi viz. [2, Véta 59]). Pro pohodli
¢tendie uvddime i jeji dukaz. Nejdiive si vSak pro uplnost uvedme definici stej-
nomeérné konvergence.

DEFINICE 1.3. Necht D je podmnozina R™ a necht f,,, f jsou funkce definované
na mnoziné D do R. Pak fekneme, ze funkce f,, konverguji stejnomérné k funkci f
na D (symbolicky f, = f na D), pokud pro kazdé e > 0 existuje ng € N takové,
ze
pro kazdé n > ng a pro kazdé x € D plati |f,(z) — f(z)| < e.
VETA 1.4 (Moore-Osgood). Bud f, posloupnost funkci stejnomérné konver-

gugicich k f na mnoziné M C R™. Necht a je hromadnym bodem M a necht
pro kazZdé n € N existuje limM fo(x) =: b,. Potom existuji vlastni limity
—a,re

lim Mf(x), lim b, a rovnaji se. Tedy plati
r—a,rc n—oo

lim< lim fn(:p)): lim <1im fn(x))

n—oo \x—a,reM r—a,x€M \n—oo
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1. UVOD 7

DUKAZ. (i) Nejdiive ovéiime existenci limity lim b,,.
n—oo

Posloupnost funkei
fn = f < Pro kazdé € > 0 existuje ng € N takové, ze pro vsechna m,n > ng

a pro v8echna x € M plati | f,(z) — fi(2)| < €.

Pouzitim limitnfho ptechodu (vime, 7e f,,(r) “=" b,) ziskdme, Ze pro kazdé e > 0
existuje ng € N takové, ze

pro vSechna m,n > ng plati |b, — b,,,| < e.

Tedy {b,}°; je Cauchyovska posloupnost, a tedy existuje vlastni lim b,. Oznac¢me
jib.

(i1) Potfebujeme ovéfit, ze  lim Mf(a:) =b.
r—a,rEe

Zvolme € > 0. K nému najdeme n € N tak, Ze |b, —b| < § a zdroven pro viechny
x € M plati |f,(z) — f(z)| < £. Diky existenci limen(:L‘) = b, existuje §

3 r—a,re
takové, ze
pro vSechny = € P§*(a) N M plati |f,(z) — by| < %

Tedy pro vsechny x € P§*(a) N M dostaneme

[f (@) = 0] < [f(2) = ful@)] + [fu(2) = ba| + |bn — b <.
U

DUSLEDEK 1.5. Necht M je podmnozinou R", f,,f : M — R jsou spojité
funkce a f, = f na M. Pak f je spojitou funkci z M do R.

DUKAZ. Volme 2y € M Neni-li 2y hromadnym bodem M, je spojitost f
v xg trivialné splnéna. Tedy predpoklddejme, Ze je hromadnym bodem. Vyuzitim
Moore-Osgoodovy véty 1.4 a spojitosti f,, ziskdvame

lim f(z)= lim (lim fn(x)> = lim< lim fn(x)>

r—x0,tEM r—x0,tEM \n—oo n—oo \r—xg,rEM
= lim f,(zo) = f(20)-
n—00

Tedy funkce f je v kazdém bodé svého definicniho oboru M spojita. ([l



KAPITOLA 2

Elementarni konstrukce nespojitych funkci

V této kapitole uvedeme piiklady jednoduchych funkci, které jsou parcialné
spojité, ale nejsou spojité.

PRIKLAD 2.1. Definujme funkci f: R* — R predpisem

(2.1) ) :{ Sffyya pro (z,y) # (0,0)

pro x =1y = 0.
Tato funkce md nasledujici vlastnosti:

(i) Funkce f je spojitd v bodech R?\ {(0,0)}.
(i) Funkce f je parcidlné spojitd v R2.
(iii) Funkce f neni spojitda v bodé (0,0).
(iv) Funkce |f| je omezend konstantou 1 v R

DUKAZ. (i) Jednd se o podil dvou spojitych funkei, kde funkce ve jmenovateli
je ruzna od 0. Tedy f je spojita.

(77) Pro (z,y) # (0,0) dostavame parcidlni spojitost ze spojitosti funkce f.
Pro x = 0 vime, ze f(0,y) =0, a tedy je f(0,.) spojitd. Pro druhou proménou je
problém symetricky.

(171) Pokud volime posloupnost bodu z, =y, = %, potom

(s 30) "5 (0,0) @ Y f(z ) = lim <20 — 172 2 £(0,0).

n? n?2

Tedy funkce f neni v (0,0) spojitd.
(1v) Prevedeme problém na sférické souradnice. Pro x = rsin¢,y = rcos¢

dostaneme

B r2sin ¢ cos ¢

~ Ir2sin? ¢ 4+ 12 cos? ¢

xry
x? +y?

|f(z,y)] = = |singcos¢| < 1.

0

PRIKLAD 2.2. Necht f je funkce definovand v (2.1). Sefad'me do posloupnosti
{(pi, ;) }22, wvSechny body R? s raciondinimi souradnicemi. Definujme

ZQZf — Dy — @)

Tato funkce splnuje:
(i) Rada funkciy" %f(x —pi,y — @) konverguje stejnomérné na R?.
azdém bodé s alespon jednou iraciondlni souradnici je funkce g spojitd.
V kazdém bodé s alespon jed iraciondlni souradnici j kce g spojitd
) Funkce g je parcidlné spojitd.
) V kazdém bodé s obéma raciondlnimi souradnicemi nend funkce g spojitd.

(ii
(iii

(iv

8



2. ELEMENTARNI KONSTRUKCE NESPOJITYCH FUNKCI 9

DUKAZ. Definujme si funkce

filz, )—_f( —DiY — Gi)-

(1) Ztejmeé
’Zfi(x,y)—g(x,y)lz’z 5@ =Py — )
1=1 i=n-+1
= 1
< o —piy—q)| <27 =0,
_izn;ﬂl'f(x piy — )] —

kde jsme vyuzili vlastnost |f| < 1 (viz Piiklad 2.1(iv)).

(77) Vime, ze vSechny funkce f; jsou v bodé s alespon jednou iracionélni
soutradnici spojité. Analogicky dukazu Dusledku 1.5 dostaneme spojitost funkce
g v kazdém bodé s iraciondlni soutadnici.

(17i) Parcidlni spojitost funkce g plyne z > fi(x,.) = g(z,.), spojitosti funkei
fi(x,.)(viz Piiklad 2.1 (ii)) a Dusledku 1.5.

(iv) Bud (g, 7;) nas bod s raciondlnimi koeficienty, pak > f; je spojitd

ieN{1}
v (p1, q1) (podobné jako v (i7)). Pak

g = Z fl + fla
1eN\{l}
coz je soucet spojité a nespojité funkce v (g, r;), a tedy g neni spojita v (¢, 7). O
Takze jsme nasli parcidlné spojitou funkci, u které je mnozina bodu nespoji-

tosti husta v R”™.

POzZNAMKA. Analogie Prikladu 2.1 a Prikladu 2.2 se daji lehce zkonstruovat
1 ve vyssi dimenzi. Definugme f: R™ — R, n € N predpisem

T1...Tn
= Eﬁﬁﬁmzpmx#o
f() { ; oo

a postupujeme analogicky.



KAPITOLA 3

A

Slozitéjsi konstrukce za pouziti Cantorova diskontinua

V této stézejni kapitole zkonstruujeme parcialné spojitou funkci, kterd neni
spojita skoro vsude.

PRIKLAD 3.1 (pyramidova funkce!). Pro ¢ € R?,r € R definujeme funkci F.,,
predpisem

o 1—@ pro |[x —c| <7
or 0 Jinak .

Tato funkce je spojitd na R?, je nulovd na hranici |x —c| =1 a rovna 1 ve stredu
¢ ctverce Q(c, ).

TVRZENI 3.2. Ezistuje parcidlné spojitd funkce, kterd neni spojitd.

DUkAZ. Bud funkce F,, jako v Piikladu 3.1. Polozme

oo
f — E F(Q—i727i)72—(i+2) .
=1

Potom f spliuje
(i) Funkce f je spojitd v bodech R? bez pocatku.
(ii) Funkce f je parcidlné spojitd na R

(iii) Funkce f nenf spojita v pocatku.

(i) Bud = € R*\ {(0,0)}. Najdeme § > 0 splaujici = ¢ Pf((0,0)). Jelikoz
pro kazdy bod z € Q((27%,27),27(*2)) je |z — 0] < 277 4+ 27(+2 "5° 0 existuje
ng takové, ze

pro vechny n > ng je Q((27,27"), 2_(”2)) C P#((0,0)).

Proto na okoli bodu x lze funkci f vyjadrit jako koneény soucet spojitych funkci

no
f|]R2\P52(0,0) - § :F(Q"',T"),T““)'
i=1

Tedy i f je v x spojita.

(17) Diky (i) staci overit parcidlni spojitost f v pocatku. Jelikoz osy neprochazi
zadnym c¢tvercem Q((Q*", 27, 2*(”2)), je funkce f na osach nulova, a tedy spo-
jit4.

(i17) Protoze stiedy ¢tverct (body (27%,27%)), v nichz je funkce rovna 1, jdou
k pocatku a hodnota v pocatku se rovna 0, funkce f neni v pocatku spojita. [

Pro dalsi vétu budeme potfebovat zkonstruovat Cantorova diskontinua (viz
(5, Kapitola 1]).

1Graf funkce v R3 je tvoren pyramidou vysky 1 s étvercovou zékladnou Q(e,r).
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3. SLOZITEJSI KONSTRUKCE ZA POUZITI CANTOROVA DISKONTINUA 11

KONSTRUKCE 3.3 (Cantorovo diskontinuum). Vyjdeme z intervalu I = [0, 1].
Necht i € N je pevné zvolené ¢islo.
V pronim kroku z I vyjméme otevieny interval I} = I, délky %, ktery bude
1 1+ 1

ve stredu intervalu [0,1] (to jest I} = (1_257 2?))

V' druhém kroku ze dvou zbyvajicich uzavrenych intervali

1— 1+ &
ne o=

2 2
odstranime intervaly I}, I3 délky 31-%, které budou ve stredu zbyvajicich intervali,
a tak ziskdme 4 uzaviené intervaly. Oznacme Iy = I} U IZ. Timto zpiisobem

budeme pokracovat ddle.
Na zacatku n- teho kroku postupu zbyvd 2"~ L wzavrenijch mtervalu které ozna-

¢me LY_y,..., L2} . Ze stiedu L}, _, odebereme interval I} délky 5=~ . Oznacme
gn—1

= U IJ. Pak definugme pro i € N Cantorovo diskontinuum? C; predpisem

=, 1\~

Diskontinuum md ndsledujici vlastnosti

(i) Lebesgueova mira A\(C;) = 1 — 5
271

(i) Oznacme L, = |J L!,. Potom
i=1

oo 2n—1 co 2™ 0o
Q:MH\Q}JQZFHP4:QPW
n= =1 n=11[=1 n=

(iii) Oznacme S = {x € [0, 1]: ewistuje interval I* takovy, Ze z je jeho stiedem}.
Potom mnozina hromadnych bodu S je nadmnozZinou C;.

DUKAZ. (i) Ziejmé

1 2 22
MG = EZA =1 (gtgmtgm o)
1 o= /2\" 1 1 1
S —— () =l-—-—"=1-—
3143 31— 2 3i-1

(77) Prvni a tfeti rovnost plyne piimo z definice I,,, respektive L,. Staéi uz
oo

jen ukézat C; = ﬂ L,,. Uzitim de Morganovych pravidel ziskame

(H\U[ 01WJU@ ﬂmﬂ\Um:er

n=1 k=1 n=1

(7i1) Pro kazdé n € N je C; podmnozinou L,, coz je sjednoceni 2" stejné
velkych intervali LE C [0,1]. Proto je velikost intervalu LF mens{ nebo rovna
27", Pfi konstrukei Cantorova diskontinua béhem (n + 1). kroku z kazdého L%
odstraiiujeme interval ¥ 41+ Tedy L* obsahuje bod mnoziny S. Proto je-li ¢ € Cj,

2Cantorovym diskontinuem se obvykle oznacuje piipad i = 1.



3. SLOZITEJSI KONSTRUKCE ZA POUZITI CANTOROVA DISKONTINUA 12

pak je pro kazdé n vzdalenost bodu ¢ od mnoziny S mensi nebo rovna 27". Z toho
plyne, Ze je rovna 0, tudiz je ¢ hromadnym bodem S.

O

POZNAMKA. Pro tplnost zminime dalsi zndmé vlastnosti Cantorova diskonti-
nua C;, které nebudeme ddle potrebovat, proto jsou uvedeny bez dukazu (viz [5]).

(i) Mnozina C; je uzaviend.
(ii) Mnozina C; je nespocetnd.
(iii) Mnozina C; je tidkd.
VETA 3.4. Ezistuje parcidlné spojitda funkce, jejiz mnozZina bodi nespojitosti
ma kladnou miru.
DUKAz. Bud In,Iff, Ln,Lﬁ jako v Konstrukei 3.3 a F., jako v Prikladu 3.1.
Nyni budeme potiebovat védet, jak vypada C; x C;, i € N. Uvédomme si, ze
(z,y) ¢ C? & (x ¢ C; nebo y ¢ C;)
& (3neN:zel, x[0,1] neboIneN:ye[0,1] x I,).
Tedy C? muzeme dostat z [0, 1]* odstraiiovanim kiizki K*!, to jest mnozin
(IFx[0,1]) U ([0,1] x I}), n €N, k,le{1,...,2" "}
Uprostied ktize je ¢tverec

Qu' =1y x I, = (I, x [0, 1]) N ([0, 1] x I,,).

Ukazme, ze kazdy kiiz Kﬁjl protind jen kone¢né mnoho ¢tvercu Qéi 7 konstrukce
C; pifmo plyne, ze I¥ N I¥ = () pro n # 7 nebo k # k. Proto i

(15 % [0,1)) N (IF x 0,1]) = 0 a také (IF x [0,1]) N (IF x IL) = 0.
Analogicky se ukaze, ze i ([0,1] x IL) N (I};“ X Irl:l) = (). Proto plati
K (15 x 1) = ((I,’j x [0,1]) N (IF x I,Q)) U (([0, 1) x 1) n (IF x I%)) =0,

kdykoliv 71 > n. Ctvercii I};“ X I}; pro n < n je jen konecné mnoho, a tedy KR
protind jen konecné mnoho ¢tvercu QZ’I nasi konstrukce.

Vsimnéme si, ze kazda primka rovnobézna s osou x nebo osou y protina pouze
koneény pocet téchto ¢tvercu. Prochézi-li piimka P = {(zo,y) : y € [0, 1]} bodem
(w0, o) € C? pak xg ¢ I* pro viechna n a k. Proto

PN (Ifx[0,1]) =0, atedy PN QY = 0.

Neprochdzi-li pifmka P Cantorovym diskontinuem C?, potom existuji n € N a
ke {l,...,2" 1} takové, ze xg € I* (jinak by bylo (zg, 79) € PNC?). Potom plat{
P C KFF kde kifz KF* protind pouze konetné mnoho ctvercu Qf;j , proto i P
protina pouze konecéné mnoho ¢tvercu QZ’Z. Zcela analogicky se ukaze pro primku
rovnobéznou s osou y.

Nyni uz muzeme pristoupit k samotné konstrukci funkce. Kazdému ¢tverci
Q& prifadime spojitou funkci GQI:L,Z = F.,, kde c je stied ¢tverce QX! a r je

polovina délky hrany (kterd se rovna délce intervalu I¥). Polozme

(3.1) gil@) =303 Gouil)



3. SLOZITEJSI KONSTRUKCE ZA POUZITI CANTOROVA DISKONTINUA 13
Ukazeme, ze
(i) Suma je korektné definovand a 0 < ¢; < 1.
(ii) Funkce g; je parcidlné spojité.
(iii) Funkce g; nenf pravé v bodech C? spojit4.
(iv) Mira mnoziny bodi, ve kterych neni funkce g; spojita, je (1 — 37(=1)2,
(

i) Jelikoz je GQI:L,Z nenulovd pouze na ¢tvercich QF!) které se nepiekryvaji, a
GQE’Z < 1, je suma korektné definovana s hodnotami mezi 0 a 1.

(1) Necht zy € [0,1]. Mnozina P = {(x¢,y),y € [0,1]} urcuje pifmku rovno-
béznou s osou z. Jelikoz pifmka protind jen koneéné mnoho étverci QF!, lze
restrikci g; na tuto piimku psat jako soucet konecné mnoha spojitych funkci
G o | p pro néjakou kombinaci n, k, [. Tedy se jedna o spojitou funkci. Analogicky
se ukaze spojitost na piimce rovnobézné s osou y.

(17i) Kazdy bod Cantorova diskontinua je hromadnym bodem mnoziny S
stiedl intervalit I¥ (viz vlastnosti Cantorova diskontinua 3.3 (iii)). Bud (cy, cs) €
C2. Zvolme € > 0 a najdeme s,t € S spliujici

|s —c1| <ealt—co| <e, atedy |(c1,ca) — (s,)] <e.

Proto mnozina hromadnych bodu S? je nadmnozinou C?.
Volme (ci,¢5) € C? a (sp,t,) € S? posloupnost k nému jdouci. Jelikoz
gi(c1,¢c2) =0 a g;(sy, t,) = 1, neni funkce g; spojitd v (c1, ca).
Bud (x1,29) ¢ C?. Z konstrukce C? plyne existence kifze K*! obsahujiciho
bod (w1, zs). Tento kifz K! protind jen koneéné mnoho étverct ngl Proto
na okoli bodu P?(z1,zs), pro § > 0 dost malé, lze psat restrikci gi|P62(z17z2) jako

a tedy je v tomto bodé g;

soucet konecné mnoha spojitych funkei G Q§75| P2(1,22)
spojita.
(iv) Plyne pifmo z (4ii) a vlastnosti Lebesqueovy miry, nebot

A(C2) = (A(Cy)? = (1 — 3712,

O

VETA 3.5. Ezistuje parcidlné spojitda funkce, jejiz mnozina bodi nespojitosti
md plnou miru.

DUKAZ. Bud g; funkce z dukazu Véty 3.4 (viz (3.1)). Potom polozme
h(z) = Z 47" gi(z).
i=1

Tato funkce h ma vlastnosti

(i) Rada funkef S 47%g; konverguje stejnomérné k h na R2,
i=1
(ii) Funkce h je parcidlné spojita.
(iii) Funkce h nenf spojitd v bodech C? pro vsechny i € N.
(iv) Mira mnoziny bodt, ve kterych g; neni spojitd, mé plnou miru, to jest je
rovna 1 = A\y([0, 1]?).
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(i) Vyuzitim znalosti |g;(x,y)| < 1 (viz vlastnost (i) z dukazu Véty 3.4),
ziskame odhad

(. y) - f}rfgi(x,y)\ |3 4]

i=k+1
<Y gy < Y 4T -0,
i=k+1 i=k+1

(1) Zafixujme x¢ € [0,1]. Z (i) plyne
24 gz Zo, Y ﬁh(l’o, )

Diky Dusledku 1.5 a parcidlni spojitosti g; (viz dukaz Véty 3.4 (ii)) ziskdvdame
spojitost funkce h(zg,y). Spojitost v prvni proménné se dokéze zcela analogicky.

(mz) Bud ¢ € C?. Necht j € N je nejmensi takové, ze g; neni spojité v c.
Z nasi konstrukce (Vlz dukaz Vety 3.4 (iii)) plyne existence posloupnosti by, sttedu

¢tvercu Q~ takovych, ze by "X ca gj(br) = 1. Funkce h je spojita v ¢ jen pokud
lim h(by) = h(c) coz je ekvivalentni klim |f(bg) — h(c)| = 0.

k—o0

Elementarnim vypoctem obdrzime

j
h(be) = h(e)] = [354 (o) - (@) -] 3 700 - aie)]
i=7+1
j
> 24 Z(gz(bk _gz Z 4- |gz bk ( )|
=1 i=7+1
I 9
> [S" 47 (g0 )— 24,
= Zzl (9( ) C)) 3
kde jsme vyuzili Z 47 = ;j a |gi(bx) — gi(¢)| < 2. Pouzijeme limitni prechod

i=7+1
na obé strany této nerovnosti, vyuzijeme spojitost g; v ¢ pro ¢ < j a dostaneme

o > _ g
11,§E£f|h(bk) (¢)] > lim 24 g:(br) — gi(c ‘ 4

k—o00

J

o 2 .
lim 47 (gi(b) = gi(c)) | = 5477
=1

J—1
. —1 1 =J 2 -
- )Z lim 47 (gi(bx) — gi(c)) + lim 4 (93 (br) = gj(c))‘ —3t
i=1
L2 1
— O 47.7 _ _47-] e —47'] O
0+ 47| 3 357

Tedy funkce h neni spojité v c.
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i) Di 11 ati, ze mira mnoziny bodu nespojitosti je vétsi nez mira
v) Diky (#i7) plati, z { ziny bodu pojitosti je vétsi nez mi
2 g diky znalosti (i) z Konstrukce 3.3 spoc¢itdame
C? a diky losti (i) z Konstrukce 3.3 spocita

ieEN
(U €2) 2 0 (C2) = (1=3")2 = 1= (0, 1),
ieN
Tim je dokazano, ze mnozina bodu nespojitosti je plné miry. 0

POzZNAMKA. V R™ lze jisté dokdzat analogie Véty 3.5.



KAPITOLA 4
Postacujici podminky spojitosti

V této kapitole dokazeme, ze za urcitych dodatec¢nych podminek uz z parcialni
spojitosti plyne spojitost.

DEFINICE 4.1. Necht D je podmnozina R™. Potom fekneme, Ze funkce { f; }icr,
fi + D — R, jsou ekvispojité, pokud pro kazdé x € D a pro kazdé ¢ > 0 existuje
0 > 0 takové, ze pro vSechna i € [

a pro vSechna y € D plati |z —y| < = |fi(x) — fi(y)| < e.

VETA 4.2. Necht G C R je oteviend a necht f : G — R je parcidlné spo-
jJitd. Predpokladejme, Ze jsou funkce fY(Z) := f(Z,y), & € R", y € R ekvispojité.
Potom je funkce f spojitd.

DUKAzZ. Ukazeme, 7ze funkce f je spojitd v kazdém bodé (Zy,yo) € R
Bez tjmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze (Zy, yo) = (0,0) (jinak bychom
pracovali s funkei g(Z,y) = f(Z — Zo,y — v0))-

Z parcialni spojitosti funkce f je funkce f(z,.) spojitd, tedy lze nalézt 6; > 0
takové, ze Pp*1((0,0)) € G a

. : €
pro viechny [y| <41 je |£(0,y) = f(0,0)] < 3.
Z ekvispojitosti funkei f¥ najdeme d; > 0, které nezavisi na y, takové, ze
pro kazdé |Z| < 69 plati | f(Z,y) — f(0,y)] < %.
Polozme § := min(é;,d,). Vsimnéme si, ze je-li (Z,y) € P{7((0,0)) , pak je i

(0,y) € sz+1((0’0)) C G, aje tedy f(0,y) definovano. Zvolime-li Z,y takové, ze
|Z| < 0 a zéroveii |y| < 6, tj. (Z,y) € P{*((0,0)), potom

5G9 = FO.0)] < 1 9) = F0,9)] +1£0.5) = 10,0 < 5+

226.

0

VETA 4.3. Necht G C R? je oteviend a necht f : G — R je parcidlné spojitd.
Predpokladejme, Ze pro kazdé y je funkce fY(x) := f(x,y) monotonni na mnoziné
Gy ={z: (z,y) € G}. Potom je funkce f spojitd.

DUKAZ. Zvolme bod (zg,49) € G a € > 0. Z parcidlni spojitosti k nému
najdeme d; > 0 takové, ze PE ((zo,y0)) C G a ze

€
pro kazdé x splnujici |z — xo| < &y plati |f(x,yo) — f(z0,v0)| < 3
Diky parcialni spojitosti v druhé proménné najdeme &y spliujici

€
|f(zo + 61, 90) — fl2o + 61,9)| < B pro |y — yo| < ds.

16



4. POSTACUJICI PODMINKY SPOJITOSTI 17
Podobné najdeme 63 splnujici
|f(zo = 61,50) — f(@o — 01, 9)] < % pro |y — yo| < .
Polozme § = min(&;, b, 83). Bud (z,y) € PZ((20,yo)). Piedpoklddejme, ze fY je

neklesajici (Jinak bychom pracovali s funkei g = —f.). Potom
—& < (f(wo = 01,y) — fzo+ 61,%0)) + (f(z0 + 61,90) — f(x0, o))
< f(z,y) = f(zo, o)
< (f(wo + 01, y) — f(zo+ 01,90)) + (f(zo + 61, %0) — f(w0,%0)) < &.
Tedy pro viechny (x,y) € P} ((xo,40)) plati [f(x,y) — f(z0,%0)] < e. u
DEFINICE 4.4. O funkci f: M C R” — R tekneme, Ze je oddélené monotonni
v proménné x;, pokud pro kazdy bod z = (x1,...,x,) € M je funkce g(t) =
f(x1,...,z;+t,..., x,) definovand na mnoziné
M,={teR:(xy,...,2;+1t,...,2,) € M}
monotonni.

POZNAMKA. Funkce f muze byt neklesajici nebo nerostouci v proménné x;
v zdwvislosti na volbé zbyvagicich souradnic.

VETA 4.5. Necht G je oteviend podmnozina R™, necht funkce f : G — R je
parcialné spojitd a oddélené monotonni v promeénnych x; proi = 1,...,n — 1.
Potom je funkce f spojitd.

DUKAZ. Dukaz budeme provadét matematickou indukei. Pro n = 2 je tvrzeni
obsazeno ve Véte 4.3.

Predpoklddejme, ze nase tvrzeni plati pro (n — 1) a budeme dokazovat, ze
plati i pro n. Zavedme oznaceni T = (z1,...,7,_1) € R" 1 y =z, € R. Jelikoz
f je parcialné spojita, je pti pevné zvoleném y funkce

fy(f) = f(xla s wrn—hy)
také parcidlné spojitd. Navic diky monotonii funkce f je i f¥(Z) monotonni v x;,
1=1,...,n— 1. Tedy diky indukénimu ptfedpokladu je funkce f¥ spojita.
Zvolme (Zo,yg) € G a € > 0.
Ze spojitosti f¥ najdeme &y > 0 takové, ze Py~ (%) x {yo} C G a

- Hnoiis , - - €
(4.1) pro viechny 7 € Py~ (Z) platf |f(Z,v0) — f(Zo, 10)| < 5
Mnozinu vsech (n — 1)-tic —1 a 1 oznacme

A={aeR" " qe{-1,1}, i=1,...,n—1}.

Téchto (n—1)-tic je 2"~ 1. Pro pevné a € A najdeme z parcidlni spojitosti funkce f
v proménné y 1, > 0 takové, ze PP () x Py, (yo) C G a pro viechny y € Py, (yo)

plati
(4.2)

}f((fo)1+a157 oy (%) p—1+an—16, y)—f((foh-i-al(s, oy (Zo)n—1+an-16, yo)’ < %

Zvolme &, splnujici 0 < do<dady< 1, pro vSechny a € A. Volme pevné
(7,y) € P(;%((fo,yo))-
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Z monotonie f v x; je funkce g(x1) = f(x1,...,7,,y) bud neklesajici, pak
f(@y) < f((fo)l + 4,19, .. ,y) a volme a; := +1,

nebo nerostouci, pak
(@ y) < f((Zo)1 — d,22,...,y) avolme a; := —1.

V druhém kroku odhadneme f ((fo)1+a15, Ta, ... ,y). Z monotonie f v xo ziskdme
analogicky jako v predeslém kroku, Ze bud

F((Zo)1 + @16, 22, ..., y) < f((Zo)1 + a16, (To)2 + 6, @3, ..., y) a volme as := +1
nebo
f((fo)l + a10,xg,...,y) < f((Zo)1 + a1, (Zo)2 — 0, x3, . .. ,y) a volme ay := —1.
Timto postupem dostaneme v (n — 1). kroku, ze
(4.3) F(Zy) < F((@o) + aid, ..., (Zo)n1 + an-16,y)
pro né&jakou (n — 1)-tici (a;)}- € A. Oznacme
1= ((To)1 + a1f, ..., (To)n-1+ an_10).

Za pouziti (4.3) muzeme odhadovat

f(fa y) - f(anyO) < (f(flvy) - f(flyyO)) + (f(flvyO) - f(fmyo)) <g,

kde prvni zavorku na pravé strané jsme odhadli diky nerovnosti (4.2) a druhou
diky nerovnosti (4.1). Podobné lze najit d; > 0 takové, ze pro kazdé (7,y) €
P ((Zo, y0)) je

(& y) = f(Zo, yo) > —¢.
Polozme § = min(dy, d;). Konetné odtud se jiz snadno ukéze, ze

pro libovolné (Z,y) € Pg((fo,yo)) je | f(Z,y) — f(Zo,y)| < e.



KAPITOLA 5

Vlastnosti mnoziny boda nespojitosti parcialné spojité
funkce

DEFINICE 5.1. Nechf A C B C R™ . Potom mnoZinu A nazveme hustou v B,
jestlize
ADB.
Rekneme, 7e mnozina A C B C R" je 7idkd v B, pokud

B\ A je hustd v B.

O mnoziné A C B C R" fekneme, zZe je 1. kategorie v B, je-li A sjednocenim
spocetné mnoha fidkych mnozin v B.

V této kapitole dokdzeme, ze mnozina bodu nespojitosti parcialné spojité
funkce v roviné je podmnozinou souc¢inu mnozin 1. kategorie. Idea dukazu klicové
Véty 5.3 je obsazena v mnohem obecnéjsi vété v obecnéjsich prostorech (viz [1,
strany 235-238]).

VETA 5.2 (Baire). Necht P je tiplny metricky prostor a necht {F,}°°, je

posloupnost jeho uzavienych podmnozin spliujict | ) F, = P. Potom
n=1

existuje ng € N tak, Ze (Fno)o # .
DUKAZ. Viz [3, Véta 4.1]. O

POZNAMKA. Necht K je kompaktni prostor. Potom symbolem C[K] minime
Banachuv prostor spojityjch funkci na kompaktu K s mazximovou normou

IfIF = sup [ f ()]
zeK

VETA 5.3. Necht je funkce f : [0,1]> — R parcidlné spojitd. Potom eristuge
mnozina D 1. kategorie v I = [0, 1] takovd, Ze

v kazdém bodé (I \ D) x I je funkce f spojitd.

DUKAZ. Ozna¢me prvni proménou z a druhou y, ddle oznacme K (z,r) uza-
vieny interval [x — r,z + r|. Definujme f*(y) = f(z,y) a zobrazeni ®, které
prvku x pritadi funkci f*. VSimnéme si, ze diky parcidlni spojitosti funkce f je
® zobrazeni z I do Banachova prostoru C[I].

Dukaz rozdélime do 4 kroku.

(1) Vyjaditme interval [a,b] jako sjednoceni uzavienych mnozin a uzijeme Bai-
rovu vetu.

(2) Dokézeme, ze mnozina bodu spojitosti zobrazeni ® je husta v I.

(3) Ukézeme, ze mnozina bodu nespojitosti zobrazeni ® je 1. kategorie v I.

(4) Ukazeme, ze f je spojitd v bodech mnoziny (I\ D) x I, kde D je mnozina z (3).

19
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(1) Zvolme ¢ > 0 a interval [a,b] takovy, ze 0 < a < b < 1. Vime, ze C[/]
je separabilni Banachtiv prostor (nebot polynomy s racionalnimi koeficienty jsou
husté, viz [3, Stone-Weierstrassova véta D.2]). Uspotddejme spocetnou hustou
podmnozinu C[I] do posloupnosti {p;}$2;. Ozna¢me

bi={xela,b] : [[f* = pill < e}
Diky hustoté {p;;i € N} v C[I] plati

[a’ b] = UB

Pro uziti Bairovy véty musime ukdazat, ze mnoziny P; jsou uzaviené. Pro t € [
definujme yx; € (C[I])* predpisem x;(h) = h(t) pro h € C[I]. Ukdzeme, ze

P={z€la?]: Sup xe(F)=xapi)| < e} = (e € [a,0] : [ f*) —xalpi)] < €}

tel

Prvni rovnost plati, jelikoz
[Pl = sup [A(t)[ = sup |xh].
tel tel

Druha rovnost plati diky vlastnosti suprema
sup M <r & pro kazdé m € M plati m < r.

Jelikoz pro kazdé pevné t € [0, 1] jsou funkce x; 0 ®(x) = x;(f*) = f(z,t) spojité,
je i funkce W(z) = |x:(f*) — x¢(pi)| spojita. Protoze mnozina

{z € lab]: (") = xelpi)| < e} = ¥7([0,€)),
lze ji psat jako vzor uzaviené mmoziny [0, ] pii spojitém zobrazeni U, tudiz je
uzaviend. Proto je mnozina P; prunikem uzavienych mnozin, tedy také uzavien4.
Proto uz muzeme vyuzit Bairovu vétu. Jeji aplikaci ziskavame existenci ng € N
takového, ze P,, ma neprazdny vnitiek. Tudiz

existuje xy € [a, b] a ro > 0 splaujici K (xg,79) C P,, C [a,b].
Jsou-li body z, & € K(xg,r9) C P,,, potom diky definici mnoziny P,, plati
L7 = S < T = Puoll + llpag = f7II < 2¢.

Tuto konstrukei aplikujeme nejdiive s g = 1 a ziskdme interval K (zq, o).

(2) Opakovanim postupu s £; = 1 a intervalem K (o, %), ziskdme existenci
cisel w1, > 0 spliujicich K(x1,71) C K(x0,%) a pro vSechna z,7 € K(r1,7)
plati

If* =l <2

V n-tém kroku opakovanim postupu s &, = + a intervalem K (z,_1,

n
Tn—1

existenci cisel x,,7r, > 0 spliujicich K(z,,7,) C K(v,-1, 7%
z,T € K(xp,ry,) plati

Tn—1

5+ ), ziskdme
) a pro vsechna

T T 2
Lf7=fl < =
n
Takto jsme ziskali posloupnost uzavienych intervalu, pro které plati
K(xl,rl) D) K(ZL‘Q,TQ) D) K(l’g,?”g) ...
al<r, < %rn_l. Tudiz
lim diam K (z,,r,) = lim 2r, = 0.

n—oo n—oo
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Proto existuje

z € ﬂ K(xp, ).
i=1
Jestlize |x — z| < 41, pak plati

T
\x—xn|§|x—z\+\z—xn\§rn+1+§§rn.

Kde |z — x| jsme odhadli diky tomu, ze z € K(zn41,7n41) C K(2n, ). Proto
plati

2
pro kazdé = € P, (2) je ||f* — f7|| < =.
n

Tedy je zobrazeni ® spojité v z.

Celkoveé ziskdvame, ze pro kazdy netrividlni interval [a,b] C I existuje bod
z € (a,b), ve kterém je ® spojité. Proto je mnozina bodi, ve kterych je zobrazeni
® spojité, husta v [0, 1]. Oznacme ji S.

(3) Necht D je mnozina bod nespojitosti. Ozna¢me

Qn = {:c € [0,1] : pro kazdé r > 0 existuji s1, s, € K(x,r)NI
1
takové, ze ||f°1 — f2] > —}.
n

Potom D = J @;. Ukdzeme uzavienost ); pro vSechny i € N. Konverguje-li
i=1
posloupnost x,, € @Q; k =, potom pro kazdé r > 0 existuje x,, € K(z,r)NI takové,
ze K(wp,,5) C K(x,7). Z definice @, existuji si,s; € K(zy,,,5) C K(z,r),
pro které plati
S S 1
1o =l = —

n
Proto je ), uzaviena mnozina.

Pro kazdé prirozené n je uzaviend mnozina (,, podmnozinou doplinku mnoziny
S, coz je hustd mnozina v [0, 1], proto je @,, fidké. (Kdyby nebyla, obsahovala by
néjaky interval [¢,d] pro 0 < ¢ < d < 1, ktery by nemohl obsahovat zadny bod
S, coz by byl spor s hustotou S.)

Proto pro mnozinu bodu nespojitosti D zobrazeni ® plati

D = | J Qu, kde @, jsou Fidké.
n=1
Tedy D je 1. kategorie.
(4) Zobrazeni ® je v bodech I\ D spojité, proto plati, ze pro kazdé xy € I\ D
a pro vSechny € > 0 existuje § > 0 splnujici
je-li |x — zo| < § potom || f* — f* <e.
Coz je ekvivalentni s

pro kazdé y € [0,1] je |f(x,y) — f(zo,y)| < e.
Zvolme (xg,y0) € (I \ D) x I ae€ > 0.
Z parciélni spojitosti funkce f je funkce f(xo,.) spojitd, tedy lze nalézt 6; > 0
takové, ze

< . €
pro viechny y € Py, (s0) Je |/ (@0,) — f(z0,30)| < 5.
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Ze spojitosti ® v zy najdeme dy > 0, které nezavisi na y, takové, ze
€
5
Polozme § = min(dy, d>). Potom je-li (z,y) € PZ((xo,0)) pak
€

|f(z,y) — f(wo,90)| < [f(2,y) — f(20, y)| + |f(20,y) — f(20,90)| < %"‘ 5

Tedy funkce f je spojita ve vsech bodech mnoziny (I \ D) x I. Proto je mnozina
bodu nespojitosti funkce f podmnozinou D x I. O

pro kazdé x € Ps,(xq) plati |f(z,y) — f(xo,y)| <

= E&.

DUSLEDEK 5.4. Oznacme I = [0,1]. Necht je funkce f : I* — R parcidlné
spojitd. Potom existuji mnoziny Dy, Doy 1. kategorie v I takové, Ze mnozina bodu
nespojitosti funkce f je podmnoZinou Dy X Ds.

DUKAZ. Oznaé¢me D mnoZinu nespojitosti funkce f. Aplikaci Véty 5.3 dosta-
neme existenci mnoziny D, 1. kategorie v I takové, ze

v kazdém bodé (I \ D;) x I je funkce f spojité.
Proto je mnozina D podmnozinou Dy x I. Opétovnou aplikaci Véty 5.3 na funkci
g(x,y) = f(y, x) (vymeénime prvni a druhou proménnou) ziskdme existenci mnozi-
ny D 1. kategorie v I takové, ze mnozina bodu nespojitosti funkce ¢ je podmno-
zinou Dy X I. Proto D C I x Dy. Tudiz
DC(D1XI)Q(IXD2):D1XD2.
O

DUSLEDEK 5.5. Necht je G C R? je oteviend a necht funkce f : G — R
parcialné spojitd. Potom existuji mnoziny Dy, Dy 1. kategorie v R takové, Ze
mmnozina bodu nespojitosti funkce f je podmnozZinou Dy X Ds.

DUKAZ. Mnozinu G lze psét jako sjednoceni kompaktnich mnozin
— 1
K, = {:p € P2(0) NG : dist(x, 0G) > —}.
n
Kompakt K, pokryjeme otevienymi mnozinami

K,c |J Pl(x).
Z‘GK'n

kde 6, > 0 je dost malé, aby P7 (x) C G. Z pokryti K, lze najit konecné podpo-

kryti
kn

K, <P}, ().

=1

Pro f |T : Pfx? — R aplikujeme analogii Dusledku 5.4. Ziskavame existenci

1
mnozin D', D' 1. kategorie takovych, Ze mnozina bodu nespojitosti f]| B je
é.mn

*

. l l . [ o .o . [
podmnozinou D" x Dy”. Proto je mnozina bodu nespojitosti f podmnozinou

oo kn 0o kn
Juyurr) < Jyr:,
n=1[=1 n=11[=1

kde obé strany soucinu jsou 1. kategorie, nebot jsou spocetnym sjednocenim
mnozin 1. kategorie. O
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