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Úmluvy a značeńı

Symbolem N označujeme přirozená č́ısla a symbolem R reálná č́ısla. Počátkem
nazýváme bod (0, . . . , 0) ∈ R

n.
V celé práci použ́ıváme symbol |.| pro maximovou metriku na R

n

|x − y| = max
i=1,...,n

|xi − yi|.

Dále P n
δ (x) označuje δ okoĺı v maximové metrice, to jest množinu

P n
δ (x) = {y ∈ R

n : |x − y| < δ}.

V př́ıpadě n = 1 ṕı̌seme pouze Pδ(x).
Symbolem f(x, .) mysĺıme funkci závislou pouze na proměnné, mı́sto které je

tečka. Tedy f(x, .) označuje funkci g(t) = f(x, t) s definičńım oborem

{y : (x, y) je v definičńım oboru f}.

Mluv́ıme-li o množině bod̊u (ne)spojitosti funkce f , tak máme na mysli mno-
žinu bod̊u, ve kterých funkce f je (neńı) spojitá.

Dále následuj́ı symboly použité ve spojeńım s množinami.
Symbol A označuje uzávěr množiny A, to jest

A = {x : existuje posloupnost {xn}
∞
n=1 taková, že xn ∈ A a lim

n→∞
xn = x}.

Symbol A0 označuje vnitřek množiny A, to jest

A0 = {x : existuje δ > 0 takové, že Pδ(x) ⊂ A}.

Symbol ∂A označuje hranici množiny A, to jest

∂A = A \ A0.

Symbol × označuje množinový součin, to jest

A × B = {(a, b) : a ∈ A a b ∈ B}.

Symbol A2 označuje množinový součin A sama se sebou, to jest

A2 = A × A.

Množinou hromadných bod̊u množiny A rozumı́me množinu

{x : existuje posloupnost {xn}
∞
n=1 taková, že xn ∈ A \ {x} a lim

n→∞
xn = x}.

Krychĺı Q(c, r) mysĺıme množinu {x : |x − c| < r}.
Je-li x ∈ R

n, symbolem xi, kde i ∈ {1, . . . , n}, označujeme i. souřadnici x.
Symbolem ~x zd̊urazňujeme, že ~x ∈ R

n pro n ∈ {2, 3, . . .}. Symbol (~x)i nebo ~xi,
kde i ∈ {1, . . . , n}, označuje i. souřadnici ~x.

Lebesqueovu n-rozměrnou mı́ru budeme označovat symbolem λn a pro n = 1
voĺıme označeńı λ. Mluv́ıme-li v práci o vlastnosti skoro všude, tak máme na mysli
skoro všude vzhledem k Lebesqueově mı́̌re.



KAPITOLA 1

Úvod

Definice 1.1. Necht’ Df je podmnožina R
n. O funkci f : Df → R řekneme,

že je spojitá v x ∈ Df , pokud pro každé ε > 0 existuje δ > 0 takové, že

pro každé y ∈ Df plat́ı |x − y| < δ ⇒ |f(x) − f(y)| < ε.

O funkci f řekneme, že je spojitá, pokud je spojitá v každém bodě Df .

Definice 1.2. Necht’ Df je podmnožina R
n. O funkci f : Df → R řekneme,

že je parciálně spojitá v bodě x = (x1, . . . , xn) ∈ Df , pokud jsou funkce

g(t) = f(x1, . . . , xi + t, . . . , xn) spojité v 0 pro každé 1 ≤ i ≤ n.

O funkci f řekneme, že parciálně spojitá, pokud je parciálně spojitá v každém
bodě svého definičńıho oboru Df .

V této práci se budeme zabývat vztahem mezi spojitými a parciálně spojitými
funkcemi. Poznamenejme, že každá spojitá funkce je triviálně parciálně spojitá.
Schéma práce je vytvořené podle [4]. Ve druhé kapitole poměrně elementárńı kon-
strukćı źıskáme parciálně spojitou funkci, jej́ıž množina bod̊u nespojitosti bude
hustá. Ve stěžejńı třet́ı kapitole zkonstruujeme pomoćı Cantorova diskontinua
parciálně spojitou funkci, jej́ıž množina bod̊u nespojitosti bude dokonce plné
mı́ry. Ve čtvrté kapitole dokážeme, že některé dodatečné podmı́nky (oddělená
monotonie či ekvispojitost v (n− 1) proměnných) na vlastnosti parciálně spojité
funkce nám už zaruč́ı jej́ı spojitost. V závěrečné páté kapitole studujeme, jak
vypadá množina bod̊u nespojitosti parciálně spojité funkce v rovině, konkrétně
dokážeme, že je 1. kategorie. Z čehož vyplývá, že konstrukce funkce ve třet́ı ka-
pitole nemůže být př́ılǐs triviálńı.

V práci budeme použ́ıvat následuj́ıćı známou Moore-Osgoodovu větu o záměně
limity u stejnoměrné konvergence (v jedné dimenzi viz. [2, Věta 59]). Pro pohodĺı
čtenáře uvád́ıme i jej́ı d̊ukaz. Nejdř́ıve si však pro úplnost uved’me definici stej-
noměrné konvergence.

Definice 1.3. Necht’ D je podmnožina R
n a necht’ fn, f jsou funkce definované

na množině D do R. Pak řekneme, že funkce fn konverguj́ı stejnoměrně k funkci f
na D (symbolicky fn ⇉ f na D), pokud pro každé ε > 0 existuje n0 ∈ N takové,
že

pro každé n > n0 a pro každé x ∈ D plat́ı |fn(x) − f(x)| < ε.

Věta 1.4 (Moore-Osgood). Bud’ fn posloupnost funkćı stejnoměrně konver-
guj́ıćıch k f na množině M ⊂ R

n. Necht’ a je hromadným bodem M a necht’

pro každé n ∈ N existuje lim
x→a,x∈M

fn(x) =: bn. Potom existuj́ı vlastńı limity

lim
x→a,x∈M

f(x), lim
n→∞

bn a rovnaj́ı se. Tedy plat́ı

lim
n→∞

(

lim
x→a,x∈M

fn(x)
)

= lim
x→a,x∈M

(

lim
n→∞

fn(x)
)

.
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1. ÚVOD 7

Důkaz. (i) Nejdř́ıve ověř́ıme existenci limity lim
n→∞

bn.

Posloupnost funkćı

fn ⇉ f ⇔ Pro každé ε > 0 existuje n0 ∈ N takové, že pro všechna m, n > n0

a pro všechna x ∈ M plat́ı |fn(x) − fm(x)| < ε.

Použit́ım limitńıho přechodu (v́ıme, že fn(x)
x→a
→ bn) źıskáme, že pro každé ε > 0

existuje n0 ∈ N takové, že

pro všechna m, n > n0 plat́ı |bn − bm| ≤ ε.

Tedy {bn}
∞
n=1 je Cauchyovská posloupnost, a tedy existuje vlastńı lim

n→∞
bn. Označme

ji b.
(ii) Potřebujeme ověřit, že lim

x→a,x∈M
f(x) = b.

Zvolme ε > 0. K němu najdeme n ∈ N tak, že |bn − b| < ε
3

a zároveň pro všechny
x ∈ M plat́ı |fn(x) − f(x)| < ε

3
. Dı́ky existenci lim

x→a,x∈M
fn(x) = bn existuje δ

takové, že

pro všechny x ∈ P n
δ (a) ∩ M plat́ı |fn(x) − bn| <

ε

3
.

Tedy pro všechny x ∈ P n
δ (a) ∩ M dostaneme

|f(x) − b| ≤ |f(x) − fn(x)| + |fn(x) − bn| + |bn − b| < ε.

�

Důsledek 1.5. Necht’ M je podmnožinou R
n, fn, f : M → R jsou spojité

funkce a fn ⇉ f na M . Pak f je spojitou funkćı z M do R.

Důkaz. Volme x0 ∈ M Neńı-li x0 hromadným bodem M , je spojitost f
v x0 triviálně splněna. Tedy předpokládejme, že je hromadným bodem. Využ́ıt́ım
Moore-Osgoodovy věty 1.4 a spojitosti fn źıskáváme

lim
x→x0,x∈M

f(x) = lim
x→x0,x∈M

(

lim
n→∞

fn(x)
)

= lim
n→∞

(

lim
x→x0,x∈M

fn(x)
)

= lim
n→∞

fn(x0) = f(x0).

Tedy funkce f je v každém bodě svého definičńıho oboru M spojitá. �



KAPITOLA 2

Elementárńı konstrukce nespojitých funkćı

V této kapitole uvedeme př́ıklady jednoduchých funkćı, které jsou parciálně
spojité, ale nejsou spojité.

Př́ıklad 2.1. Definujme funkci f : R
2 → R předpisem

(2.1) f(x, y) =

{ xy

x2+y2 pro (x, y) 6= (0, 0)

0 pro x = y = 0.

Tato funkce má následuj́ıćı vlastnosti:

(i) Funkce f je spojitá v bodech R
2 \ {(0, 0)}.

(ii) Funkce f je parciálně spojitá v R
2.

(iii) Funkce f neńı spojitá v bodě (0, 0).
(iv) Funkce |f | je omezená konstantou 1 v R

2.

Důkaz. (i) Jedná se o pod́ıl dvou spojitých funkćı, kde funkce ve jmenovateli
je r̊uzná od 0. Tedy f je spojitá.

(ii) Pro (x, y) 6= (0, 0) dostáváme parciálńı spojitost ze spojitosti funkce f .
Pro x = 0 v́ıme, že f(0, y) ≡ 0, a tedy je f(0, .) spojitá. Pro druhou proměnou je
problém symetrický.

(iii) Pokud voĺıme posloupnost bod̊u xn = yn = 1
n
, potom

(xn, yn)
n→∞
→ (0, 0) a lim

n→∞
f(xn, yn) = lim

n→∞

( 1
n
)2

1
n2 + 1

n2

= 1/2 6= f(0, 0).

Tedy funkce f neńı v (0, 0) spojitá.
(iv) Převedeme problém na sférické souřadnice. Pro x = r sin φ, y = r cos φ

dostaneme

|f(x, y)| =
∣

∣

∣

xy

x2 + y2

∣

∣

∣
=

∣

∣

∣

r2 sin φ cos φ

r2 sin2 φ + r2 cos2 φ

∣

∣

∣
= | sin φ cos φ| ≤ 1.

�

Př́ıklad 2.2. Necht’ f je funkce definovaná v (2.1). Seřad’me do posloupnosti
{(pi, qi)}

∞
i=1 všechny body R

2 s racionálńımi souřadnicemi. Definujme

g(x, y) =

∞
∑

i=1

1

2i
f(x − pi, y − qi).

Tato funkce splňuje:

(i) Řada funkćı
∑

1
2i f(x − pi, y − qi) konverguje stejnoměrně na R

2.
(ii) V každém bodě s alespoň jednou iracionálńı souřadnićı je funkce g spojitá.
(iii) Funkce g je parciálně spojitá.
(iv) V každém bodě s oběma racionálńımi souřadnicemi neńı funkce g spojitá.
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2. ELEMENTÁRNÍ KONSTRUKCE NESPOJITÝCH FUNKCÍ 9

Důkaz. Definujme si funkce

fi(x, y) =
1

2i
f(x − pi, y − qi).

(i) Zřejmě
∣

∣

∣

n
∑

i=1

fi(x, y) − g(x, y)
∣

∣

∣
=

∣

∣

∣

∞
∑

i=n+1

1

2i
f(x − pi, y − qi)

∣

∣

∣

≤
∞

∑

i=n+1

1

2i
|f(x− pi, y − qi)| ≤ 2−n → 0,

kde jsme využili vlastnost |f | ≤ 1 (viz Př́ıklad 2.1(iv)).
(ii) V́ıme, že všechny funkce fi jsou v bodě s alespoň jednou iracionálńı

souřadnićı spojité. Analogicky d̊ukazu Důsledku 1.5 dostaneme spojitost funkce
g v každém bodě s iracionálńı souřadnićı.

(iii) Parciálńı spojitost funkce g plyne z
∑

fi(x, .) ⇉ g(x, .), spojitosti funkćı
fi(x, .)(viz Př́ıklad 2.1 (ii)) a Důsledku 1.5.

(iv) Bud’ (ql, rl) náš bod s racionálńımi koeficienty, pak
∑

i∈N\{l}

fi je spojitá

v (pl, ql) (podobně jako v (ii)). Pak

g =
∑

i∈N\{l}

fi + fl,

což je součet spojité a nespojité funkce v (ql, rl), a tedy g neńı spojitá v (ql, rl). �

Takže jsme našli parciálně spojitou funkci, u které je množina bod̊u nespoji-
tosti hustá v R

n.

Poznámka. Analogie Př́ıkladu 2.1 a Př́ıkladu 2.2 se daj́ı lehce zkonstruovat
i ve vyšš́ı dimenzi. Definujme f : R

n → R, n ∈ N předpisem

f(x) =

{

x1...xn

|x1|n+...+|xn|n
pro x 6= 0

0 pro x = 0

a postupujeme analogicky.



KAPITOLA 3

Složitěǰśı konstrukce za použit́ı Cantorova diskontinua

V této stěžejńı kapitole zkonstruujeme parciálně spojitou funkci, která neńı
spojitá skoro všude.

Př́ıklad 3.1 (pyramidová funkce1). Pro c ∈ R
2, r ∈ R definujeme funkci Fc,r

předpisem

Fc,r =

{

1 − |x−c|
r

pro |x − c| ≤ r
0 jinak .

Tato funkce je spojitá na R
2, je nulová na hranici |x− c| = r a rovna 1 ve středu

c čtverce Q(c, r).

tvrzeńı 3.2. Existuje parciálně spojitá funkce, která neńı spojitá.

Důkaz. Bud’ funkce Fc,r jako v Př́ıkladu 3.1. Položme

f =
∞

∑

i=1

F(2−i,2−i),2−(i+2) .

Potom f splňuje

(i) Funkce f je spojitá v bodech R
2 bez počátku.

(ii) Funkce f je parciálně spojitá na R
2.

(iii) Funkce f neńı spojitá v počátku.

(i) Bud’ x ∈ R
2 \ {(0, 0)}. Najdeme δ > 0 splňuj́ıćı x /∈ P 2

δ

(

(0, 0)
)

. Jelikož

pro každý bod x ∈ Q
(

(2−i, 2−i), 2−(i+2)
)

je |x− 0| ≤ 2−i + 2−(i+2) i→∞
→ 0, existuje

n0 takové, že

pro všechny n ≥ n0 je Q
(

(2−i, 2−i), 2−(i+2)
)

⊂ P 2
δ

(

(0, 0)
)

.

Proto na okoĺı bodu x lze funkci f vyjádřit jako konečný součet spojitých funkćı

f |
R2\P 2

δ
(0,0)

=

n0
∑

i=1

F(2−i,2−i),2−(i+2) .

Tedy i f je v x spojitá.
(ii) Dı́ky (i) stač́ı ověřit parciálńı spojitost f v počátku. Jelikož osy neprocháźı

žádným čtvercem Q
(

(2−i, 2−i), 2−(i+2)
)

, je funkce f na osách nulová, a tedy spo-
jitá.

(iii) Protože středy čtverc̊u (body (2−i, 2−i)), v nichž je funkce rovna 1, jdou
k počátku a hodnota v počátku se rovná 0, funkce f neńı v počátku spojitá. �

Pro daľśı větu budeme potřebovat zkonstruovat Cantorova diskontinua (viz
[5, Kapitola 1]).

1Graf funkce v R
3 je tvořen pyramidou výšky 1 s čtvercovou základnou Q(c, r).
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3. SLOŽITĚJŠÍ KONSTRUKCE ZA POUŽITÍ CANTOROVA DISKONTINUA 11

Konstrukce 3.3 (Cantorovo diskontinuum). Vyjdeme z intervalu I = [0, 1].
Necht’ i ∈ N je pevně zvolené č́ıslo.

V prvńım kroku z I vyjměme otevřený interval I1
1 = I1 délky 1

3i , který bude

ve středu intervalu [0, 1] (to jest I1 =
(1− 1

3i

2
,

1+ 1

3i

2

)

).
V druhém kroku ze dvou zbývaj́ıćıch uzavřených interval̊u

L1
1 =

[

0,
1 − 1

3i

2

]

a L2
1 =

[1 + 1
3i

2
, 1

]

odstrańıme intervaly I1
2 , I2

2 délky 1
3i+1 , které budou ve středu zbývaj́ıćıch interval̊u,

a tak źıskáme 4 uzavřené intervaly. Označme I2 = I1
2 ∪ I2

2 . Tı́mto zp̊usobem
budeme pokračovat dále.

Na začátku n-tého kroku postupu zbývá 2n−1 uzavřených interval̊u, které ozna-
čme L1

n−1, . . . , L
2n−1

n−1 . Ze středu Lj
n−1 odebereme interval Ij

n délky 1
3i+n−1 . Označme

In =
2n−1
⋃

j=1

Ij
n. Pak definujme pro i ∈ N Cantorovo diskontinuum2 Ci předpisem

Ci = [0, 1] \
∞
⋃

n=1

In.

Diskontinuum má následuj́ıćı vlastnosti

(i) Lebesgueova mı́ra λ(Ci) = 1 − 1
3i−1 .

(ii) Označme Ln =
2n
⋃

i=1

Li
n. Potom

Ci = [0, 1] \
∞
⋃

n=1

2n−1
⋃

l=1

I l
n =

∞
⋂

n=1

2n
⋃

l=1

Ll
n =

∞
⋂

n=1

Ln.

(iii) Označme S = {x ∈ [0, 1] : existuje interval Ik
n takový, že x je jeho středem}.

Potom množina hromadných bod̊u S je nadmnožinou Ci.

Důkaz. (i) Zřejmě

λ(Ci) = λ([0, 1]) −
∞

∑

n=1

λ(In) = 1−
( 1

3i
+

2

3i+1
+

22

3i+2
+ . . .

)

= 1 −
1

3i

∞
∑

n=0

(2

3

)n

= 1 −
1

3i

1

1 − 2
3

= 1 −
1

3i−1
.

(ii) Prvńı a třet́ı rovnost plyne př́ımo z definice In, respektive Ln. Stač́ı už

jen ukázat Ci =
∞
⋂

n=1

Ln. Užit́ım de Morganových pravidel źıskáme

Ci = [0, 1] \
∞
⋃

n=1

In = [0, 1] \
∞
⋃

n=1

n
⋃

k=1

Ik =
∞
⋂

n=1

([0, 1] \
n

⋃

k=1

Ik) =
∞
⋂

n=1

Ln.

(iii) Pro každé n ∈ N je Ci podmnožinou Ln, což je sjednoceńı 2n stejně
velkých interval̊u Lk

n ⊂ [0, 1]. Proto je velikost intervalu Lk
n menš́ı nebo rovna

2−n. Při konstrukci Cantorova diskontinua během (n + 1). kroku z každého Lk
n

odstraňujeme interval Ik
n+1. Tedy Lk

n obsahuje bod množiny S. Proto je-li c ∈ Ci,

2Cantorovým diskontinuem se obvykle označuje př́ıpad i = 1.
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pak je pro každé n vzdálenost bodu c od množiny S menš́ı nebo rovna 2−n. Z toho
plyne, že je rovna 0, tud́ıž je c hromadným bodem S.

�

Poznámka. Pro úplnost zmiňme daľśı známé vlastnosti Cantorova diskonti-
nua Ci, které nebudeme dále potřebovat, proto jsou uvedeny bez d̊ukazu (viz [5]).

(i) Množina Ci je uzavřená.
(ii) Množina Ci je nespočetná.
(iii) Množina Ci je ř́ıdká.

Věta 3.4. Existuje parciálně spojitá funkce, jej́ı̌z množina bod̊u nespojitosti
má kladnou mı́ru.

Důkaz. Bud’ In, Ik
n, Ln, Lk

n jako v Konstrukci 3.3 a Fc,r jako v Př́ıkladu 3.1.
Nyńı budeme potřebovat vědět, jak vypadá Ci × Ci, i ∈ N. Uvědomme si, že

(x, y) /∈ C2
i ⇔ (x /∈ Ci nebo y /∈ Ci)

⇔ (∃n ∈ N : x ∈ In × [0, 1] nebo ∃n ∈ N : y ∈ [0, 1] × In).

Tedy C2
i můžeme dostat z [0, 1]2 odstraňováńım kř́ıžk̊u Kk,l

n , to jest množin
(

Ik
n × [0, 1]

)

∪
(

[0, 1] × I l
n

)

, n ∈ N, k, l ∈ {1, . . . , 2n−1}.

Uprostřed kř́ıže je čtverec

Qk,l
n := Ik

n × I l
n =

(

Ik
n × [0, 1]

)

∩
(

[0, 1] × I l
n

)

.

Ukažme, že každý kř́ıž Kk,l
n prot́ıná jen konečně mnoho čtverc̊u Qk̃,l̃

ñ . Z konstrukce

Ci př́ımo plyne, že Ik
n ∩ I k̃

ñ = ∅ pro n 6= ñ nebo k 6= k̃. Proto i
(

Ik
n × [0, 1]

)

∩
(

I k̃
ñ × [0, 1]

)

= ∅ a také
(

Ik
n × [0, 1]

)

∩
(

I k̃
ñ × I l̃

ñ

)

= ∅.

Analogicky se ukáže, že i
(

[0, 1] × I l
n

)

∩
(

I k̃
ñ × I l̃

ñ

)

= ∅. Proto plat́ı

Kk,l
n ∩

(

I k̃
ñ × I l̃

ñ

)

=
(

(

Ik
n × [0, 1]

)

∩
(

I k̃
ñ × I l̃

ñ

)

)

∪
(

(

[0, 1] × I l
n

)

∩
(

I k̃
ñ × I l̃

ñ

)

)

= ∅,

kdykoliv ñ > n. Čtverc̊u I k̃
ñ × I l̃

ñ pro ñ ≤ n je jen konečně mnoho, a tedy Kk,l
n

prot́ıná jen konečně mnoho čtverc̊u Qk̃,l̃
ñ naš́ı konstrukce.

Všimněme si, že každá př́ımka rovnoběžná s osou x nebo osou y prot́ıná pouze
konečný počet těchto čtverc̊u. Procháźı-li př́ımka P = {(x0, y) : y ∈ [0, 1]} bodem
(x0, c2) ∈ C2

i pak x0 /∈ Ik
n pro všechna n a k. Proto

P ∩
(

Ik
n × [0, 1]

)

= ∅, a tedy P ∩ Qk,l
n = ∅.

Neprocháźı-li př́ımka P Cantorovým diskontinuem C2
i , potom existuj́ı n ∈ N a

k ∈ {1, . . . , 2n−1} takové, že x0 ∈ Ik
n (jinak by bylo (x0, x0) ∈ P∩C2

i ). Potom plat́ı

P ⊂ Kk,k
n , kde kř́ıž Kk,k

n prot́ıná pouze konečně mnoho čtverc̊u Qk̃,l̃
n , proto i P

prot́ıná pouze konečně mnoho čtverc̊u Qk̃,l̃
ñ . Zcela analogicky se ukáže pro př́ımku

rovnoběžnou s osou y.
Nyńı už můžeme přistoupit k samotné konstrukci funkce. Každému čtverci

Qk,l
n přǐrad́ıme spojitou funkci G

Q
k,l
n

= Fc,r, kde c je střed čtverce Qk,l
n a r je

polovina délky hrany (která se rovná délce intervalu Ik
n). Položme

(3.1) gi(x) =

∞
∑

n=1

2n−1
∑

k,l=1

G
Q

k,l
n

(x).
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Ukážeme, že

(i) Suma je korektně definovaná a 0 ≤ gi ≤ 1.
(ii) Funkce gi je parciálně spojitá.
(iii) Funkce gi neńı právě v bodech C2

i spojitá.
(iv) Mı́ra množiny bod̊u, ve kterých neńı funkce gi spojitá, je (1 − 3−(i−1))2.

(i) Jelikož je G
Q

k,l
n

nenulová pouze na čtverćıch Qk,l
n , které se nepřekrývaj́ı, a

G
Q

k,l
n

≤ 1, je suma korektně definovaná s hodnotami mezi 0 a 1.

(ii) Necht’ x0 ∈ [0, 1]. Množina P = {(x0, y), y ∈ [0, 1]} určuje př́ımku rovno-
běžnou s osou x. Jelikož př́ımka prot́ıná jen konečně mnoho čtverc̊u Qk,l

n , lze
restrikci gi na tuto př́ımku psát jako součet konečně mnoha spojitých funkćı
G

Q
k,l
n
|P pro nějakou kombinaci n, k, l. Tedy se jedná o spojitou funkci. Analogicky

se ukáže spojitost na př́ımce rovnoběžné s osou y.
(iii) Každý bod Cantorova diskontinua je hromadným bodem množiny S

střed̊u interval̊u Ik
n (viz vlastnosti Cantorova diskontinua 3.3 (iii)). Bud’ (c1, c2) ∈

C2
i . Zvolme ε > 0 a najdeme s, t ∈ S splňuj́ıćı

|s − c1| < ε a |t − c2| < ε, a tedy |(c1, c2) − (s, t)| < ε.

Proto množina hromadných bod̊u S2 je nadmnožinou C2
i .

Volme (c1, c2) ∈ C2
i a (sn, tn) ∈ S2 posloupnost k němu jdoućı. Jelikož

gi(c1, c2) = 0 a gi(sn, tn) = 1, neńı funkce gi spojitá v (c1, c2).
Bud’ (x1, x2) /∈ C2

i . Z konstrukce C2
i plyne existence kř́ıže Kk,l

n obsahuj́ıćıho

bod (x1, x2). Tento kř́ıž Kk,l
n prot́ıná jen konečně mnoho čtverc̊u Qk̃,l̃

ñ . Proto
na okoĺı bodu P 2

δ (x1, x2), pro δ > 0 dost malé, lze psát restrikci gi|P 2
δ
(x1,x2) jako

součet konečně mnoha spojitých funkćı G
Q

k̃,l̃
ñ

|P 2
δ
(x1,x2), a tedy je v tomto bodě gi

spojitá.
(iv) Plyne př́ımo z (iii) a vlastnost́ı Lebesqueovy mı́ry, nebot’

λ2(C
2
i ) =

(

λ(Ci)
)2

= (1 − 3−i+1)2.

�

Věta 3.5. Existuje parciálně spojitá funkce, jej́ı̌z množina bod̊u nespojitosti
má plnou mı́ru.

Důkaz. Bud’ gi funkce z d̊ukazu Věty 3.4 (viz (3.1)). Potom položme

h(x) =

∞
∑

i=1

4−igi(x).

Tato funkce h má vlastnosti

(i) Řada funkćı
∞
∑

i=1

4−igi konverguje stejnoměrně k h na R
2.

(ii) Funkce h je parciálně spojitá.
(iii) Funkce h neńı spojitá v bodech C2

i pro všechny i ∈ N.
(iv) Mı́ra množiny bod̊u, ve kterých gi neńı spojitá, má plnou mı́ru, to jest je

rovna 1 = λ2([0, 1]2).
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(i) Využit́ım znalosti |gi(x, y)| ≤ 1 (viz vlastnost (i) z d̊ukazu Věty 3.4),
źıskáme odhad

∣

∣

∣
h(x, y) −

k
∑

i=1

4−igi(x, y)
∣

∣

∣
=

∣

∣

∣

∞
∑

i=k+1

4−igi(x, y)
∣

∣

∣

≤
∞

∑

i=k+1

4−i|gi(x, y)| ≤
∞

∑

i=k+1

4−i → 0.

(ii) Zafixujme x0 ∈ [0, 1]. Z (i) plyne

∞
∑

i=1

4−igi(x0, y) ⇉ h(x0, y).

Dı́ky Důsledku 1.5 a parciálńı spojitosti gi (viz d̊ukaz Věty 3.4 (ii)) źıskáváme
spojitost funkce h(x0, y). Spojitost v prvńı proměnné se dokáže zcela analogicky.

(iii) Bud’ c ∈ C2
i . Necht’ j ∈ N je nejmenš́ı takové, že gj neńı spojité v c.

Z naš́ı konstrukce (viz d̊ukaz Věty 3.4 (iii)) plyne existence posloupnosti bk střed̊u

čtverc̊u Qk̃,l̃
ñ takových, že bk

k→∞
→ c a gj(bk) = 1. Funkce h je spojitá v c jen pokud

lim
k→∞

h(bk) = h(c) což je ekvivalentńı lim
k→∞

|f(bk) − h(c)| = 0.

Elementárńım výpočtem obdrž́ıme

|h(bk) − h(c)| ≥
∣

∣

∣

j
∑

i=1

4−i
(

gi(bk) − gi(c))
∣

∣

∣
−

∣

∣

∣

∞
∑

i=j+1

4−i
(

gi(bk) − gi(c)
)

∣

∣

∣

≥
∣

∣

∣

j
∑

i=1

4−i
(

gi(bk) − gi(c)
)

∣

∣

∣
−

∞
∑

i=j+1

4−i|gi(bk) − gi(c)|

≥
∣

∣

∣

j
∑

i=1

4−i
(

gi(bk) − gi(c)
)

∣

∣

∣
−

2

3
4−j,

kde jsme využili
∞
∑

i=j+1

4−i = 4−j

3
a |gi(bk) − gi(c)| ≤ 2. Použijeme limitńı přechod

na obě strany této nerovnosti, využijeme spojitost gi v c pro i < j a dostaneme

lim inf
k→∞

|h(bk) − h(c)| ≥ lim
k→∞

∣

∣

∣

j
∑

i=1

4−i
(

gi(bk) − gi(c)
)

∣

∣

∣
−

2

3
4−j

=
∣

∣

∣

j
∑

i=1

lim
k→∞

4−i
(

gi(bk) − gi(c)
)

∣

∣

∣
−

2

3
4−j

=
∣

∣

∣

j−1
∑

i=1

lim
k→∞

4−i
(

gi(bk) − gi(c)
)

+ lim
k→∞

4−j
(

gj(bk) − gj(c)
)

∣

∣

∣
−

2

3
4−j

= |0 + 4−j| −
2

3
4−j =

1

3
4−j > 0.

Tedy funkce h neńı spojitá v c.
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(iv) Dı́ky (iii) plat́ı, že mı́ra množiny bod̊u nespojitosti je větš́ı než mı́ra
⋃

i∈N

C2
i a d́ıky znalosti (i) z Konstrukce 3.3 spoč́ıtáme

λ2

(

⋃

i∈N

C2
i

)

≥ λ2

(

C2
i

)

= (1 − 31−i)2 i→∞
→ 1 = λ([0, 1]2).

T́ım je dokázáno, že množina bod̊u nespojitosti je plné mı́ry. �

Poznámka. V R
n lze jistě dokázat analogie Věty 3.5.



KAPITOLA 4

Postačuj́ıćı podmı́nky spojitosti

V této kapitole dokážeme, že za určitých dodatečných podmı́nek už z parciálńı
spojitosti plyne spojitost.

Definice 4.1. Necht’ D je podmnožina R
n. Potom řekneme, že funkce {fi}i∈I ,

fi : D → R, jsou ekvispojité, pokud pro každé x ∈ D a pro každé ε > 0 existuje
δ > 0 takové, že pro všechna i ∈ I

a pro všechna y ∈ D plat́ı |x − y| < δ ⇒ |fi(x) − fi(y)| < ε.

Věta 4.2. Necht’ G ⊂ R
n+1 je otevřená a necht’ f : G → R je parciálně spo-

jitá. Předpokládejme, že jsou funkce f y(~x) := f(~x, y), ~x ∈ Rn, y ∈ R ekvispojité.
Potom je funkce f spojitá.

Důkaz. Ukážeme, že funkce f je spojitá v každém bodě (~x0, y0) ∈ R
n+1.

Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že (~x0, y0) = (0, 0) (jinak bychom
pracovali s funkćı g(~x, y) = f(~x − ~x0, y − y0)).

Z parciálńı spojitosti funkce f je funkce f(x, .) spojitá, tedy lze nalézt δ1 > 0
takové, že P n+1

δ1

(

(0, 0)
)

⊂ G a

pro všechny |y| < δ1 je |f(0, y)− f(0, 0)| <
ε

2
.

Z ekvispojitosti funkćı f y najdeme δ2 > 0, které nezáviśı na y, takové, že

pro každé |~x| < δ2 plat́ı |f(~x, y) − f(0, y)| <
ε

2
.

Položme δ := min(δ1, δ2). Všimněme si, že je-li (~x, y) ∈ P n+1
δ

(

(0, 0)
)

, pak je i

(0, y) ∈ P n+1
δ

(

(0, 0)
)

⊂ G, a je tedy f(0, y) definováno. Zvoĺıme-li ~x,y takové, že

|~x| < δ a zároveň |y| < δ, tj. (~x, y) ∈ P n+1
δ

(

(0, 0)
)

, potom

|f(~x, y) − f(0, 0)| ≤ |f(~x, y) − f(0, y)|+ |f(0, y)− f(0, 0)| <
ε

2
+

ε

2
= ε.

�

Věta 4.3. Necht’ G ⊂ R
2 je otevřená a necht’ f : G → R je parciálně spojitá.

Předpokládejme, že pro každé y je funkce f y(x) := f(x, y) monotonńı na množině
Gy = {x : (x, y) ∈ G}. Potom je funkce f spojitá.

Důkaz. Zvolme bod (x0, y0) ∈ G a ε > 0. Z parciálńı spojitosti k němu
najdeme δ1 > 0 takové, že P 2

δ1

(

(x0, y0)
)

⊂ G a že

pro každé x splňuj́ıćı |x − x0| ≤ δ1 plat́ı |f(x, y0) − f(x0, y0)| <
ε

2
.

Dı́ky parciálńı spojitosti v druhé proměnné najdeme δ2 splňuj́ıćı

|f(x0 + δ1, y0) − f(x0 + δ1, y)| <
ε

2
pro |y − y0| ≤ δ2.

16



4. POSTAČUJÍCÍ PODMÍNKY SPOJITOSTI 17

Podobně najdeme δ3 splňuj́ıćı

|f(x0 − δ1, y0) − f(x0 − δ1, y)| <
ε

2
pro |y − y0| ≤ δ3.

Položme δ = min(δ1, δ2, δ3). Bud’ (x, y) ∈ P 2
δ

(

(x0, y0)
)

. Předpokládejme, že f y je
neklesaj́ıćı (Jinak bychom pracovali s funkćı g = −f .). Potom

−ε <
(

f(x0 − δ1, y) − f(x0 + δ1, y0)
)

+
(

f(x0 + δ1, y0) − f(x0, y0)
)

≤ f(x, y) − f(x0, y0)

≤
(

f(x0 + δ1, y) − f(x0 + δ1, y0)
)

+
(

f(x0 + δ1, y0) − f(x0, y0)
)

< ε.

Tedy pro všechny (x, y) ∈ P 2
δ

(

(x0, y0)
)

plat́ı |f(x, y)− f(x0, y0)| < ε. �

Definice 4.4. O funkci f : M ⊂ R
n → R řekneme, že je odděleně monotonńı

v proměnné xi, pokud pro každý bod x = (x1, . . . , xn) ∈ M je funkce g(t) =
f(x1, . . . , xi + t, . . . , xn) definovaná na množině

Mi = {t ∈ R : (x1, . . . , xi + t, . . . , xn) ∈ M}

monotonńı.

Poznámka. Funkce f m̊uže být neklesaj́ıćı nebo nerostoućı v proměnné xi

v závislosti na volbě zbývaj́ıćıch souřadnic.

Věta 4.5. Necht’ G je otevřená podmnožina R
n, necht’ funkce f : G → R je

parciálně spojitá a odděleně monotonńı v proměnných xi pro i = 1, . . . , n − 1.
Potom je funkce f spojitá.

Důkaz. Důkaz budeme provádět matematickou indukćı. Pro n = 2 je tvrzeńı
obsaženo ve Větě 4.3.

Předpokládejme, že naše tvrzeńı plat́ı pro (n − 1) a budeme dokazovat, že
plat́ı i pro n. Zaved’me označeńı ~x = (x1, . . . , xn−1) ∈ R

n−1, y = xn ∈ R. Jelikož
f je parciálně spojitá, je při pevně zvoleném y funkce

f y(~x) := f(x1, . . . , xn−1, y)

také parciálně spojitá. Nav́ıc d́ıky monotonii funkce f je i f y(~x) monotonńı v xi,
i = 1, . . . , n − 1. Tedy d́ıky indukčńımu předpokladu je funkce f y spojitá.
Zvolme (~x0, y0) ∈ G a ε > 0.

Ze spojitosti f y najdeme δ0 > 0 takové, že P n−1
δ0

(~x0) × {y0} ⊂ G a

(4.1) pro všechny ~x ∈ P n−1
δ (~x0) plat́ı |f(~x, y0) − f(~x0, y0)| <

ε

2
.

Množinu všech (n − 1)-tic −1 a 1 označme

A =
{

a ∈ R
n−1; ai ∈ {−1, 1}, i = 1, . . . , n − 1

}

.

Těchto (n−1)-tic je 2n−1. Pro pevné a ∈ A najdeme z parciálńı spojitosti funkce f
v proměnné y ηa > 0 takové, že P n−1

δ0
(~x0)×Pηa

(y0) ⊂ G a pro všechny y ∈ Pηa
(y0)

plat́ı
(4.2)
∣

∣f
(

(~x0)1+a1δ, . . . , (~x0)n−1+an−1δ, y
)

−f
(

(~x0)1+a1δ, . . . , (~x0)n−1+an−1δ, y0

)
∣

∣ <
ε

2
.

Zvolme δ̃0 splňuj́ıćı 0 < δ̃0 < δ a δ̃0 < ηa pro všechny a ∈ A. Volme pevné

(~x, y) ∈ P n

δ̃0

(

(~x0, y0)
)

.
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Z monotonie f v x1 je funkce g(x1) = f(x1, . . . , xn, y) bud’ neklesaj́ıćı, pak

f(~x, y) ≤ f
(

(~x0)1 + δ, x2, . . . , y
)

a volme a1 := +1,

nebo nerostoućı, pak

f(~x, y) ≤ f(
(

~x0)1 − δ, x2, . . . , y
)

a volme a1 := −1.

V druhém kroku odhadneme f
(

(~x0)1+a1δ, x2, . . . , y
)

. Z monotonie f v x2 źıskáme
analogicky jako v předešlém kroku, že bud’

f
(

(~x0)1 + a1δ, x2, . . . , y) ≤ f((~x0)1 + a1δ, (~x0)2 + δ, x3, . . . , y
)

a volme a2 := +1

nebo

f
(

(~x0)1 + a1δ, x2, . . . , y) ≤ f((~x0)1 + a1δ, (~x0)2 − δ, x3, . . . , y
)

a volme a2 := −1.

T́ımto postupem dostaneme v (n − 1). kroku, že

(4.3) f(~x, y) ≤ f
(

(~x0)1 + a1δ, . . . , (~x0)n−1 + an−1δ, y
)

pro nějakou (n − 1)-tici (ai)
n−1
i=1 ∈ A. Označme

~x1 =
(

(~x0)1 + a1δ, . . . , (~x0)n−1 + an−1δ
)

.

Za použit́ı (4.3) můžeme odhadovat

f(~x, y) − f(~x0, y0) ≤
(

f(~x1, y) − f(~x1, y0)
)

+
(

f(~x1, y0) − f(~x0, y0)
)

< ε,

kde prvńı závorku na pravé straně jsme odhadli d́ıky nerovnosti (4.2) a druhou

d́ıky nerovnosti (4.1). Podobně lze naj́ıt δ̃1 > 0 takové, že pro každé (~x, y) ∈
P n

δ̃1

(

(~x0, y0)
)

je

f(~x, y) − f(~x0, y0) > −ε.

Položme δ̃ = min(δ̃0, δ̃1). Konečně odtud se již snadno ukáže, že

pro libovolné (~x, y) ∈ P n

δ̃

(

(~x0, y0)
)

je |f(~x, y) − f(~x0, y)| < ε.

�



KAPITOLA 5

Vlastnosti množiny bod̊u nespojitosti parciálně spojité

funkce

Definice 5.1. Necht’ A ⊂ B ⊂ R
n . Potom množinu A nazveme hustou v B,

jestliže

A ⊃ B.

Řekneme, že množina A ⊂ B ⊂ R
n je ř́ıdká v B, pokud

B \ A je hustá v B.

O množině A ⊂ B ⊂ R
n řekneme, že je 1. kategorie v B, je-li A sjednoceńım

spočetně mnoha ř́ıdkých množin v B.

V této kapitole dokážeme, že množina bod̊u nespojitosti parciálně spojité
funkce v rovině je podmnožinou součinu množin 1. kategorie. Idea d̊ukazu kĺıčové
Věty 5.3 je obsažena v mnohem obecněǰśı větě v obecněǰśıch prostorech (viz [1,
strany 235–238]).

Věta 5.2 (Baire). Necht’ P je úplný metrický prostor a necht’ {Fn}
∞
n=1 je

posloupnost jeho uzavřených podmnožin splňuj́ıćı
∞
⋃

n=1

Fn = P . Potom

existuje n0 ∈ N tak, že
(

Fn0

)0
6= ∅.

Důkaz. Viz [3, Věta 4.1]. �

Poznámka. Necht’ K je kompaktńı prostor. Potom symbolem C[K] mı́ńıme
Banach̊uv prostor spojitých funkćı na kompaktu K s maximovou normou

‖f‖ = sup
x∈K

|f(x)|.

Věta 5.3. Necht’ je funkce f : [0, 1]2 → R parciálně spojitá. Potom existuje
množina D 1. kategorie v I = [0, 1] taková, že

v každém bodě (I \ D) × I je funkce f spojitá.

Důkaz. Označme prvńı proměnou x a druhou y, dále označme K(x, r) uza-
vřený interval [x − r, x + r]. Definujme fx(y) = f(x, y) a zobrazeńı Φ, které
prvku x přǐrad́ı funkci fx. Všimněme si, že d́ıky parciálńı spojitosti funkce f je
Φ zobrazeńı z I do Banachova prostoru C[I].

Důkaz rozděĺıme do 4 krok̊u.
(1) Vyjádř́ıme interval [a, b] jako sjednoceńı uzavřených množin a užijeme Bai-
rovu větu.
(2) Dokážeme, že množina bod̊u spojitosti zobrazeńı Φ je hustá v I.
(3) Ukážeme, že množina bod̊u nespojitosti zobrazeńı Φ je 1. kategorie v I.
(4) Ukážeme, že f je spojitá v bodech množiny (I\D)×I, kde D je množina z (3).
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(1) Zvolme ε > 0 a interval [a, b] takový, že 0 ≤ a < b ≤ 1. V́ıme, že C[I]
je separabilńı Banach̊uv prostor (nebot’ polynomy s racionálńımi koeficienty jsou
husté, viz [3, Stone-Weierstrassova věta D.2]). Uspořádejme spočetnou hustou
podmnožinu C[I] do posloupnosti {pi}

∞
i=1. Označme

Pi = {x ∈ [a, b] : ‖fx − pi‖ ≤ ε}.

Dı́ky hustotě {pi; i ∈ N} v C[I] plat́ı

[a, b] =
∞
⋃

i=1

Pi.

Pro užit́ı Bairovy věty muśıme ukázat, že množiny Pi jsou uzavřené. Pro t ∈ I
definujme χt ∈ (C[I])∗ předpisem χt(h) = h(t) pro h ∈ C[I]. Ukážeme, že

Pi = {x ∈ [a, b] : sup
t∈I

|χt(f
x)−χt(pi)| ≤ ε} =

⋂

t∈I

{x ∈ [a, b] : |χt(f
x)−χt(pi)| ≤ ε}.

Prvńı rovnost plat́ı, jelikož

‖h‖ = sup
t∈I

|h(t)| = sup
t∈I

|χth|.

Druhá rovnost plat́ı d́ıky vlastnosti suprema

sup M ≤ r ⇔ pro každé m ∈ M plat́ı m ≤ r.

Jelikož pro každé pevné t ∈ [0, 1] jsou funkce χt ◦Φ(x) = χt(f
x) = f(x, t) spojité,

je i funkce Ψ(x) = |χt(f
x) − χt(pi)| spojitá. Protože množina

{x ∈ [a, b] : |χt(f
x) − χt(pi)| ≤ ε} = Ψ−1([0, ε]),

lze ji psát jako vzor uzavřené množiny [0, ε] při spojitém zobrazeńı Ψ, tud́ıž je
uzavřená. Proto je množina Pi pr̊unikem uzavřených množin, tedy také uzavřená.
Proto už můžeme využ́ıt Bairovu větu. Jej́ı aplikaćı źıskáváme existenci n0 ∈ N

takového, že Pn0 má neprázdný vnitřek. Tud́ıž

existuje x0 ∈ [a, b] a r0 > 0 splňuj́ıćı K(x0, r0) ⊂ Pn0 ⊂ [a, b].

Jsou-li body x, x̃ ∈ K(x0, r0) ⊂ Pn0, potom d́ıky definici množiny Pn0 plat́ı

‖fx − f x̃‖ ≤ ‖fx − pn0‖ + ‖pn0 − f x̃‖ ≤ 2ε.

Tuto konstrukci aplikujeme nejdř́ıve s ε0 = 1 a źıskáme interval K(x0, r0).
(2) Opakováńım postupu s ε1 = 1 a intervalem K(x0,

r0

2
), źıskáme existenci

č́ısel x1, r1 > 0 splňuj́ıćıch K(x1, r1) ⊂ K(x0,
r0

2
) a pro všechna x, x̃ ∈ K(x1, r1)

plat́ı
‖fx − f x̃‖ ≤ 2.

V n-tém kroku opakováńım postupu s εn = 1
n

a intervalem K(xn−1,
rn−1

2
), źıskáme

existenci č́ısel xn, rn > 0 splňuj́ıćıch K(xn, rn) ⊂ K(xn−1,
rn−1

2
) a pro všechna

x, x̃ ∈ K(xn, rn) plat́ı

‖fx − f x̃‖ ≤
2

n
.

Takto jsme źıskali posloupnost uzavřených interval̊u, pro které plat́ı

K(x1, r1) ⊃ K(x2, r2) ⊃ K(x3, r3) ⊃ . . .

a 0 < rn ≤ 1
2
rn−1. Tud́ıž

lim
n→∞

diam K(xn, rn) = lim
n→∞

2 rn = 0.
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Proto existuje

z ∈
∞
⋂

i=1

K(xn, rn).

Jestliže |x − z| < rn+1, pak plat́ı

|x − xn| ≤ |x − z| + |z − xn| ≤ rn+1 +
rn

2
≤ rn.

Kde |z − xn| jsme odhadli d́ıky tomu, že z ∈ K(xn+1, rn+1) ⊂ K(xn, rn

2
). Proto

plat́ı

pro každé x ∈ Prn+1(z) je ‖fx − f z‖ ≤
2

n
.

Tedy je zobrazeńı Φ spojité v z.
Celkově źıskáváme, že pro každý netriviálńı interval [a, b] ⊂ I existuje bod

z ∈ (a, b), ve kterém je Φ spojité. Proto je množina bod̊u, ve kterých je zobrazeńı
Φ spojité, hustá v [0, 1]. Označme ji S.

(3) Necht’ D je množina bod̊u nespojitosti. Označme

Qn =
{

x ∈ [0, 1] : pro každé r > 0 existuj́ı s1, s2 ∈ K(x, r) ∩ I

takové, že ‖f s1 − f s2‖ ≥
1

n

}

.

Potom D =
∞
⋃

i=1

Qi. Ukážeme uzavřenost Qi pro všechny i ∈ N. Konverguje-li

posloupnost xn ∈ Qi k x, potom pro každé r > 0 existuje xn0 ∈ K(x, r)∩I takové,
že K(xn0 ,

r
2
) ⊂ K(x, r). Z definice Qn0 existuj́ı s1, s2 ∈ K(xn0 ,

r
2
) ⊂ K(x, r),

pro které plat́ı

‖f s1 − f s2‖ ≥
1

n
.

Proto je Qn uzavřená množina.
Pro každé přirozené n je uzavřená množina Qn podmnožinou doplňku množiny

S, což je hustá množina v [0, 1], proto je Qn ř́ıdká. (Kdyby nebyla, obsahovala by
nějaký interval [c, d] pro 0 ≤ c < d ≤ 1 , který by nemohl obsahovat žádný bod
S, což by byl spor s hustotou S.)

Proto pro množinu bod̊u nespojitosti D zobrazeńı Φ plat́ı

D =

∞
⋃

n=1

Qn, kde Qn jsou ř́ıdké.

Tedy D je 1. kategorie.
(4) Zobrazeńı Φ je v bodech I \D spojité, proto plat́ı, že pro každé x0 ∈ I \D

a pro všechny ε > 0 existuje δ > 0 splňuj́ıćı

je-li |x − x0| < δ potom ‖fx − fx0‖ ≤ ε.

Což je ekvivalentńı s

pro každé y ∈ [0, 1] je |f(x, y) − f(x0, y)| ≤ ε.

Zvolme (x0, y0) ∈ (I \ D) × I a ε > 0.
Z parciálńı spojitosti funkce f je funkce f(x0, .) spojitá, tedy lze nalézt δ1 > 0

takové, že

pro všechny y ∈ Pδ1(y0) je |f(x0, y) − f(x0, y0)| <
ε

2
.
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Ze spojitosti Φ v x0 najdeme δ2 > 0, které nezáviśı na y, takové, že

pro každé x ∈ Pδ2(x0) plat́ı |f(x, y)− f(x0, y)| <
ε

2
.

Položme δ = min(δ1, δ2). Potom je-li (x, y) ∈ P 2
δ

(

(x0, y0)
)

pak

|f(x, y)− f(x0, y0)| ≤ |f(x, y)− f(x0, y)|+ |f(x0, y) − f(x0, y0)| <
ε

2
+

ε

2
= ε.

Tedy funkce f je spojitá ve všech bodech množiny (I \D)× I. Proto je množina
bod̊u nespojitosti funkce f podmnožinou D × I. �

Důsledek 5.4. Označme I = [0, 1]. Necht’ je funkce f : I2 → R parciálně
spojitá. Potom existuj́ı množiny D1, D2 1. kategorie v I takové, že množina bod̊u
nespojitosti funkce f je podmnožinou D1 × D2.

Důkaz. Označme D množinu nespojitosti funkce f . Aplikaćı Věty 5.3 dosta-
neme existenci množiny D1 1. kategorie v I takové, že

v každém bodě (I \ D1) × I je funkce f spojitá.

Proto je množina D podmnožinou D1 × I. Opětovnou aplikaćı Věty 5.3 na funkci
g(x, y) = f(y, x) (vyměńıme prvńı a druhou proměnnou) źıskáme existenci množi-
ny D2 1. kategorie v I takové, že množina bod̊u nespojitosti funkce g je podmno-
žinou D2 × I. Proto D ⊂ I × D2. Tud́ıž

D ⊂ (D1 × I) ∩ (I × D2) = D1 × D2.

�

Důsledek 5.5. Necht’ je G ⊂ R
2 je otevřená a necht’ funkce f : G → R

parciálně spojitá. Potom existuj́ı množiny D1, D2 1. kategorie v R takové, že
množina bod̊u nespojitosti funkce f je podmnožinou D1 × D2.

Důkaz. Množinu G lze psát jako sjednoceńı kompaktńıch množin

Kn =
{

x ∈ P 2
n(0) ∩ G : dist(x, ∂G) ≥

1

n

}

.

Kompakt Kn pokryjeme otevřenými množinami

Kn ⊂
⋃

x∈Kn

P 2
δx

(x),

kde δx > 0 je dost malé, aby P 2
δx

(x) ⊂ G. Z pokryt́ı Kn lze naj́ıt konečné podpo-
kryt́ı

Kn ⊂
kn
⋃

l=1

P 2
δxn

l

(xn
l ).

Pro f |
P 2

δxn
l

: P 2
δxn

l

→ R aplikujeme analogii Důsledku 5.4. Źıskáváme existenci

množin Dn,l
1 , Dn,l

2 1. kategorie takových, že množina bod̊u nespojitosti f |
P 2

δxn
l

je

podmnožinou Dn,l
1 × Dn,l

2 . Proto je množina bod̊u nespojitosti f podmnožinou

(

∞
⋃

n=1

kn
⋃

l=1

Dn,l
1

)

×
(

∞
⋃

n=1

kn
⋃

l=1

Dn,l
2

)

,

kde obě strany součinu jsou 1. kategorie, nebot’ jsou spočetným sjednoceńım
množin 1. kategorie. �
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