
Univerzita Karlova v Praze
Matematicko-fyzikálńı fakulta
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Kapitola 1

Úvod

Analýza velikosti výběru se zabývá problémy týkaj́ıćımi se počtu pozorováńı
nebo měřeńı, která učińıme, testujeme-li při nějakém výzkumu určitou sta-
tistickou hypotézu. Řeš́ı např́ıklad, jak určit velikost výběru (potřebný počet
pozorováńı) tak, aby výzkum měl dostatečnou vypov́ıdaj́ıćı hodnotu a při-
tom se zbytečně neplýtvalo zdroji, jak tuto velikost upravit, pokud během
výzkumu došlo k nějakému neočekávanému jevu, nebo jak ověřit, že velikost
výběru při již proběhlém výzkumu byla správně zvolená. My se v této práci
budeme soustředit na prvńı z uvedených úloh, na určeńı velikosti výběru.

Snaha vhodně zvolit velikost výběru mı́vá v́ıce d̊uvod̊u, nejzásadněǰśı
z nich ale bývaj́ı etické a ekonomické hledisko. Zbytečně nadsazená velikost
výběru většinou značně zvedne náklady na výzkum, aniž bychom dostali
odpov́ıdaj́ıćı zlepšeńı výsledk̊u, naopak nedostatečná velikost výběru může
vést k nesprávným závěr̊um nebo k nutnosti výzkum opakovat. Jedná-li se
o klinický výzkum, je také žádoućı co nejdř́ıve rozhodnout o účinnosti zkou-
maného léku, v př́ıpadě pozitivńıho výsledku se lék může zač́ıt použ́ıvat
a výzkum se zaměř́ı na daľśı ćıl. Nav́ıc je neetické zbytečně podávat v́ıce pa-
cient̊um (nebo testovaným zv́ı̌rat̊um) př́ıpravek, který je neefektivńı a může
mı́t vedleǰśı účinky. Testy použ́ıvanými v lékařském výzkumu (ale nejen tam)
se budeme převážně zabývat.

Testujeme-li proti sobě dvě hypotézy, nulovou hypotézu H0 proti alter-
nativńı hypotéze Ha, vypov́ıdaj́ıćı hodnota testu se většinou posuzuje podle
pravděpodobnost́ı, že se nesprávně rozhodneme ve prospěch jedné z hypotéz.
Můžeme udělat dva druhy chybného rozhodnut́ı:

Chyba I. druhu nastane, pokud zamı́tneme nulovou hypotézu a ta přitom
plat́ı. Pravděpodobnost tohoto jevu se většinou označuje řeckým ṕıs-
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menem α. Této pravděpodobnosti se také ř́ıká hladina testu.

Chyba II. druhu nastane, když nulová hypotéza neplat́ı a my ji nezamı́tne-
me. Tato pravděpodobnost se označuje ṕısmenem β. Pravděpodobnosti
doplňkového jevu, tj. že zamı́tneme nulovou hypotézu, když neplat́ı,
se ř́ıká śıla testu a je rovna 1− β.

Velikost výběru můžeme zvolit např́ıklad tak, aby intervalový odhad pa-
rametru měl danou š́ı̌rku. Této metodě stanoveńı velikosti výběru se ř́ıká
analýza přesnosti. Protože ale nebere v úvahu možnost chyby II. druhu,
pravděpodobnost odhaleńı neplatnosti nulové hypotézy nemuśı být velká.

Běžněji použ́ıvaný př́ıstup k problému se nazývá analýza śıly testu (angl.
power analysis). Touto metodou stanov́ıme velikost výběru tak, abychom za
pevně dané pravděpodobnosti chyby I. druhu (nejčastěji 1%, 5% nebo 10%)
sńıžili pravděpodobnost chyby II. druhu na požadovanou hodnotu (většinou
10% nebo 20%). Někdy ani tento zp̊usob neńı vhodný (např́ıklad pokud
chceme testovat hypotézu o nějakém velmi zř́ıdka se vyskytuj́ıćım jevu), pak
se použ́ıvaj́ı jiné postupy. My se budeme zabývat téměř výhradně analýzou
śıly testu.

Častým ćılem test̊u v lékařském výzkumu je ověřit, zda je nový lék
účinněǰśı nebo bezpečněǰśı než lék p̊uvodńı, př́ıpadně že má znatelné výs-
ledky (je o poznáńı lepš́ı než placebo). Nyńı si nast́ıńıme, jaké testy se
za takovými účely nejčastěji použ́ıvaj́ı a na jednom konkrétńım př́ıkladě
si podrobněji ukážeme, jak se poč́ıtá velikost výběru pomoćı analýzy śıly
a přesnosti. Bĺıže se analýzou śıly uvedených test̊u budeme zabývat v kapi-
tole 2 a 3. V kapitole 4 jsou vysvětleny základy skupinově-sekvenčńıch test̊u,
které se týkaj́ı postupného vyhodnocováńı do dané doby shromážděných in-
formaćı.

Test shodnosti (Test for Equality)

Test shodnosti bývá nazýván test hypotézy

H0 : µ1 = µ2 proti Ha : µ1 6= µ2,

kde µ1 a µ2 jsou v př́ıpadě dvouvýběrového testu středńı hodnoty výsledk̊u
sledovaných náhodných veličin z prvńıho, resp. z druhého výběru. U jed-
novýběrového testu je µ2 pevně zvolená hodnota (např. známá středńı hod-
nota při užit́ı placeba), s kterou porovnáváme výsledky sledované náhodné
veličiny. Zamı́tnut́ı nulové hypotézy pak ukazuje na klinicky významný rozd́ıl
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mezi léky (resp. mezi lékem a placebem) a při vhodně zvolené velikosti
výběru máme dostatečnou pravděpodobnost, že tento rozd́ıl (pokud exis-
tuje) bude při vlastńım testu objeven.

Test inferiority (Test for Inferiority)

Pokud chceme v klinickém výzkumu ukázat, že nový lék je alespoň tak efek-
tivńı jako lék p̊uvodńı, voĺıme test hypotézy

H0 : µ− µ0 ≤ −δ proti Ha : µ− µ0 > −δ,

kde µ0 je středńı hodnota výsledk̊u doposud použ́ıvaného léku a δ ≥ 0
je taková hodnota, že rozd́ıl mezi středńımi hodnotami lék̊u menš́ı než δ je
považován za klinicky nevýznamný. Zamı́tnut́ı nulové hypotézy pak ukazuje,
že nový lék dává výsledky minimálně srovnatelné s p̊uvodńım, což je užitečné
zejména, pokud má nový lék menš́ı vedleǰśı účinky nebo je levněǰśı na výrobu.

Test superiority (Test for Superiority)

H0 : µ− µ0 ≤ δ proti Ha : µ− µ0 > δ.

Test je podobný předchoźımu testu inferiority, rozd́ıl spoč́ıvá ve znaménku
u δ ≥ 0. Zamı́tnut́ı nulové hypotézy při testu superiority naznačuje, že
nový lék je lepš́ı než p̊uvodńı a že je mezi léky klinicky významný rozd́ıl.
Poznamenejme, že tento test se také nazývá test klinické superiority. Pokud
δ = 0, ř́ıká se mu test statistické superiority.

Test ekvivalence (Test for Equivalence)

Někdy je ćılem výzkumu ukázat, že rozd́ıl mezi dvěma př́ıpravky je klinicky
nevýznamný. Může tomu tak být tehdy, chceme-li mı́t k dispozici dva stejně
efektivńı léky a z nich vyb́ırat až podle konkrétńıch potřeb pacienta. Pak
použijeme test hypotézy

H0 : |µ1 − µ2| ≥ δ proti Ha : |µ1 − µ2| < δ.

V uvedených testech se objevuj́ı prvky, které nejsou př́ımo zadány a záviśı
na volbě statistika či lékaře, který připravuje test. Těmito nejistými fak-
tory mohou být např́ıklad hodnota klinicky nevýznamného rozd́ılu, rozptyl
nebo to, zda a jak bĺızké normálńımu rozděleńı bude rozděleńı sledovaných
hodnot (pokud budeme předpokládat normálńı rozděleńı). Někdy je možné
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tyto prvky odhadnout např́ıklad na základě dř́ıvěǰśıch studíı. Výpočty jsou
ale i tak většinou jen přibližné a zálež́ı na posouzeńı statistika, zda se jeho
model př́ılǐs neodchýlil od skutečnosti.

1.1 Výpočet velikosti výběru

Analýza śıly

Než začneme stanovovat velikost výběru, potřebujeme vědět, o jaké hypotézy
v testu p̊ujde, jaké je přibližně rozděleńı náhodných veličin, o kterých se
v testu jedná, na jaké hladině se bude zamı́tat nulová hypotéza a jakou
śılu má test mı́t. Také je užitečné znát přibližně rozptyl, př́ıpadně i daľśı
údaje o výzkumu, kterými se ale nebudeme bĺıže zabývat. Některé z těchto
parametr̊u zvoĺı statistik či lékař, jiné známe jen přibližně nebo v̊ubec (např.
rozptyl, někdy je možné ho odhadnout na základě předchoźıch výzkumů).

Odvod́ıme metodou analýzy śıly velikost výběru pro konkrétńı hypotézu.
Řekněme, že plánujeme vyzkoušet účinnost nově vyvinutého léku a chceme
za t́ımto účelem použ́ıt test hypotézy

H0 : µ ≤ µ0 proti Ha : µ > µ0,

kde µ je středńı hodnota výsledk̊u nového léku a µ0 je známá středńı hodnota
výsledk̊u u pacient̊u už́ıvaj́ıćıch placebo.

Budeme předpokládat, že údaje źıskané od pacient̊u už́ıvaj́ıćıch testo-
vaný př́ıpravek, tj. náhodný výběr X1 . . . Xn, je z normálńıho rozděleńı
s (neznámou) středńı hodnotou µ a se známým rozptylem σ2. (Rozděleńı
znač́ıme N(µ, σ2).) Distribučńı funkci standardńıho normálńıho rozděleńı
N(0, 1) označ́ıme Φ, uα = −u1−α = Φ−1(1 − α) je kritická hodnota tohoto
rozděleńı. Pro výběrový pr̊uměr X̄n plat́ı

1

n

n∑
i=1

Xi = X̄n ∼ N(µ, σ2

n
),

proto
X̄n − µ

σ

√
n ∼ N(0, 1).

Dále zvoĺıme hladinu testu α a urč́ıme śılu 1−β, které chceme dosáhnou. Śıla
testu roste s velikost́ı výběru (viz př́ıklad 1.3 na straně 11), najdeme proto

8



nejmenš́ı přirozené n takové, aby při velikosti výběru n byla śıla alespoň
1− β. Śıla testu je rovna pravděpodobnosti

P (zamı́tneme H0|Ha plat́ı) .

Potřebujeme zjistit, kdy zamı́tneme nulovou hypotézu (na hladině α). K to-
mu dospějeme např́ıklad následuj́ıćı úvahou: Hypotézu H0 zamı́tneme na
hladině α, když

α = P (zamı́tneme H0|H0 plat́ı)

= P (X̄n > w|µ ≤ µ0),

kde w je správně zvolená konstanta. Když bude µ < µ0, je méně pravdě-
podobné, že zamı́tneme hypotézu H0, stač́ı se zabývat př́ıpadem µ = µ0.
Potom

X̄n − µ0

σ

√
n ∼ N(0, 1).

Nulovou hypotézu zamı́tneme, když

X̄n − µ0

σ

√
n > uα,

w = uα√
n
σ + µ0. Daľśı možnost́ı dávaj́ıćı stejné výsledky je vyj́ıt z interva-

lových odhad̊u, což uděláme u testu ekvivalence. Hledaná velikost výběru je
nejmenš́ı přirozené č́ıslo n takové, že plat́ı:

1− β ≤ P (zamı́tneme H0|Ha plat́ı) (1.1)

= P

(
X̄n − µ0

σ

√
n > uα

∣∣∣µ = µ0 + ε

)
,

kde ε > 0 je skutečný rozd́ıl mezi µ a µ0.
Mı́sto nerovnosti 1.1 položme rovnost. Výsledek, který dostaneme, stač́ı

zaokrouhlit směrem nahoru na celé č́ıslo.

1− β = P

(
X̄n − µ0

σ

√
n > uα

∣∣∣µ = µ0 + ε

)
= P

(
X̄n − (µ0 + ε)

σ

√
n > uα −

ε

σ

√
n
∣∣∣µ = µ0 + ε

)
.

Náhodná veličina

Y =
X̄n − (µ0 + ε)

σ

√
n
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má za podmı́nky µ = µ0 + ε rozděleńı N(0, 1). Proto

1− β = P
(
Y > uα −

ε

σ

√
n
∣∣∣µ = µ0 + ε

)
= 1− Φ

(
uα −

ε

σ

√
n
)

Φ−1(β) = uα −
ε

σ

√
n

u1−β = uα −
ε

σ

√
n.

Hledaná velikost výběru je

n =
(uα + uβ)2σ2

ε2
. (1.2)

K určeńı n zbývá zvolit hodnotu ε, př́ıpadně ε/σ. To můžeme udělat např́ı-
klad na základě požadavk̊u na nový lék s přihlédnut́ım k pilotńı studii nebo
starš́ım údaj̊um. Pokud bude skutečná (relativńı) odchylka rovna nebo větš́ı
než ε (ε/σ), test bude mı́t pro vypoč́ıtané n śılu nejméně 1− β.

Př́ıklad 1.1

Uvažujme následuj́ıćı problém: Máme sestavit test, jehož ćılem bude ověřit,
zda nový lék na krevńı tlak je lepš́ı než lék stávaj́ıćı. Středńı hodnota pr̊uměr-
ného sńıžeńı systolického tlaku za čtvrt roku u pacient̊u, kteř́ı brali doposud
už́ıvaný př́ıpravek, je 17,40 mmHg.

Po konzultaci s lékaři byla hladina testu stanovena na 5%, vhodná śıla
testu 90% a očekávaný rozd́ıl mezi léky určen jako 4 mmHg. Pilotńı studie
ukázala, že rozptyl výsledk̊u nového léku je přibližně 181 mmHg. Pro test
hypotézy

H0 : µ ≤ 17,40 proti Ha : µ > 17,40,

kde µ je středńı hodnota sńıžeńı systolického tlaku u nového léku, vyjde
velikost výběru

n =
(u0,05 + u0,1)

2181

42

.
= 96,88.

K realizaci testu budeme potřebovat 97 pacient̊u. Při vlastńım testu zamı́t-
neme nulovou hypotézu, pokud bude X̄97 > 18,07. Pravděpodobnost, že
zamı́tneme nulovou hypotézu, když bude µ ≤ 17,40, je nejvýše 5%. Pravdě-
podobnost, že zamı́tneme nulovou hypotézu, když bude µ > 21,40, je nej-
méně 90%.
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Př́ıklad 1.2

Na obrázku 1.1 je zakreslena hustota rozděleńı náhodné veličiny

Z =
X̄n − µ0

σ

√
n

za platnosti nulové hypotézy H0 : µ = µ0 a za platnosti alternativńı hypotézy
Ha : µ = µ0 + ε > µ0.

0 uαα εε n σσ

H0

Ha

Obrázek 1.1: Hustota rozděleńı náhodné veličiny Z = X̄n−µ0

σ

√
n za platnosti

nulové a alternativńı hypotézy

Obsah plochy pod grafem na nějakém intervalu je roven pravděpodobnosti,
se kterou náhodná veličina Z nabude hodnotu na na tomto intervalu, pokud
plat́ı nulová, resp. alternativńı hypotéza. Obsah plochy vyšrafované pře-
rušovanou časou je tedy roven hladině testu, obsah nepřerušovaně vyšrafo-
vané plochy je roven śıle testu, když µ = µ0 + ε a velikost výběru je rovna
n. Śıla testu tedy roste s velikost́ı výběru, v́ıce v následuj́ıćım př́ıkladu.

Př́ıklad 1.3

Mějme náhodný výběr X1, X2, . . . z rozděleńı N(µ, σ2). Pokud je velikost
výběru rovna n, výběrový pr̊uměr X̄n má rozděleńı N(µ, σ2

n
). S rostoućım

n rozptyl výběrového pr̊uměru klesá, rozděleńı je v́ıce soustředěno kolem
středńı hodnoty a pravděpodobnost odhaleńı nesprávnosti nulové hypotézy,
tj. śıla testu, roste. Konkrétńı př́ıpad je ilustrován na obrázku 1.2.
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Obrázek 1.2: (a) Hustota rozděleńı náhodné veličiny X̄n a př́ıslušná śıla při
platnosti nulové a alternativńı hypotézy pro test hypotézy H0 : µ = 0 proti
Ha : µ = ε > 0. Rozptyl je σ2 = 40, n = 20 a ε = 2. (b) Totéž pro n = 50.
Body vα a wα označuj́ı kritické hodnoty odpov́ıdaj́ıćıch rozděleńı na hladině
5 %.

Analýza přesnosti

Metodou analýzy přesnosti se velikost výběru poč́ıtá na základě interva-
lového odhadu. Uvažujme test shodnosti pro normálně rozdělené veličiny.
Je-li hladina testu α, š́ı̌rka intervalu, který za platnosti nulové hypotézy
s pravděpodobnost́ı 1 − α překryje středńı hodnotu µ, klesá s velikost́ı
výběru. Velikost výběru vezmeme takovou, abychom zúžili intervalový odhad
na požadovanou mez.

Požadovanou š́ı̌rku intervalu spolehlivosti označme 2δ. Pokud X1 . . . Xn

jsou nezávislé normálně rozdělené náhodné veličiny se středńı hodnotou µ
a rozptylem σ2 a rozptyl známe, interval, který s pravděpodobnost́ı 1 − α
překryje µ, je(

X̄n − uα/2
σ√
n

, X̄n + uα/2
σ√
n

)
a δ = uα/2

σ√
n

.

Na základě toho můžeme velikost výběru zvolit jako

n =
u2

α/2σ
2

δ2
.
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Kapitola 2

Velikost výběru u test̊u
porovnávaj́ıćıch středńı
hodnoty

Nejen v lékařském výzkumu jsou běžné testy, jejichž účelem je porovnat
středńı hodnotu výsledk̊u zkoumané skupiny subjekt̊u s nějakou konstan-
tou, či porovnat středńı hodnoty výsledk̊u źıskaných od dvou skupin. Na
testu tohoto typu jsme si ukázali zp̊usob odvozeńı velikosti výběru analýzou
śıly. Touto metodou odvod́ıme velikost výběru u daľśıch test̊u při normálně
rozdělených veličinách.

2.1 Jednovýběrové testy

Test shodnosti

H0 : µ = µ0 proti Ha : µ 6= µ0.

Nejprve předpokládejme, že rozptyl je známý. Hypotézu H0 zamı́tneme na
hladině α, když ∣∣∣∣X̄n − µ0

σ

∣∣∣∣√n > uα/2.

Když plat́ı alternativńı hypotéza, je konstanta ε = µ − µ0 r̊uzná od nuly.
Śıla testu je

1− β = P

(∣∣∣∣X̄n − µ0

σ

∣∣∣∣√n > uα/2

∣∣∣µ = µ0 + ε

)
13



= P

(
X̄n − (µ0 + ε)

σ

√
n > uα/2 −

ε

σ

√
n
∣∣∣µ = µ0 + ε

)
+ P

(
−X̄n + µ0 + ε

σ

√
n > uα/2 +

ε

σ

√
n
∣∣∣µ = µ0 + ε

)
= Φ

(
−uα/2 +

ε

σ

√
n
)

+ Φ
(
−uα/2 −

ε

σ

√
n
)

. (2.1)

Jeden ze sč́ıtanc̊u v 2.1 je menš́ı než α/2 (který, záviśı na znaménku ε).
Vzhledem k malé hodnotě α/2 si můžeme dovotil tento sč́ıtanec zanedbat.
Potom

1− β = Φ

(
−uα/2 +

|ε|
σ

√
n

)
uβ = −uα/2 +

|ε|
σ

√
n

n =
(uα/2 + uβ)2σ2

ε2
. (2.2)

Absolutńı hodnotu ε můžeme zvolit jako v 1.2 nebo např. jako nejmenš́ı
klinicky významný rozd́ıl mezi µ a µ0. Když bude skutečný rozd́ıl větš́ı,
bude větš́ı i śıla testu.

Pokud rozptyl neznáme, lze ho nahradit veličinou

S2
n =

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄n)2,

která je pro n > 1 nestranný odhad σ2 a je nezávislá na X̄n. Důkaz je možné
naj́ıt v knize Anděl (2005), věty 2.10 a 4.21. Náhodná veličina

T =
X̄n − µ0

Sn

√
n

pak má za platnosti hypotézy H0 Studentovo rozděleńı (t-rozděleńı) o n− 1
stupńıch volnosti. Důkaz viz Anděl (2005), věta 4.23. Nulovou hypotézu
zamı́tneme na hladině α, když∣∣∣∣X̄n − µ0

Sn

∣∣∣∣√n > tα,n−1,

kde tα,n−1 je kritická hodnota t-rozděleńı o n − 1 stupńıch volnosti. (Jde
o specifické značeńı u t-rozděleńı, P (|T | > tα,n−1) = α.) Śıla testu je v tomto
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př́ıpadě

1− β = P

(∣∣∣∣X̄n − µ0

Sn

∣∣∣∣√n > tα,n−1

∣∣∣µ = µ0 + ε

)
= P

(
X̄n − µ0

Sn

√
n > tα,n−1

∣∣∣µ = µ0 + ε

)
+P

(
X̄n − µ0

Sn

√
n < −tα,n−1

∣∣∣µ = µ0 + ε

)
.

Když plat́ı alternativńı hypotéza, tj. µ = µ0 + ε, náhodná veličina

T =
X̄n − µ0

Sn

√
n

má necentrálńı t-rozděleńı o n − 1 stupńıch volnosti s parametrem necen-
trality µ−µ0

σ

√
n. Když označ́ıme distribučńı funkci tohoto rozděleńı jako

ncTn−1(·, θ), kde θ je parametr necentrality, śıla testu je

1− β = 1− ncTn−1

(
tα,n−1,

√
nε

σ

)
+ ncTn−1

(
−tα,n−1,

√
nε

σ

)
= ncTn−1

(
−tα,n−1,−

√
nε

σ

)
+ ncTn−1

(
−tα,n−1,

√
nε

σ

)
.

Zanedbáme-li sč́ıtanec menš́ı než α, je

1− β
.
= 1− ncTn−1

(
tα,n−1,

√
n |ε|
σ

)
.

Protože rozptyl neńı znám, zvoĺıme ε relativně vzhledem k směrodatné od-
chylce (|ε| /σ). Pokud bude skutečný poměr větš́ı, test bude mı́t při zvolené
velikosti výběru śılu větš́ı než 1 − β. Velikosti n pro některé hodnoty α, β
a |ε|

σ
jsou uvedeny v tabulce 2.1 (spoč́ıtáno v programu R).

Pokud je n velké, můžeme využ́ıt toho, že t-rozděleńı se bĺıž́ı normálńımu,
tα ≈ uα,

ncTn−1

(
tα,n−1,

√
nε

σ

)
≈ Φ

(
uα/2 −

ε

σ

√
n
)

.

Pro velká n tedy lze použ́ıt vzorec 2.2.
U daľśıch test̊u je při neznámém rozptylu postup analogický a nebudeme

ho rozepisovat.
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Tabulka 2.1: Nejmenš́ı n, pro které ncTn−1

(
tα,n−1,

√
n |ε|

σ

)
≤ β

α = 0,01 α = 0,05
1− β = 1− β =

|ε|/σ 0,8 0,9 0,8 0,9
0,10 1172 1492 787 1053
0,15 532 665 350 469
0,20 296 376 199 265
0,25 191 242 128 171
0,30 134 169 90 119
0,40 77 97 52 68
0,50 51 63 34 44
0,60 36 45 24 32
0,80 22 27 15 19
1,00 16 19 10 13
1,50 9 11 6 7

Test non-inferiority a superiority

H0 : µ− µ0 ≤ δ proti Ha : µ− µ0 > δ.

Podle znaménka δ jde o test inferiority (záporné δ), resp. superiority. Nulo-
vou hypotézu zamı́tneme, pokud

X̄n − µ0 − δ

σ

√
n > uα.

Necht’ plat́ı alternativńı hypotéza a µ− µ0 = ε > δ. Śıla testu je

1− β = P

(
X̄n − µ0 − δ

σ

√
n > uα

∣∣∣µ = µ0 + ε

)
= P

(
X̄n − µ0 − ε

σ

√
n > uα −

ε− δ

σ

√
n
∣∣∣µ = µ0 + ε

)
= Φ

(
ε− δ

σ

√
n− uα

)
uβ = −uα +

(ε− δ)

σ

√
n
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n =
(uα + uβ)2σ2

(ε− δ)2
.

Test ekvivalence

H0 : |µ− µ0| ≥ δ proti Ha : |µ− µ0| < δ.

Když je σ2 známé, zamı́tneme nulovou hypotézu na hladině α, pokud

X̄n − µ0 − δ

σ

√
n < −uα a

X̄n − µ0 + δ

σ

√
n > uα. (2.3)

Odvozeńı nerovnost́ı 2.3 je o něco složitěǰśı než v předchoźıch př́ıpadech,
proto si ho zde uvedeme. Daľśı informace je možné naj́ıv v knize Wellek
(2003) v kapitole 3. Označme

µD = X̄n −
σ√
n

uα a µH = X̄n +
σ√
n

uα,

tj. µD dolńı a µH horńı jednostranný intervalový odhad µ na hladině α na
základě náhodného výběru X1 . . . Xn. Nulovou hypotézu zamı́tneme, právě
když je interval (µD, µH) zcela obsažen v intervalu (µ0 − δ, µ0 + δ). K alter-
nativńı hypotéze se proto přiklońıme, pokud jsou splněny nerovnosti µD >
µ0 − δ a µH < µ0 + δ, z čehož plyne 2.3.

Ještě ověř́ıme, že nulovou hypotézu zamı́táme na hladině α: Necht’ na-
př́ıklad µ < µ0 − δ. Nulovou hypotézu zamı́tneme, pokud µD > µ0 − δ
a µH < µ0 + δ. Chyba prvńıho druhu tak může nastat pouze v př́ıpadě, kdy
µD > µ. Dolńı jednostranný odhad jsme ale zvolili tak, aby bylo µD > µ
s pravděpobnost́ı nejvýše α. Podobně postupujeme, když µ > µ0 + δ. Pokud
µ ∈ (µ0−δ, µ0+δ), pak nulová hypotéza neplat́ı a jej́ı zamı́tnut́ı je správným
rozhodnut́ım.

Necht’ plat́ı alternativńı hypotéza a µ− µ0 = ε, kde |ε| < δ. Označ́ıme-li

Y :=
X̄n − µ0 − ε

σ

√
n,

śıla testu je

1− β = P

(
Y < −uα +

δ − ε

σ

√
n ∧ Y > uα −

δ + ε

σ

√
n

)
= P

(
Y < −uα +

δ − ε

σ

√
n

)
+ P

(
Y > uα −

δ + ε

σ

√
n

)
−P

(
Y < −uα +

δ − ε

σ

√
n ∨ Y > uα −

δ + ε

σ

√
n

)
. (2.4)
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V 2.4 jsme použili pravidlo P (A ∩ B) = P (A) + P (B) − P (A ∪ B). Povši-
mněme si, že vzhledem k charakteru jev̊u označených A a B plat́ı, že pokud
P (A ∪ B) < 1, pak P (A ∩ B) = 0 a śıla testu je nulová. Bez újmy na
obecnosti proto můžeme položit P (A ∪B) = 1. Pak

1− β = Φ

(
−uα +

δ − ε

σ

√
n

)
+ Φ

(
−uα +

δ + ε

σ

√
n

)
− 1

≥ 2Φ

(
−uα +

δ − |ε|
σ

√
n

)
− 1 (2.5)

uβ/2 = −uα +
δ − |ε|

σ

√
n

n =
(uα + uβ/2)

2σ2

(δ − |ε|)2
.

Śıla testu je větš́ı, než výraz v 2.5. Polož́ıme-li v 2.5 mı́sto nerovnosti rovnost,
dostaneme velikost výběru, pro kterou má test śılu alespoň 1− β.

2.2 Dvouvýběrové testy

Pokud je ćılem výzkumu porovnat středńı hodnoty normálně rozdělených
výsledk̊u dvou nezávislých skupin, můžeme už́ıt některý z dvouvýběrových
test̊u.

Označme Xj výsledek j-tého subjektu v prvńı skupině a Yi výsledek
i-tého subjektu ve druhé skupině. Předpokládáme, že Xj, j = 1 . . . n je
náhodný výběr z N(µ1, σ

2) a Yi, i = 1 . . . m je na něm nezávislý náhodný
výběr z N(µ2, σ

2). Č́ısla m a n mohou, ale nemuśı být stejná, někdy je
výhodné či potřebné mı́t jeden výběr větš́ı než druhý. Velikost výběru pak
ale při stejné śıle a spolehlivosti vyjde větš́ı, než když m a n jsou shodná.
Poměr mezi velikostmi skupin označme k = m/n, dále ε = µ2 − µ1,

X̄n =
1

n

n∑
j=1

Xj, Ȳm =
1

m

m∑
i=1

Yi,

s2 =
1

n + m− 2

( n∑
j=1

(Xj − X̄n)2 +
m∑

i=1

(Yi − Ȳn)2
)
.

Výpočet velikosti výběru pro dvouvýběrové paralelńı testy prob́ıhá podobně
jako u jednovýběrových test̊u. Pracujeme s náhodnou veličinou Z = X̄n−Ȳm,
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která má za našich předpoklad̊u N(µ1− µ2, σ
2( 1

n
+ 1

m
)) rozděleńı. Postup je

rozepsán pro test shodnosti, velikosti výběru pro test superiority, inferiority
a ekvivalence se odvod́ı podobně. Stručný postup a výsledné vzorce lze nalézt
v knize Chow, Shao, Wang (2003).

Test shodnosti

H0 : µ2 − µ1 = 0 proti Ha : µ2 − µ1 6= 0.

Pokud je rozptyl znám, zamı́tneme nulovou hypotézu na hladině α, když

|X̄n − Ȳm|

σ
√

1
n

+ 1
m

> uα/2.

Při platnosti alternativńı hypotézy je

1− β = Φ

 ε

σ
√

1
n

+ 1
m

− uα/2

+ Φ

 −ε

σ
√

1
n

+ 1
m

− uα/2

 .

Zanedbáńım hodnoty menš́ı než α/2 dostaneme, že śıla testu je přibližně
rovna

Φ

 |ε|

σ
√

1
n

+ 1
m

− uα/2

 .

Po úpravě

n =
(uα/2 + uβ)2σ2(1 + 1/k)

ε2
a k =

m

n
.

Pokud σ2 neznáme, můžeme jej nahradit veličinou s2. Potom

T =
|X̄n − Ȳm|

s
√

1
n

+ 1
m

∼ tn+m−2.

Důkaz je uveden v knize Anděl (2005), věta 4.26. Náhodnou veličinu T lze
upravit na tvar, pro který je věta dokázána. Nulovou hypotézu v tomto
př́ıpadě zamı́tneme na hladině α, když

|X̄n − Ȳm|

s
√

1
n

+ 1
m

> tα,n+m−2.
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Śıla testu je

1− β = 1− ncTn+m−2

tα,n+m−2,
ε

σ
√

1
n

+ 1
m


+ ncTn+m−2

−tα,n+m−2,
ε

σ
√

1
n

+ 1
m


.
= 1− ncTn+m−2

tα,n+m−2,
|ε|

σ
√

1
n

+ 1
m

 .

Na základě tohoto výsledku můžeme pro zvolené |ε|/σ a k velikost n a m
naj́ıt v tabulkách nebo spoč́ıtat na poč́ıtači.
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Kapitola 3

Přibližné a přesné testy
parametru alternativńıho
rozděleńı

Nyńı se budeme zabývat velikost́ı výběru u test̊u prováděných na náhodných
veličinách maj́ıćıch alternativńı rozděleńı. Veličina z alternativńıho rozděleńı
nabývá pouze dvou hodnot. Označme tyto hodnoty 0 a 1. Pokud veličina
nabude hodnoty 1, budeme ř́ıkat, že výsledek testu byl pro tuto veličinu
pozitivńı. Pravděpodobnost tohoto jevu označme p.

Necht’ je tedy Xi, i = 1 . . . n náhodný výběr z alternativńıho rozděleńı
s neznámým parametrem p = P (Xi = 1) ∈ (0, 1). Pokud budeme testovat
dostatečně velký počet subjekt̊u, má náhodná veličina

p̂ =
1

n

n∑
i=1

Xi,

která je nejběžněǰśım (a v jistém smyslu nejlepš́ım) odhadem parametru p,
rozděleńı bĺızké normálńımu. Na základě toho můžeme pro testy shodnosti,
superiority, inferiority a ekvivalence přibližně vypoč́ıtat velikost výběru na
dané hladině a při požadované śıle podobným postupem, jako při výběru
z normálńıho rozděleńı. V některých př́ıpadech (např́ıklad testy zkoumaj́ıćı
účinnost léčby rakoviny) ale bývaj́ı velikosti výběru malé a proto je předchoźı
př́ıstup nevhodný. Pak se použije některý z přesných test̊u.
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3.1 Přibližné jednovýběrové testy

Postup je uveden pro test shodnosti, u daľśıch test̊u ho můžeme odvodit na
základě odpov́ıdaj́ıćıch test̊u o středńıch hodnotách a uvedeného přibližného
testu. Stručný postup a výslednou velikost výběru je také možné nalézt
v knize Chow, Shao, Wang (2003).

Test shodnosti

H0 : p = p0 proti Ha : p 6= p0.

Označme ε = p− p0 a ε̂ = p̂− p0. Pro n→∞ se za platnosti nulové hypotézy
rozděleńı náhodné veličiny √

nε̂√
p̂(1− p̂)

bĺıž́ı standardńımu normálńımu rozděleńı. Tento poznatek vyplývá z centrál-
ńıch limitńıch vět., viz např. Lachout (1998). Nulovou hypotézu proto za-
mı́tneme na hladině α, pokud∣∣∣∣∣

√
nε̂√

p̂(1− p̂)

∣∣∣∣∣ > uα/2.

Když plat́ı alternativńı hypotéza, je p = p0 + ε, kde ε 6= 0. Śıla testu je

1− β = P

(∣∣∣∣∣
√

n(p̂− p0 − ε)√
p̂(1− p̂)

+

√
nε√

p̂(1− p̂)

∣∣∣∣∣ > uα/2

∣∣∣p = p0 + ε

)
,

což je přibližně rovno (zanedbáme hodnotu menš́ı než α/2 jako v 2.1)

Φ

( √
n|ε|√

p̂(1− p̂)
− uα/2

)
.

Úpravou rovnice

uβ =

√
n|ε|√

p̂(1− p̂)
− uα/2

dostaneme velikost výběru

n =
(uα/2 + uβ)2p̂(1− p̂)

ε2
.

K výpočtu n zbývá vhodně zvolit ε a p̂, což můžeme provézt např. na zá-
kladě pilotńı studie. Poznamenejme, že nejkonzervativněǰśı odhad vyjde pro
p̂ = 0,5.
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3.2 Přibližné dvouvýběrové testy

Podobně jako při testováńı středńıch hodnot můžeme porovnávat parametry
při dvou výběrech ne nutně stejné velikosti. Necht’ Xi, i = 1 . . . m a Yj, j =
1 . . . n jsou na sobě nezávislé výběry z alternativńıho rozděleńı s parametry
p1 = P (Xi = 1) ∈ (0, 1) a p2 = P (Yj = 1) ∈ (0, 1). Označme ε = p1 − p2,
k = m/n.

Test shodnosti

H0 : p1 = p2 proti Ha : p1 6= p2.

Analogicky jako u jednovýběrového testu jsou parametry p1 a p2 odhadnuty
hodnotou

p̂1 =
1

m

m∑
i=1

Xi a p̂2 =
1

n

n∑
j=1

Yj.

Za platnosti nulové hypotézy má náhodná veličina

p̂1 − p̂2√
p̂1(1− p̂1)/m + p̂2(1− p̂2)/n)

pro velká m a n přibližně standardńı normálńı rozděleńı. Postupujme-li ana-
logicky jako u jednovýběrového testu, vyjde

n =
(uα/2 + uβ)2

ε2

[
p̂1(1− p̂1)

k
+ p̂2(1− p̂2)

]
,

k = m/n.

3.3 Přesné testy

Jednostranný binomický test

Binomický test je jednovýběrový test, který může i při malém počtu po-
zorováńı umožnit rozhodnout, zda je parametr alternativńıho rozděleńı p
testovaného př́ıpravku odlǐsný od stanovené hodnoty p0. Jeho jednostran-
nou variantu lze zapsat jako test hypotézy

H0 : p = p0 proti Ha : p > p0.
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Necht’ n je počet pozorováńı. Označme

m =
n∑

i=1

Xi,

tj. počet subjekt̊u, u nichž je výsledek pozorováńı pozitivńı (rovný jedné).
V př́ıpadě, že p = p0, má m binomické rozděleńı s parametry (n, p0). Pravdě-
podobnost, že alespoň k (0 ≤ k ≤ n) subjekt̊u má pozitivńı výsledek, je
rovna

P (m ≥ k) =
n∑

i=k

n!

i!(n− i)!
pi

0(1− p0)
n−i.

Pro danou hladinu α existuje přirozené č́ıslo r1 takové, že

P (m ≥ r1) ≤ α a P (m ≥ r1 − 1) > α.

Nulovou hypotézu zamı́tneme na hladině α, když m ≥ r1. (Pozn. pro některá
n a α může nastat situace, že r1 > n, tj. nulovou hypotézu na dané hladině
nikdy nezamı́tneme.) Abychom mohli spoč́ıtat velikost výběru, zbývá ještě
určit, při jakém rozd́ılu mezi parametrem p a p0 má śıla testu být 1 − β.
Označme zvolený rozd́ıl δ a dále p1 = p0 + δ. Velikost výběru spočteme pro
př́ıpad, že p = p1 = p0 + δ. Pokud bude skutečný rozd́ıl větš́ı, bude mı́t
test pro takto zvolenou velikost výběru śılu větš́ı než 1 − β. Za platnosti
alternativńı hypotézy je śıla testu

1− β = P (m ≥ r1|p = p1)

=
n∑

i=r1

n!

i!(n− i)!
pi

1(1− p1)
n−i.

Velikost výběru je nejmenš́ı n takové, že

P (m ≥ r1|p = p1) ≥ 1− β. (3.1)

Velikosti n a r1 pro některé hodnoty parametr̊u jsou uvedeny v tabulce 3.1
(spoč́ıtáno v programu R, viz Dodatek).

Oboustranný binomický test

Při oboustranné variantě testujeme hypotézu

H0 : p = p0 proti Ha : p 6= p0.
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Tabulka 3.1: Velikost výběru n a kritická hodnota r1 v jednostranném bino-
mickém testu pro α = 0,05

1− β = 0,8 1− β = 0,9
δ = 0,15 δ = 0,25 δ = 0,15 δ = 0,25

p0 n(r1) n(r1) n(r1) n(r1)
0.05 27(4) 14(3) 38(5) 16(3)
0.10 40(8) 18(5) 55(10) 25(6)
0.15 48(12) 22(7) 64(15) 27(8)
0.20 56(17) 21(8) 77(22) 29(10)
0.25 62(22) 26(11) 83(28) 33(13)
0.30 67(27) 25(12) 93(36) 36(16)
0.35 68(31) 26(14) 96(42) 36(18)
0.40 71(36) 28(16) 94(46) 34(19)
0.45 70(39) 25(16) 98(53) 36(22)
0.50 69(42) 23(16) 93(55) 33(22)
0.55 70(46) 24(18) 92(59) 32(23)
0.60 62(44) 21(17) 85(59) 27(21)
0.65 55(42) 20(17) 75(56) 24(20)
0.70 49(40) 14(13) 69(55) 19(17)
0.75 45(39) 11(11) 55(47) 11(11)
0.80 30(28) - 44(40) -
0.85 19(19) - 19(19) -

Označme

m =
n∑

i=1

Xi,

Dk =
k∑

i=0

(
n

i

)
pi(1− p)n−i a Hk =

n∑
i=k

(
n

i

)
pi(1− p)n−i.

Za platnosti nulové hypotézy existuj́ı pro každé n a p kritické hodnoty
r1(n, p) a r2(n, p) takové, že Dr1(n,p)+1 > α/2, Dr1(n,p) ≤ α/2, Hr2(n,p)−1 >
α/2 a Hr2(n,p) ≤ α/2. Nulovou hypotézu zamı́tneme, když m ≥ r2(n, p0)
nebo m ≤ r1(n, p0), test přitom bude mı́t hladinu α. Velikost výběru při
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zvoleném δ źıskáme numerickým řešeńım nerovnice

min
n

: {P (m ≥ r2(n, p0) ∨m ≤ r1(n, p0)||p− p0| = δ) ≥ 1− β}.

Zanedbáme-li hodnotu menš́ı než α/2, hledáme nejmenš́ı n takové, že menš́ı
z výraz̊u

P (m ≥ r2(n, p0)|p = p0 + δ) a P (m ≤ r1(n, p0)|p = p0 − δ) (3.2)

je větš́ı než 1− β. Protože plat́ı

k∑
i=0

(
n

i

)
pi(1− p)n−i =

n∑
i=n−k

(
n

i

)
pn−i(1− p)i,

je r1(n, p) = n− r2(n, 1− p),

P (m ≤ r1(n, p0)|p = p0 − δ) =

r1(n,p0)∑
i=0

(
n

i

)
(p0 − δ)i(1− (p0 − δ))n−i

=
n∑

i=r2(n,1−p0)

(
n

i

)
(p0 − δ)n−i(1− (p0 − δ))i

= P (m ≥ r2(n, 1− p0)|p = 1− p0 + δ).

Dı́ky tomu můžeme hledat nejmenš́ı n takové, aby menš́ı z výraz̊u

P (m ≥ r2(n, p0)|p = p0 + δ) a P (m ≥ r2(n, 1− p0)|p = 1− p0 + δ)

byl větš́ı než 1 − β. Tento problém můžeme numericky řešit podobně jako
nerovnici 3.1 u jednostranného testu.

Fisher̊uv test

Dvouvýběrová varianta předchoźıch test̊u bývá nazývána Fisher̊uv test. Ten-
tokrát se zaměř́ıme pouze na jednostranný test. Jeho hypotézy jsou

H0 : p1 = p2 proti Ha : p1 > p2,

kde p1 a p2 jsou pravděpodobnosti pozitivńıho výsledku v prvńım, resp.
druhém výběru. Na rozd́ıl od binomického testu jsou i za platnosti nulové
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hypotézy tyto parametry neznámé. Rozhodnut́ı o př́ıpadném zamı́tnut́ı al-
ternativńı hypotézy je založeno na následuj́ıćı úvaze: Necht’ m1 je počet
pozitivńıch výsledk̊u v prvńım a m2 v druhém výběru, n1 a n2 jsou veli-
kosti výběr̊u. Pak celkový počet pozitivńıch výsledk̊u je m = m1 + m2. Za
platnosti nulové hypotézy p1 = p2 = p je

P (m1 = i|m1 + m2 = m) =
P (m1 = i, m1 + m2 = m)

P (m1 + m2 = m)

=
P (m1 + m2 = m|m1 = i)P (m1 = i)

P (m1 + m2 = m)

=
P (m2 = m− i)P (m1 = i)

P (m1 + m2 = m)

=

(
n1

i

)
pi(1− p)n1−i

(
n2

m−i

)
pm−i(1− p)n2−m+i(

n1+n2

m

)
pm(1− p)n1+n2−m

=

(
n1

i

)(
n2

m− i

)
(

n1 + n2

m

) .

Pravděpodobnost, že za daných hodnot m, n1 a n2 bude počet pozitivńıch
výsledk̊u v prvńı skupině větš́ı nebo roven než nějaké k (0 ≤ k ≤ m), je
rovna

Pk,m =
m∑

i=k

(
n1

i

)(
n2

m− i

)
(

n1 + n2

m

) .

Pro daná m, n1 a n2 opět existuje kritická hodnota r = r(m, n1, n2) taková,
že Pr−1,m > α, Pr,m ≤ α. Hypotézu H0 zamı́tneme, jestliže m1 ≥ r. Přitom
hladina testu bude α, protože pro každé m je pravděpodobnost chybného
zamı́tnut́ı nejvýše rovna α. Zvoĺıme-li δ > 0 a poměr mezi n1 a n2, hledáme
min(n1 + n2) tak, aby

1− β ≤
n1+n2∑
m=0

P (m1 ≥ r(m, n1, n2), m1 + m2 = m|p1 = p2 + δ).
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Kapitola 4

Skupinově-sekvenčńı testy

Ve výzkumu často nastává situace, kdy data jsou źıskávána postupně během
deľśıho časového úseku. Tehdy může být výhodné použ́ıt některý ze skupi-
nově-sekvenčńıch test̊u. Na rozd́ıl od nesekvenčńıho testu s pevnou veli-
kost́ı výběru jsou při sekvenčńım testu v určitých intervalech (např. vždy po
źıskáńı jistého množstv́ı dat nebo v časových intervalech) vyhodnocována do
dané doby źıskaná data a pokud tato vypov́ıdaj́ı ve prospěch některé z hy-
potéz, je možné vyvodit př́ıslušný závěr a test předčasně ukončit. Velikost
výběru potřebná k provedeńı sekvenčńıho testu je náhodná veličina a záviśı
na tom, zda dojde k předčasnému ukončeńı. Pevně stanovena bývá jen jej́ı
maximálńı hodnota, tj. velikost výběru v př́ıpadě, že k předčasnému ukon-
čeńı nedojde. Hlavńım ćılem takového postupu je d́ıky šanci na předčasné
ukončeńı sńıžit středńı hodnotu potřebné velikosti výběru. Pokud je mezi
testovanými př́ıpravky dostatečný rozd́ıl, bude středńı hodnota potřebné
velikosti výběru menš́ı než velikost výběru při nesekvenčńım testu.

Nejprve budeme uvažovat pouze speciálńı př́ıpad sekvenčńıch test̊u, kdy
je předem stanoven počet fáźı a množstv́ı dat, které přibude v každé fázi, je
konstantńı. Myšlenky sekvenčńıch test̊u si předvedeme na dvouvýběrovém
testu shodnosti středdńıch hodnot normálně rozdělených náhodných veličin
se stejným rozptylem. Při jiných testech je někdy postup podobný, někdy
může být odvozeńı složitěǰśı, popisovat ho zde ale již nebudeme.

Zvoĺıme-li počet fáźı jako K a velikost skupiny n, rozděĺı se test na K
část́ı a v každé z nich je źıskáno n nových údaj̊u (2n z obou výběr̊u do-
hromady). Označme množstv́ı dat z jednoho výběru, které vyhodnocujeme
v k-té fázi (k = 1 . . . K), jako nk. Protože vyhodnocujeme všechna do dané
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doby źıskaná data, je nk = nk. V k-té fázi spoč́ıtáme testovou statistiku

Zk =
1√

2nkσ2

(
nk∑
j=1

Xi −
nk∑
j=1

Yj

)
,

která má při platnosti nulové hypotézy standardńı normálńı rozděleńı. Nu-
lovou hypotézu H0 : µ1 = µ2 zamı́tneme a test ukonč́ıme, pokud hod-
nota veličiny |Zk| překroč́ı určitou kritickou hodnoutu ck. Když ani v jedné
fázi neńı kritická hodnota překročena, test konč́ı a nulovou hypotézu ne-
zamı́táme.

Někdy je žádoućı mı́t možnost test předčasně ukončit ve prospěch nulové
hypotézy. Pak bývaj́ı stanoveny (dolńı) kritické hodnoty b1, . . . , bK , a když
je |Zk| < bk pro k ∈ (1, . . . , K − 1), můžeme test předčasně ukončit, aniž
bychom zamı́tnuli nulovou hypotézu. Posloupnosti c1, . . . , cK a b1, . . . , bK

kritických hodnot jsou přitom vybrány tak, aby celý test měl určenou hla-
dinu. Zp̊usob̊u, jak to udělat, se použ́ıvá v́ıce. Nejprve si uvedeme několik
variant, které uvažuj́ı možnost předčasného ukončeńı pouze při zamı́tnut́ı
nulové hypotézy. Všechny členy posloupnosti b1, . . . , bK budou proto rovny
nule. Pak se pod́ıváme na testy obecněǰśıho charakteru, včetně test̊u, pro
které neńı pevně stanoven počet fáźı a objem dat źıskaných v každé fázi.

4.1 Pocock̊uv test

Při Pocockově testu rozhodujeme v každé fázi o zamı́tnut́ı nulové hypotézy
na stejné hladině, tedy prvky posloupnosti c1, . . . , cK voĺıme shodné a tak,
aby hladina celého testu byla α. Označme CP (K,α) = c1 = . . . = cK .
Schéma vyhodnoceńı jednotlivých fáźı je následuj́ıćı:

Fáze k = 1 . . . K − 1,

– když |Zk| > CP (K, α), zamı́táme H0 a test ukonč́ıme,

– jinak pokračujeme fáźı k + 1.

Fáze K,

– když |ZK | > CP (K, α), zamı́táme H0 a test ukonč́ıme,

– jinak nezamı́táme H0 a test ukonč́ıme.
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Tabulka 4.1: Kritické hodnoty pro Pocock̊uv a O’Brian̊uv-Fleming̊uv test

CP (K, α) CB(K, α)
K α = 0,01 α = 0,05 α = 0,01 α = 0,05
1 2,576 1,960 2,576 1,960
2 2,772 2,178 2,580 1,977
3 2,873 2,289 2,595 2,004
4 2,939 2,361 2,609 2,024
5 2,986 2,413 2,621 2,040
6 3,023 2,453 2,631 2,053
10 3,117 2,555 2,660 2,087
15 3,182 2,626 2,681 2,110
20 3,225 2,672 2,695 2,126

Poznamenejme, že nestač́ı vźıt CP (K, α) = uα/2, protože pak by kv̊uli opa-
kovanému vyhodnocováńı pravděpodobnost chyby I. druhu hodnotu α pře-
kročila. Některé numericky spoč́ıtané hodnoty CP (K, α) jsou uvedeny v ta-
bulce 4.1. Postup vedoućı k jejich źıskáńı je možné nalézt v knize Jennison,
Turnbull (2000), z této knihy jsou také převzaty v této kapitole uvedené
tabulky.

Označme ε = µ1 − µ2. Při platnosti alternativńı hypotézy záviśı ma-
ximálńı velikost výběru (nK = nK) na α, β a K a je př́ımo úměrná σ2/ε2.
Velikost výběru pro jednofázový test je také př́ımo úměrná σ2/ε2 a jej́ı
hodnotu jsme odvodili v kapitole 2. Pro určeńı velikosti výběru nK nutné
k dosažeńı śıly 1− β tedy stač́ı znát poměr RP (K, α, β) mezi nK a pevnou
velikost́ı výběru jednofázového testu. Velikosti RP (K, α, β) pro některé hod-
noty proměnných jsou uvedeny v tabulce 4.2. Maximálńı velikost výběru pro
K-fázový test je tak rovna

nK =
(uα/2 + uβ)22σ2

ε2
RP (K,α, β).

Po vyděleńı počtem fáźı a zaokrouhleńı na celé č́ıslo (většinou nahoru) do-
staneme velikost skupiny v každé fázi.
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Tabulka 4.2: Poměry RP (K, α, β) a RB(K, α, β)

1− β = 0,8 1− β = 0,9%
K α = 0,01 α = 0,05 α = 0,01 α = 0,05
1 1,000 1,000 1,000 1,000
2 1,092 1,110 1,084 1,100
3 1,137 1,166 1,125 1,151
4 1,166 1,202 1,152 1,183

RP 5 1,187 1,229 1,170 1,207
6 1,203 1,249 1,185 1,225
10 1,243 1,301 1,222 1,271
15 1,272 1,338 1,248 1,305
20 1,291 1,363 1,264 1,327
1 1,000 1,000 1,000 1,000
2 1,001 1,008 1,001 1,007
3 1,007 1,017 1,006 1,016
4 1,011 1,024 1,010 1,022

RB 5 1,015 1,028 1,014 1,026
6 1,017 1,032 1,016 1,030
10 1,024 1,040 1,022 1,037
15 1,028 1,045 1,026 1,042
20 1,030 1,047 1,029 1,045

4.2 O’Brien̊uv-Fleming̊uv test

Při O’Brienově-Flemingově testu je posloupnost kritických hodnot zvolena
jako

ck = CB(K, α)
√

K/k

a je tedy klesaj́ıćı. Proto je narozd́ıl od Pocockova testu menš́ı pravděpodob-
nost, že nulovou hypotézu zamı́tneme v počátečńıch fáźıch testu, ale větš́ı
pravděpodobnost, že ji zamı́tneme v pozděǰśıch fáźıch. Přitom CB(K, α)
vezmeme opět tak, aby pravděpodobnost chyby I. druhu byla α. Některé
hodnoty CB(K, α) jsou uvedeny v tabulce 4.1. Schéma testu je podobné
jako u Pocockova testu:

Fáze k = 1 . . . K − 1,
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– když |Zk| > CB(K, α)
√

K/k, zamı́táme H0 a test ukonč́ıme,

– jinak pokračujeme fáźı k + 1.

Fáze K,

– když |ZK | > CB(K, α), zamı́táme H0 a test ukonč́ıme,

– jinak nezamı́táme H0 a test ukonč́ıme.

Pro určeńı velikosti výběru nám také stejně jako u Pocockova testu stač́ı
znát poměr RB(K, α, β) mezi maximálńı velikost́ı výběru v́ıcefázového testu
a pevnou velikost́ı výběru jednofázového testu. Velikosti tohoto poměru pro
některé hodnoty proměnných jsou uvedeny v tabulce 4.2. Maximálńı velikost
výběru O’Brienova-Flemingova testu je tedy rovna

nK =
(uα/2 + uβ)22σ2

ε2
RB(K, α, β).

Srovnáńı

Sekvenčńı testy můžeme srovnávat z r̊uzných hledisek, nejd̊uležitěǰśı jsou ale
většinou otázky týkaj́ıćı se středńı hodnoty velikosti výběru, př́ıpadně jeho
maximálńı velikosti. Maximálńı velikost výběru zde uvedených skupinových
sekvenčńıch test̊u je větš́ı než u nesekvenčńıho testu při stejné hladině a śıle.
Je to zp̊usobeno t́ım (volně řečeno), že v počátečńıch fáźıch sekvenčńıho
testu použijeme část povolené hladiny testu, ale počet pozorováńı je zat́ım
ńızký a źıskaná śıla proto malá.

Oba uvedené skupinově-sekvenčńı testy dávaj́ı možnost výzkum předčas-
ně ukončit ve prospěch alternativńı hypotézy, proto je-li zkoumaný lék dosta-
tečně účinný, počet pacient̊u potřebných k provedeńı jednoho ze sekvenčńıch
test̊u bude pravděpodobně menš́ı, než u nesekvenčńıho testu. Protože kri-
tické hodnoty Pocockova testu jsou v počátečńıch fáźıch menš́ı a na konci
naopak větš́ı než u O’Brianova-Flemingova testu (Pocock̊uv test využ́ıvá
větš́ı část povolené hladiny při menš́ım počtu pozorováńı), je k dosažeńı
požadované śıly při Pocockově testu potřeba větš́ı maximálńı velikost výběru
než u O’Brianova-Flemingova testu.

Pocock̊uv test je výhodněǰśı, když je rozd́ıl mezi léky velmi výrazný a d́ıky
tomu je velká pravděpodobnost ukončeńı testu už v počátečńıch fáźıch.
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Obrázek 4.1: Srovnáńı kritických hodnot Pocockova a O’Brianova-
-Flemingova testu pro pětifázový (K = 5) sekvenčńı test na hladině 5% při
velikosti výběru nesekvenčńıho testu n = 100. Maximálńı velikost výběru
je nP = 125 (Pocock), resp. nB = 105, CP (5, 0,05) = 2,413, CB(5, 0,05) =
2,040. Pokud se hodnota testové statistiky v některé fázi v́ıce odchýĺı od
nuly a v př́ıslušném bodě (dle prováděného testu) překroč́ı přerušovanou
čáru, zamı́tneme nulovou hypotézu.

V praxi ale sṕı̌se nastává situace, kdy rozd́ıl je malý, proto se častěji už́ıvá
O’Brian̊uv-Fleming̊uv test, jehož maximálńı velikost výběru je jen o málo
větš́ı, než u nesekvenčńıho testu. Přitom maximálńı velikost výběru budeme
potřebovat s pravděpodobnost́ı alespoň 1 − α vždy, když plat́ı nulová hy-
potéza. Tabulka 4.3 srovnává konkrétńı hodnoty na př́ıkladě. Menš́ı rozd́ıly
v hladině test̊u jsou zp̊usobeny zaokrouhleńım velikost́ı skupin na celé č́ıslo.
Obrázek 4.1 nab́ıźı grafické porovnáńı obou test̊u.

4.3 Wang̊uv-Tsiatsiho test

Wang̊uv-Tsiatsiho test je zobecněńım Pocockova a O’Brianova-Flemingova
testu. Kritická hodnota ck se vezme jako ck = CWT (K, α, β)(k/K)∆−1/2,
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Tabulka 4.3: Srovnáńı nesekvenčńıho testu, pětifázového Pocockova a pěti-
fázového O’Brianova-Flemingova testu. Hladina test̊u je 5%, śıla je 90%,
když |µ1 − µ2| = 1. Rozptyl σ2 = 4.

Nesekvenčńı Pocock̊uv O’Brian̊uv-
test test Fleming̊uv test
Pravděpodobnost zamı́tnut́ı H0

|µ1 − µ2| = 0,0 0,050 0,050 0,050
0,5 0,371 0,351 0,378
1,0 0,903 0,910 0,912
1,5 0,998 0,999 0,999

Stř. hod. velikosti výběru
|µ1 − µ2| = 0,0 170,0 204,8 178,7

0,5 170,0 182,3 167,9
1,0 170,0 116,9 129,8
1,5 170,0 70,1 94,4

Rozptyl velikosti výběru
|µ1 − µ2| = 0,0 0,0 26,1 8,6

0,5 0,0 50,8 24,7
1,0 0,0 57,9 35,5
1,5 0,0 34,1 25,7

kde ∆ je parametr volený nejčastěji z intervalu [0, 1
2
]. Pro ∆ = 1

2
dostaneme

Pocock̊uv test, při ∆ = 0 jde o O’Brian̊uv-Fleming̊uv test. Hodnoty funkce
CWT (K,α, β)(k/K)∆−1/2 a hodnoty poměru mezi velikost́ı výběru sekven-
čńıho a nesekvenčńıho testu pro r̊uzné velikosti proměnných jsou uvedeny
v knize Jennison, Turnbull (2000), kapitola 2.

4.4 Test Inner-Wedge

Doposud uvedené sekvenčńı testy umožnovaly ukončit výzkum předčasně
a přiklonit se k alternativńı hypotéze, pokud data shromážděná do určitého
obdob́ı svědč́ı v jej́ı propěch. Test Inner-Wedge dává možnost ukončit vý-
zkum předčasně i v př́ıpadě, že data nesvědč́ı o platnosti alternativńı hy-
potézy a je značně nepravděpodobné, že by se situace ještě změnila. Schéma
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tohoto testu je následuj́ıćı:

Fáze k = 1 . . . K − 1,

– když |Zk| ≥ ck, zamı́táme H0 a test ukonč́ıme,

– když |Zk| < bk, nezamı́táme H0 a test ukonč́ıme,

– jinak pokračujeme fáźı k + 1.

Fáze K,

– když |ZK | ≥ cK , zamı́táme H0 a test ukonč́ıme,

– když |ZK | < bK , nezamı́táme H0 a test ukonč́ıme.

Kritické hodnoty bk < ck, k = 1 . . . K − 1, bK = cK , jsou zvoleny tak, aby
test měl hladinu α. Rovnost bK = cK zaručuje, že test skonč́ı nejpozději po
K fáźıch.

Někdy neńı vhodné, aby bylo možné test ukončit ve prospěch nulové
hypotézy již v počátečńıch fáźıch, prvńı členy posloupnosti (b1, . . . , bK) pak
bývaj́ı položeny rovny nule. Běžná volba ck a bk je:

ck = C1(K,α, β, ∆)
(

k
K

)∆−1/2

,

bk = [C1(K, α, β, ∆) + C2(K, α, β, ∆)]
√

k
K
− C2(K, α, β, ∆)

(
k
K

)∆−1/2

,

kde ∆ je volitelný parametr. Hodnoty C1(K, α, β, ∆), C2(K, α, β, ∆) a pomě-
ru RW (K,α, β, ∆) mezi velikost́ı výběru sekvenčńıho a nesekvenčńıho testu
je možné naj́ıt v knize Jennison, Turnbull (2000), kap. 5.

4.5 Spotřebováńı hladiny testu

Nedostatkem zat́ım uvedených sekvenčńıch test̊u je fakt, že předpokládaj́ı
dopředu stanovený počet fáźı a pevný počet subjekt̊u ve skupině. V praxi
se ale takový předpoklad může ukázat jako těžko splnitelný. Např́ıklad vy-
hodnocováńı je někdy nutné provádět po určených časových intervalech, což
ale nemůže zaručit shodné velikosti skupin a ani počet fáźı nutný k shro-
mážděńı určitého množstv́ı dat neńı možné zvolit pevně. Jedńım z možných
př́ıstup̊u k tomuto problému je použit́ı funkce spotřebováńı hladiny testu
(angl. alpha spending function). Zde si představ́ıme dvě metody využ́ıvaj́ıćı
spotřebováńı hladiny testu. Bližš́ı informace týkaj́ıćı se konkrétńıch velikost́ı
kritických hodnot a velikosti výběru uvád́ı Jennison, Turnbull (2000), kap. 7.
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Metoda při pevném počtu fáźı

Prvńı metoda přepokládá předem zvolený počet fáźı K, v každé ale může být
shromážděno r̊uzné množtv́ı dat. Celkovou pravděpodobnost chyby prvńıho
druhu rozděĺıme na K pravděpodobnost́ı α1 . . . αK tak, aby

∑K
k=1 αk = α.

Kritické hodnoty c1 . . . ck zvoĺıme tak, aby za platnosti nulové hypotézy

P{|Z1| < c1, . . . , |Zk−1| < ck−1, |Zk| ≥ ck} = αk. (4.1)

V každé fázi spotřebujeme část z povolené pravděpodobnosti, že nesprávně
zamı́tneme nulovou hypotézu, část spotřebovaná v k-té fázi je d́ıky rovnici
4.1 rovna αk, a protože

∑K
k=1 αk = α, celková hladina testu je α. Schéma

vyhodnoceńı fáźı testu je analogické např́ıklad jako u Pocockova testu, změńı
se pouze kritické hodnoty.

Nevýhodou tohoto postupu je nutnost dopředu zvolit celkový počet fáźı
a hodnoty αi, které budou spotřebovány v jednotlivých fáźıch, což může zp̊u-
sobit problém např́ıklad při neočekávaných výkyvech v rychlosti źıskáváńı
dat (když vyhodnocujeme v časových intervalech). Druhý př́ıstup umožnuje
počet fáźı a hodnoty αi přizp̊usobit tomu, jak prob́ıhá źıskáváńı dat.

Metoda maximálńıch dat

Metoda maximálńıch dat je založena na použit́ı funkce spotřebováńı hla-
diny testu f(t). Hodnota funkce f v bodě t přitom znač́ı, jaká čast z celkové
hladiny testu má již být spotřebována v momentě, kdy množstv́ı shromáždě-
ných dat je rovno tnmax, kde nmax je předem stanovená horńı mez množstv́ı
dat (maximálńı velikost výběru). Funkce f je definována tak, aby na inter-
valu [0, 1] byla neklesaj́ıćı, f(0) = 0 a f(t) = α pro t ≥ 1.

Funkci spotřebováńı hladiny testu a horńı mez potřebného množst́ı dat
je třeba zvolit před zahájeńım studie. Hodnoty α1, α2, . . . jsou poč́ıtány až
při vlastńım testu jako

α1 = f(n1/nmax),

αk = f(nk/nmax)− f(nk−1/nmax), k = 2, 3, . . . ,

kde nk je množstv́ı dat shromážděných do k-té fáze včetně. Kritické hod-
noty ck pak mohou být opět spoč́ıtány z rovnice 4.1. Př́ıkladem funkćı
spotřebovávaj́ıćıch hladinu jsou funkce

f(t) = min(α ln[1 + (e− 1)t], α), (4.2)

f(t) = min(2− 2Φ(zα/2/
√

t), α), (4.3)
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jimž odpov́ıdaj́ıćı kritické hodnoty jsou při stejně velkých skupinách bĺızké
kritickým hodnotám Pocockova (4.2) a O’Brianova-Flemingova (4.3) testu,
viz Lan, DeMets (1983).
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Dodatek A

Výpočet velikosti výběru pro jednostranný binomický test v pro-
gramu R

#Velikost vyberu jednostranneho binomickeho testu s parametry alfa, beta,
p, delta.
a=0; b=0; c=0; d=0; g=0; h=0; m=0 #pomocne promenne

krit=function(n,p,alfa){
for(i in seq(from=1, to=n+1)) a[i]=(choose(n,i-1)*pˆ(i-1)*(1-p)ˆ(n-i+1))
for(j in seq(from=1, to=n)) b[j+1]=sum(a[-(1:j)])
b[1]=1
c=b[b>alfa]
r=length(c)} #Funkce spocita pro dane n, p a alfa kritickou hodnotu r.

sila=function(n,r,px){
for(i in seq(from=1, to=n+1)) d[i]=(choose(n,i-1)*pxˆ(i-1)*(1-px)ˆ(n-i+1))
s=sum(d[-(1:r)])} #Pst, ze velicina s Bi(n,p) nabude hodnotu vetsi nebo
rovnu r.

csila=function(n,p,alfa,delta){z=krit(n,p,alfa)
w=sila(n,z,p+delta)} #Hodnota fce sila pri z = krit. hodnota pro dane n.

vysl=function(p,alfa,beta,delta){j=1
g[1]=(do.call(csila,list(1,p,alfa,delta)))
while(g[j]<(1-beta)){j=j+1
g[j]=(do.call(csila,list(j,p,alfa,delta)))}
m=j} #Nejmensi n takove, ze fce csila pro toto n a jemu prislusne r prekroci
hodnotu 1-beta.

alfa=0.05; beta=0.2; delta=0.15 # Zvolené hodnoty
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do=17 #Zvolit podle hodnoty delta, aby do*0.05+delta≤1
u=0; h=0

#Vypsani vektoru vyslednych velikosti vyberu a kritickych hodnot pro ruzne
velikosti par. p.
for (j in seq(from=1, to=do)) u[j]=do.call(vysl,list(j*0.05,alfa,beta,delta))
u
for (i in seq(from=1, to=do)) h[i]=do.call(krit,list(u[i],i*0.05,alfa))
h
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