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Kapitola 1

Uvod

Faktorizace polynomu nad celymi ¢isly, neboli rozklad polynomu na soucin
ireducibilnich ¢initelu, je nésledujici problém: vstupem je polynom f € Z[x],

vystupem jsou po dvou neasociované ireducibilni polynomy ay,...,a, € Z[z] a
nezaporna cela cisla nq, ..., n,, takova, ze
o om n
f=ai" ... aym.

Tyto polynomy a exponenty jsou urceny jednoznacné az na potradi a asociovanost.

V této praci predstavime dva algoritmy, které se timto problémem zabyvaji a to
Berlekamp—Henseluv algoritmus a Lenstra—Lenstra—Lovéaszuv algoritmus. Rozdil
mezi témito algoritmy spociva v jejich slozitosti. Zatimco Berlekamp—Henseluv
algoritmus pracuje s teoreticky exponencialni slozitosti, Lenstra—Lenstra—Lovasziv
pracuje v polynomidlnim case.

Oba algoritmy funguji na podobném principu. Zakladni kroky obou algoritmu
muzeme shrnout v téchto bodech:

e Jako vstup se vzdy predpokladd bezctvercovy polynom. Proto se v prvni
kapitole vénujeme algoritmu na bezétvercovou faktorizaci.

e V dalsim kroku se pouziva Berlekampuv algoritmus pro rozklad polynomu
na ireducibilni ¢initele nad koneénym télesem.

e Tento rozklad se pak "naliftuje” pomoci Henselova algoritmu.

e V poslednim kroku pouzivd Berlekamp—Henseluv algoritmus hrubou silu
na rekonstrukei ireducibilnich faktoru v Z[z|. Pravé zde se Lenstra—Lenstra—
Lovaszuv algoritmus odkldni a pouziva poznatky z teorie miizi ke snizeni
casové narocnosti tohoto kroku.



Vzhledem k tomu, ze bezétvercova faktorizace i Berlekamp—Henseluv algorit-
mus jsou soucasti zakladniho kurzu na Matematicko—fyzikalni fakulté na Karlove
univerzité, jsou v této praci zminény pouze jako prehled, tj. uvedeny bez dukazi.
Druhé ¢ast prace je vénovana podrobnému popisu Lenstra—Lenstra—Lovaszova al-
goritmu. Tato ¢ast obsahuje i zdkladni poznatky z teorie miizi. Posledni ¢ast prace
je vénovana testovani obou algoritmu na nahodnych vstupech. K tomuto testovani
byla vyuzita volné dostupné knihovna NTL pro préci s polynomy nad celymi ¢isly
v jazyku C++.



Kapitola 2

Bezc¢tvercova faktorizace

Vétsina algoritmu na faktorizaci vyzaduje, aby byl vstupni polynom f bez-
¢tvercovy. V této kapitole predvedeme algoritmus, ktery libovolny polynom rozlozi
na soucin bezétvercovych polynomu (ne nutné ireducibilnich).

Nejprve si zadefinujeme bezctvercovost jako takovou.

Definice 1
Libovolny polynom f se nazyva bezctvercovy, pokud v jeho ireducibilnim rozkladu
f = ai*-...-a¥ neni zddnad vyssi mocnina, tj. pokud ny = ... = n, = L.

Bezctvercovym rozkladem polynomu f rozumime po dvou nesoudélné bezctvercové
polynomy ¢, ..., gr splnujici

f:gl-gg-g?,’-----g’;i

(tedy g; je ddno soucinem préave téch ireducibilnich ¢initelu, které se v f vyskytuji
v i-té mocniné).

Véta 2.0.1
Necht T je téleso a 0 # f € T[z]. Pak

1. f je bezétvercovy prdvé tehdy, kdyz NSD(f, f') =1

2. jestlize char(T) =0 a f = Hle g. je bezétvercovy rozklad, pak

k
NSD(f, /) =]
=1

Pravé vyslovenou Vétu 2.0.1 pouzijeme v néasledujicim algoritmu. Nejprve si
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predvedeme jednodussi verzi pro specialni pripad rozkladu nad télesem charakter-

VVVVVV

Algoritmus 2.0.2 (BezctvercovaFaktorizaceChar0)

Vstup:  f € T[z], predpokladdme char(T) = 0
Vystup: bezétvercovy rozklad g, ..., gr polynomu f

0. fo = f

i. fi:=NSD(fi—1, fi_y) proi=1,... .k,
B = fizt
v fi 0
if i > 2 then ¢g;_1 := h;l—;l,

if f; =1 then return ¢1,...,9;-1,9; = fi_1, stop.

Tvrzeni 2.0.3
Casovd slozitost Algoritmu 2.0.2 (BezctvercovaFaktorizaceChar0) je O(n?), kde
n = deg(f), pricemz za jednotku vypoctu bereme operaci v okruhu koeficienti.

Algoritmus 2.0.4 (BezctvercovaFaktorizaceCharP)

Vstup:  f € T[x], predpoklddame char(T) =p # 0
Vystup: bezcétvercovy rozklad g1, ..., gr polynomu f

d = NSD(f, ).

. if d =1 then return f.

3. if d = f then

najdi g spliujici f = g(z?),

N -

spocti bezctvercovy rozklad hq, ..., hy polynomu g,
return 1,...,1,hy,1,..., 1, ho,1,..., 1, hg, ..., hyg.
—— —— ——
p—1 p—1 p—1
4. if1#d# f then
poloz g := 4,
spocti bezétvercovy rozklad hq, ..., hy polynomu d, poloz h; 1 :=1,

proi=1,...,k délej
spocti u := NSD(g, h;) a poloz h; := %, hivi = hi-u, g:=
return hy - g, ho, ..., Ayt

g

w?

Tvrzeni 2.0.5
Casovd slozitost Algoritmu 2.0.4 (BezctvercovaFaktorizaceCharP) je O(n?), kde
n = deg(f), pricemz za jednotku bereme operaci v okruhu koeficienti.



Kapitola 3

Berlekamp—Henseltuv algoritmus

Prvni algoritmus na faktorizaci, ktery v této praci popiseme je algoritmus
modularni, ktery vyuziva Berlekampuv algoritmus pro faktorizaci nad koneénym
télesem charakteristiky p a Henseliv algoritmus na ”liftovani” faktori modulo p¥,
kde k je vhodné zvolené pftirozené ¢islo. Presnéjsi vysvétleni pojmu ”liftovani”
bude objasnéno v Henselové lemmatu 3.1.5. Posledni ¢ast Berlekamp—Henselova
algoritmu sestava z rekonstrukce faktoru nad celymi ¢isly.

3.1 Henseliv algoritmus

V této podkapitole popiseme Henseluv algoritmus, ktery pouzijeme na ”liftovani”
faktoru. Henselovu algoritmu na vstupu staci rozklad modulo jediné prvocislo
p a to takové, aby nedélilo vedouci ¢len vstupniho polynomu f, a zaroven tak,
aby f mod p byl bezétvercovy polynom v Z,[z]. Pomoci Henselova algoritmu se
tento rozklad "naliftuje” na rozklad modulo p*. Piipomenme, Ze jakykoliv polynom
g = >y bir’, ktery déli polynom f = Y7 a;x’ (an, b # 0), spliuje Landau—
Mignottovu nerovnost

LS
1=0

bm

Oznacime-li tedy

LM(f) = 2"

n
2
L
i=0

pak vsechny koeficienty jakéhokoliv clenu ireducibilniho rozkladu polynomu f
v Zx] jsou v absolutni hodnoté mensi nez LM(f). Zvolime-li k£ tak velké, aby-
chom prevysili LM(f), dostaneme témér rozklad nad celymi ¢isly. Tento rozklad
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nemusi byt bohuzel presny, proto je potieba jesté po Henselové algoritmu provést
rekonstrukei faktoru. Tato rekonstrukce méa bohuzel exponencidlni slozitost.

Nyni zformulujeme pomocny algoritmus, ktery potom vyuzijeme v algoritmu
Henselové.

Lemma 3.1.1
Necht T je téleso, f,a,b polynomy z T|x] a predpokldidejme, Ze a,b jsou nesoudélné
a deg(f) < deg(a) +deg(b). Pak ezistuje pravé jedna dvojice polynomi u,v € T|x]
splnugici

f=u-a+v-b
takovd, Ze deg(u) < deg(b) a deg(v) < deg(a).

Tvrzeni 3.1.2

Necht T je téleso, f,ai,...,a, polynomy z T[x] a predpoklddejme, Ze ay, . .., a, jsou
po dvou nesoudélné a deg(f) < deg(a1) + ...+ deg(a,). Oznacme a; = [[,, a;.
Pak ezistuje prdavé jedna n-tice polynomi by, ..., b, € Tlx] spliujici

f = Zn: b
i=1

takovd, Ze pro viechna i je deg(b;) < deg(a;).

Tvrzeni 3.1.2 je zobecnénim Lemmatu 3.1.1. Obé tato tvrzeni se pouzivaji
pii dukazu spravnosti a na odhad ¢asové slozitosti pomocného Algoritmu 3.1.3 (Po-
mocnyHensel).

Na zakladé Tvrzeni 3.1.2 jiz muzeme zformulovat algoritmus.

Algoritmus 3.1.3 (PomocnyHensel)

Vstup:  f,a1,...,a, € T[z] (a1,...,a, po dvou nesoudélné, deg(f) < . deg(a;))
Vystup: by, ..., b, splaujici f = >"" | bd; a deg(b;) < deg(a;) pro vSechna ¢

1. Poloz d:= f.
2. fori=1,....n—1do
najdi @, v splaujici 1 =@ - a; + v - a} (rozsifeny Eukleiduv algoritmus),
u:=d-umod a,
vi=d-v+a;-(d-udival),
b; ==,
d = u.
3. Poloz b, :=d, return by, ...,b,.
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Tvrzeni 3.1.4

Casovd slozitost Algoritmu 3.1.3 (PomocnyHensel) je O(n - m?), kde m je defi-
novdno predpisem m = >  deg(a;), n je pocet polynomi na vstupu, tj. pocet
cyklu, pricemz za jednotku bereme operaci v okruhu koeficientu.

Nyni vyslovime vétu, na které je zalozen Henseluv algoritmus.

Véta 3.1.5 (Henselovo lemma)
Bud' f primitivni bezctvercovy polynom v Z[z], p prvocislo takové, které nedéli

le(f), a necht ay, ..., a, € Zylz] jsou po dvou nesoudélné polynomy spliiugici
f=a-...-a, (modp),
pricemz lc(ay) = le(f) mod p a le(as) = ... = lc(a,) = 1.
Pak pro vsechna prirozend cisla k existuji agk), e ,a%k) € L[] spliugici
f=a . a®  (mod p),
e s (k)y _ k (k)Y _ _ (k) _ < : .
pricemz lc(ay’) = le(f) mod p* alc(ay’) = ... =lc(an’) =1 a pro vdechna i plati

agk) =a; (mod p).

Algoritmus, ktery provadi Henselovo liftovani je zalozeny ptimo na Henselové
lemmatu 3.1.5. Timto algoritmem "naliftujeme” rozklad modulo p na rozklad mod-
ulo p*.

Algoritmus 3.1.6 (Henseluv)

Vstup:  f,aq,...,a, jako v Henselové lemmatu 3.1.5, K € N

Vystup: agK), e ,a%K) jako v Henselové lemmatu 3.1.5

1. a;:=a; a; := H#i a; mod p, pro vSechna i.
for k=2,...,K do
nahrad vedouci ¢len @, za lc(f) mod p*,
spocti d spliujici p*'d = f —ay - ... - @, (mod p¥),
spocti by, ..., b, splijici d = Y1 | b;a; (mod p) a deg(b;) < deg(a;),
poloz a; := a; + p*~'b; mod p*, pro vsechna i.
3. return ag,...,ay.

Tvrzeni 3.1.7
Casovd slozitost Henselova algoritmu 3.1.6 je O(K -n -m?), kde m = deg(f).
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3.2 Berlekamptiiv algoritmus

Nyni struc¢né popiseme Berlekampuv algoritmus. Pomoci tohoto algoritmu mu-
zeme pocitat ireducibilni rozklad polynomu nad koneénym télesem. Jeho slozitost
je O(n?). Cely algoritmus je zaloZen na ndsledujici vété.

Véta 3.2.1
Necht f € F,[z] je monicky polynom, h € F,[x] takovy, Ze h? = h mod f. Pak plati

Abychom mohli tuto vétu pouzit, potiebujeme umét hledat polynomy h(z).
Zajimat néas budou takové polynomy h(zx), pro které plati h? = h mod f a rozklad
[1.er, NSD(f(2), h(x) —c) je netrividlni. Témto polynomum h se iké f-redukujici.

Kazdy polynom h(x) € F,[z], pro ktery plati kongruence h? = hmod f a
zéroven 0 < deg(h) < deg(f), je f-redukujici. Na hledén{ f-redukujicich polynomu
pouzijeme Cinskou vétu o zbytcich.

Predpokladejme, ze f = f1 -...- fi pro navzajem ruzné ireducibilni polynomy
f1, -+, fr anecht deg(f) = n. Zvolime usporadanou k-tici (cy, ..., c;) prvku télesa
[F,. Podle Cinské véty o zbytcich existuje prave jeden polynom h(z) € F,[z] stupné
mensiho nez n takovy, ze

h(z) = ¢; mod f;(x) pro vsechnai=1,... k.
7 toho ztejmé plyne
hi(z) = ¢l =¢ = h(x) mod f;(x) pro vsechnai=1,...,k,
to znamena, ze
fi(z) | h%(x) — h(z) pro vSechnai=1,... k.

Protoze jsou fi,..., fr po dvou nesoudélné, plati

@) = fi() ... fula) | h9(z) — hiz)

Je-li h(x) libovolny polynom stupné mensitho nez n, pak podle Véty 3.2.1 plati
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a proto pro vSechna ¢ = 1,...,k plati
filx) | f(z) = [ NSD(f(z), h(x) = ¢) .
cely

Protoze f;(z) je ireducibilni v F,[z], existuje ¢; € F, takovy, ze

fi(x) [ NSD(f(z), h(x) — i) .

Tedy fi(z) | h(z) — ¢; a proto h(z) = ¢; mod f;(x). Z jednoznacnosti existence
takového polynomu h(x), kterd je dédna Cinskou vétou o zbytcich, pak plyne, ze
pocet polynomu h(x), pro které plati h%(x) = h(x) mod f(z) a deg(h) < n, je
presné ¢".

Pro hledani téchto polynomu A pouzijeme nésledujici lemma. Pro potieby to-
hoto lemmatu si zadefinujeme matici B nasledovné:
Nejprve spocitame

2% mod f(z) pro j=0,...,n—1.
Plati )
277 mod f(z) = Zbijxi, kde b;; € F, .
=0

Matici B pak definujeme B = (b;;) (Ctvercovd matice fadu n).

Lemma 3.2.2
Polynom h(x) = ag+a1x+. . .+a,_ 12" je resenim rovnice hi(x) = h(x) mod f(z)
prdave tehdy, kdyz plati

Qg o
ay a1
E?- . - 9
an—1 Ap—1
neboli
Qo
ai
(B—1)- , =0
Ap—1

Diky tomuto Lemmatu 3.2.2 nam pak staci najit néjakou bazi nulového pros-
toru matice (B—1). Jeden prvek baze je (1,0,...,0). Tomuto prvku odpovidé poly-
nom hy(x) = 1. Doplnénim dalsich vektoru do béze nulového prostoru, dostaneme
dalsi polynomy hy(z), ..., he(z).

Z nésledujiciho lemmatu ndm plyne, ze pokud najdeme tyto polynomy h(x),
dokazeme najit i ireducibilni rozklad.
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Lemma 3.2.3
Jsou-li fi, fo dva rizné ireducibilni faktory f(x), potom existuje polynom h;(x)
pro j =2,...,k takovy, Ze fi(x) a fa(x) déli v souc¢inu [[,.p NSD(f(x), hj(x)—c)
ruzné cinitele.

celfy

Nyni prodiskutujeme piipad, ze pracujeme v télese, které ma mnoho prvki.
V tomto piipadé je ¢ >> n, a proto bude NSD(f(z), h(z) — ¢) = 1 pro vétsinu
c € F,. Pokusime se tedy omezit mnozinu pouzivanych prvkua c € F, pouze na ta-
kové, pro které je NSD(f(z), h(z) —c) > 1.

Budeme postupovat podobné jako v predchozim ptipadé. Zacneme Berlekam-
povym algoritmem a Fesime soustavu (B—1I)x = 0, najdeme néjakou bézi nulového
prostoru hy(z) =1, ha(z),..., h(z). Bud h(z) jeden z téchto polynomu a

f(@) = [ NSD(f(2), h(x) — ) .

Oznacme

C ={celF, NSD(f(x),h(x)—c)#1}.

Potom plati rovnost

f(x) = [ [ NSD(f(x), h(z) =) .

ceC

Odtud plyne, ze f(z) | [[.cc(h(z) —c).
Oznacme G(y) = [[.cc(y — ¢). Pak f(x) | G(h(z)).

Nésledujici véta nam ulehéi hledani polynomu G(h(z)) s nizkym stupném.

Véta 3.2.4
Mezi vsemi polynomy G(y) € F,ly], pro které plati f(x) | G(h(x)), md monicky
polynom G(y) nejmensi stupen.

Z vlastnosti G(y) (konkrétné z vlastnosti, ze G(y) je polynom nejmensiho
stupné takovy, ze f(x) | G(h(z)) ) plyne, ze posloupnost polynomu

1 = h%x) mod f(x),h(z) = h*(z) mod f(z), h*(z) mod f(z),...,h™ (x) mod f(x)
je linedarné nezavisla. Dale z rovnosti

fl@) = JINSD(f(2).h(x) — )
plyne, ze m < k, kde k je pocet ireducibilnich ¢initelu v rozkladu f(x), protoze
pocet ¢initelu na pravé strané posledni rovnosti (kazdy z nich ma stupen aspon 1)

nemuze byt vétsi nez pocet ruznych ireducibilnich délitelu polynomu f(x).
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Nakonec shrneme postup hledani polynomu G(y).
1) Pocitame postupné h’(x) mod f(x).
2) Prvni index j, pro ktery plati, ze h/(x) mod f(z) je linedrni kombinaci polynomu
hi(z) mod f(z) proi=0,...,j — 1, si oznacime m.
3) Kdyz spoc¢itame tuto linedrni kombinaci, dostaneme koeficienty by, b1, . . ., by 1.
Tak najdeme polynom G(y).
4) Spocitame mnozinu jeho kofenu C' a pak dokonéime Berlekamptuv algoritmus.

Berlekampuv algoritmus s vyuzitim polynomu G(y) se nazyva Zassenhausiv
algoritmus.

3.3 Berlekamp—Henseltuv algoritmus

Po pfedstaveni obou algoritmii zvlast popiseme nyni jejich kombinaci. Nejprve
popiseme Berlekamp—Henseluv algoritmu slovné.

1) Zvolime prvocislo p tak, aby nedélilo vedouci ¢len vstupniho polynomu f, a
tak, aby f mod p byl bezétvercovy polynom v Z,[z].

2) Pomoci Berlekampova algoritmu spo¢teme rozklad polynomu f mod p v Zj[z].
3) Tento rozklad déle "naliftujeme” pomoci Henselova algoritmu na rozklad mod-
ulo p*. Hodnotu k zvolime tak, aby p* > 2 LM(f), LM(f) =2"- />, a2.
Toto by mohl byt rozklad polynomu f na ireducibilni faktory, ale obvykle se
stava, ze se polynom f rozklada modulo p na vice faktoru. Pak to znamenad, Ze
nékteré slozky rozkladu, které nyni mame, ani nedéli polynom f. Z toho vyplyva,
ze je potfeba nalezené faktory nakombinovat do vétsich celku tak, aby odpovidaly
délitelum f, a tedy ireducibilnimu rozkladu.

4) Kombinace faktoru.

Tato faze ma bohuzel v nejhorsim piipadé exponencialni slozitost. V Lenstra—
Lenstra—Lovaszové algoritmu je zménéna tak, ze Lenstra—Lenstra—Lovaszuv algo-
ritmus ma celkové polynomialni slozitost.

Nyni nasleduje formalni zapis algoritmu.
Algoritmus 3.3.1 (Berlekamp—Hensel)

Vstup:  f € Z[z] primitivni bezétvercovy
Vystup: ireducibilni rozklad a4, ..., a; polynomu f
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1. Zvol prvocislo p takové, ze p 1 lc(f) a f mod p je bezétvercovy v Zy[z].
Spocti ireducibilni rozklad by, ..., b polynomu f mod p v Z,[z],

a to tak, aby lc(by) = le(f) mod p a le(bs) = ... = le(by) = 1.
3. Najdi nejmensi k takové, Ze p* > 2 - LM(f).
4. Spoltici, ..., € Zy[z] spliujic f =¢; ... ¢ (mod p*),
le(er) = le(f) mod p*, le(cy) = ... =lc(¢) =1 a ¢; = b; (mod p) Vi.

5. Kombinace faktoru:
C:={2,...,1},i:=0,m:=0,
while m < |C] do

m:=m-+1

pro vSechna i, ...,1, € C ruzna délej
G:=Ilc(f) ¢y ... ¢, mod pr € Zx],
g9 :=pp(7),
ifg|ftheni:=i+1, a;:=g, f:= g,C’::C\{il,...,im},
return ay, ..., a; f.

Bezctvercovost polynomu f mod p v kroku 1. muzeme testovat pomoci kritéria
NSD(f mod p, (f mod p)’) = 1 (takové p zarucené existuje, staci vzit libovolné
prvocislo vétsi nez kazdy koeficient f a vétsi nez deg(f)).

V kroku 2. pouzijeme Berlekampuv algoritmus na polynom f mod p a vysledné
polynomy znormujeme tak, aby platila podminka na vedouci ¢leny.

V kroku 4. pouzijeme Henseluv algoritmus na polynomy by, ..., b.

V kroku 5. kombinujeme faktory ¢y, ..., ¢ do vétsich celku tak, aby davaly délitele
polynomu f.

Proménné maji nasledujici vyznam:

e (' je mnozina indexu dosud volnych faktort,

e i je Cita¢ faktoru polynomu f a m znaci, ze nyni zkousime kombinovat dohro-
mady m faktoru.

e Cyklus probihd pro m od jedné (nejprve testujeme kazdy zvlast) az do té
doby, dokud jesté v mnoziné C' zbyvaji néjaké neotestované indexy.

e V kazdém kroku se testuje soucin vsech moznych m-tic ¢initelu ¢;. Pro kazdy
takovy soucin se otestuje, zda déli zadany polynom f (pfed tim je tfeba
upravit vedouci koeficient: nejprve jej polozime maximélni mozny, tj. rovny
le(f), a z vysledku vezmeme primitivni ¢dst; zde vyuzivame predpokladu, ze
f je primitivni).

e Pokud jej tento soucin déli, pak jsme nasli ireducibilniho délitele (ireducibilni
v Z[z] je proto, ze vSechny mensi kombinace jsme zkouseli diive).
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e Piislusnou m-tici vymazeme z mnoziny C' a jeji soucin z rozkladaného poly-
nomu f.

e To, co nam zbude v mnoziné C' po dobéhu cyklu, je potfeba zkombinovat
se Clenem c;.

Kroky 1.— 4. maji tedy slozitost polynomidalni, krok 5. exponencialni, ale pouze
v nejhorsim piipade.
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Kapitola 4

Lenstra—Lenstra—Lovaszuv
algoritmus

Lenstra—Lenstra—Lovaszuv algoritmus se od Berlekamp—Henselova algoritmu
prilis nelisi. Jediny, za to ale velice dulezity rozdil, je v posledni fazi, kde Berlekamp—
Henseluv algoritmus pouziva hrubou silu na nalezeni a nakombinovani skuteénych
faktoru v rozkladu nad celymi ¢isly. Pravé v tomto se Lenstra—Lenstra—Lovaszuv
algoritmus odklani. Pro rekonstrukei faktoru vyuziva poznatky z teorie miizi. Diky
tomu pracuje v polynomialnim ¢ase i v nejhorsim piipade.

Nez se dostaneme k samotnému popisu algoritmu, shrneme nékolik poznatku
o miizich a zaroven uvedeme pomocné algoritmy.

4.1 Uvod do teorie mrizi

V této casti zadefinujeme nékteré zakladni pojmy z teorie mtizi a Hadamardovu
nerovnost, kterou pozdéji budeme vyuzivat v diukazech.

Nejdtive si pfipomeneme Gram—Schmidttiv ortogonalizacni proces, ktery vytvori
z libovolné baze ortogonalni bazi.

Poznamka 4.1.1

Z béze by, . .., b, vektorového prostoru R"™ spocteme ortogondlni bazi b7, ..., b} po-
moci Gram-Schmidtova ortogonalizacniho procesu. Ozna¢me (-, -) skaldrni soué¢in
dvou vektoru z R™ a || - || euklidovskou délku vektoru z R™. Pak tedy méme
lal*> = {(a,a). V. Gram-Schmidtové ortogonaliza¢nim procesu induktivné definu-
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jeme vektory b; a realna cisla p; j, 1 < j < i < n nasledovné:

i—1
b; = b — Zﬂi,jb; :
=1

Hij = "
072

Tyto vlastnosti budeme pozdéji pouzivat v dukazech.

Pred formulovanim Hadamardovy nerovnosti formalné definujeme miizky a
nékteré dalsi pojmy.

Definice 2
Necht n je piirozené éfslo a by, ..., b, € R" linedrné nezavislé vektory nad R. Pak
mnozinu

n n

L:Zsz: {Zazb,, al,...,anEZ}

i=1 i=1
nazyvame mrizka nad by, ..., 0b,.
Definice 3
Rekneme, 7e by, . .., b, tvoii bdzi miizky L, pokud L je mifzka nad témito vektory.
Libovolna podmnozina M C R" je miizka, pokud existuji vektory by, ..., b, takové,
ze M je miizka nad by,...,b,.

Cislo n se nazyvé hodnost miizky.

Definice 4
Necht L je mifzka nad by, ..., b, v R", pak definujeme determinant det(L) miizky
L predpisem

det(L) = |det(bl, . ,bn)| ,

kde b; jsou sloupcové vektory. Determinant je nezavisly na volbé baze.

Tvrzeni 4.1.2 (Hadamardova nerovnost)
Necht L je mrizka, det(L) jeji determinant, by, ..., b, € R™ bdze mrizky. Pak

det(r) < T] b
=1

Diikaz
Definujme B; = ||b}||?, jako ortogondlni protéjsky by, ..., b,, potom z ortogo-
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nality bf plyne
i—1
Ib:]* = Bi + ) ;B
j=1

a proto det(L)* = [, B; < [Ti- I1bs]1*- -

4.2 Redukce baze

Zde popiseme zékladni algoritmus, ktery se v teorii mtizi pouziva k redukovani
baze mrizky. Nejdiive definujeme pojem redukovana béaze, pak dokazeme nékteré
jeji vlastnosti, které pak vyuzijeme pii faktorizacnim algoritmu, resp. jednom jeho
subalgoritmu.

Definice 5
Bazi by, ..., b,, kterd splnuje

iy < % pro 1<j<i<n

a zaroven

b;‘_IH2 pro 1<i<n,

kde b a p; ; jsou definovany jako v Poznamce 4.1.1, nazyvame redukovand bdze.

3
bf+/iz‘,i—1b;<_1H2 2 1 ‘

Po definici redukované béze nyni vyslovime nékteré jeji vlastnosti.

Tvrzeni 4.2.1

Necht by, . .., b, je redukovand bdze miizky L vR™ a necht b, ... b je ortogondlni
baze z Gram—Schmidtova ortogonalizacniho procesu. Pak plati

a) [[b;]* < 271 |bp||* pro 1 < j <i <,

b) ||bu]|> <2771 - ||z||? pro kazdé x € L~ {0},

c) pokud xq,...,x; € L jsou linedrné nezdvislé, potom
max{[|be[|%, .. (6]} < 207 max{[la |, o)
Diikaz

a) Definujme B; = ||b}||*.
7 Definice 5 redukované béze plati:

3 * 3 Bifl
B; > (Z - M?,i—l)‘”bi—l”g = (Z - sz,i—l) "By > 5
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Pouzitim indukce dostavame
B; > 279 . B; pro i > j.
Tedy

o1 =

j-1 ) j-1
b+ > pwisbil| = B; +> 3By <
k=1 k=1

(Vyse uvedend rovnost plati, protoze b3 jsou ortogondlni.)

1 15,
gBj+Z§ BkgBj+Z§ 27FB; pro 1 < k< j<i<mn.
k=1 k=1

Sec¢tenim sumy dostavame

, 1
= B; + 2°7°B; — 5Bi.

Pokud B; odhadneme také pomoci B;, pak mame
< 279B; + 27°B; — %Bi :
Néslednymi dpravami dostavame
= (2 2B < 2 )R
7 toho plyne pozadovana nerovnost

;11 < 27 - {171 -

b) Kazdy vektor x € L muzu vyjadii pomoci vektoru béaze, tj. existuje ¢ takové,
ze plati:
xr = Z r;b; = Z sib; kder; #0, r; € Zas; €R

1<j<i 1<yj<i

Z definice b}, tim ze vznikly Gram-Schmidtovou ortogonalizact, plyne, ze r; = s;
a proto muzeme normu x odhadnout nasledovné

2
lall? = || 37 it = D i P01 = 201 = 2o 12 = o

i<j<i i<j<i

Z bodu a) pro j =1 plyne:
16711 > 2 (lou|* = 2" 1o |12
Tedy

Ioa]1* < 2]

¢) Dostavame zobecnénim bodu b). O
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Nejdtive uvedeme dva pomocné algoritmy, které vyuzijeme ve stézejnim algo-
ritmu této kapitoly.

Algoritmus 4.2.2 (Redukce)
Vstup: k, [

if pra] > 5

then r := ¢islo nejblizsi k puy g,
bk = bk — T.bh
for j=1tol—1do p; = peg — tuy,
Hil = Mg — T

Algoritmus 4.2.3 (Update)

Vstup: k
f= k-1, B =B+ p*Bp_1, fpp1 = %7
By =21 B =B,
(br—1,br) = (b, bp—1),
for j =1tok—2do (-1, frij) = (Hijs th—14);
fori=k+1tondo

(fige—1, i) = (fig—1ptr -1 + i k(L — bk k—1), Mik—1 — Hlik)-

Nyni uz muzeme popsat hlavni algoritmus. Tento algoritmus transformuje nadhodnou
béazi mtizky L na redukovanou bazi.

Algoritmus 4.2.4 (RedukceBaze)

Vstup:  ay,...,a, (ndhodnd bize z R™)
Vystup: by,...,b, (redukovand béze miizky L)

1. (Gram-Schmidtova ortogonalizace)
for i =1ton do

bi = a;, b: = a4y,

forj=1toi—1do
Hij -= g, >

B; = ||b7]|.
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2. (redukce)
k=2,
while £ < n do
l:=k—1,
Redukce(k,1),
if By < (2 — pif 1) Br1 (Podminka 1)
then Update(k),
if k> 2then k:=Fk—1,
else for [ = k — 2 downto 1 do Redukce(k,l),
k:=k+1.

Tvrzeni 4.2.5
Algoritmus 4.2.4 (RedukceBaze) je korektni.

Diikaz
1) Nejdiive dokazeme spravnost algoritmu.

V prvnim kroku jsou pomoci Gram—Schmidtovy ortogonalizace spoc¢itany or-
togondlni vektory b7, ...,b}; a odpovidajici koeficienty p; ;. Podminky pro vystup
plati podle Poznamky 4.1.1.

Béhem algoritmu jsou b; nékolikrat prepocitavany, ale porad tvori bazi miizky
L. Vektory bf a redlna ¢isla p; ; jsou pocitany soubézné, proto stale plati podminky
z Gram—Schmidtovy ortogonalizace. Ve skute¢nosti neni nutné uchovavat hodnoty
b, ale ponechdme je pro vypocet B; = ||bf||>. Ukdzeme, ze kdykoliv probéhne
while—cyklus, plati nasledujici podminky:
1

Sépr01§j<i<k

|45
a zaroven 5
7 + piiabiall® = ZI0Al® pro 1 < i < k.
Z téchto podminek plyne, ze kdyz algoritmus skonéi, tak £ = n + 1 a mame
by, ..., b, redukovanou bazi miizky L generovanou vstupni bazi aq, ..., a,.
Vyse uvedené podminky ziejmé plati, kdyz algoritmus vstoupi do while-cyklu
poprvé. Pro k = 2 je druhd podminka (1 < i < k) prazdna. Cislo k£ bude pfi béhu

algoritmu vzdy v rozmezi 2 < k <n + 1.

Predpokladejme, ze while—cyklus dobéhl k maximalni hodnoté k. Tedy k < n
a podminka vyse plati pro vSechna i, 1 < ¢ < k. Nejdiive jsou proménné pocitany
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subalgoritmem Redukce tak, ze |p;;—1| < % Nyni otestujeme, zda plati
* * 2 3 * 2 /
0% + prp—1bp_ylI” > Z”bk—IH (Podminka 2)

(Uvédomme si, ze pro ortogondlni vektory bj a bj_; plati

6%+ pri—ab o 1 = N0RI* + g e llOR 1)

Pokud podminka na By z Algoritmu 4.2.4 (Podminka 1) plati, jsou vektory by a
bix_1 prohozeny Algoritmem 4.2.3 (Update) a vSechny ostatni b; jsou nezménény. B;
a f1; j jsou piepocitavany prubézné. Cislo k je nahrazeno k—1. Testovana podminka
(Podminka 2) tedy plati.

Pokud zminénd podminka na By neplati, pak nejdiive docilime, ze |u; ;| < %
pro 1 < j < k—1 pomoci Algoritmu 4.2.2 (Redukce). Potom nahradime k za k+1.

Tim podminka (Podminka 2) plati.
2) Nyni dokazeme, ze algoritmus skonci.

Nejdiive si definujme pomocné hodnoty d; = det((b;, b;)1<ji<i) pro 1 <i <na
do = 1. Tedy d; =[], |b]]* € R*. Déle definujme D = [17=, di. V algoritmu je

Bi_1 = ||bz_1||2 nahrazeno ||By + ui,k_lBk_lll,

coz je mensi nez %Bk_l. Takze By._1 je redukovano faktorem %. Cisla d; jsou zespodu
omezena kladnym realnym cislem, které zavisi pouze na miizce L. Proto existuje
soucasné dolni kladna hranice pro D, a proto také existuje horni hranice pro pocet
opakovani. Pocet opakovani pti nesplnéni podminky (Podminka 1) je nejvice o n—1
vyssi nez hranice pro D. Algoritmus tedy skonci. O

Tvrzeni 4.2.6

Necht L C 7" je miizka s bdzi ai,...,a, a nechf B € R, B > 2 takové, Ze
lla;||> < B pro 1 < i < n. Pak pocet aritmetickych operaci Algoritmu 4.2.4 (Re-
dukceBaze) na vstupu ay,...,a, je O(n*-log B) a ¢isla, na kterjch se operace
provadi, jsou délky O(n -log B).

Pokud pouzijeme klasické ndsobent, je sloZitost Algoritmu 4.2.4 (RedukceBaze)
O(n® - (log B)?). Tento odhad lze zlepsit pouZitim jingch technik ndsobend.

24



4.3 Faktorizace a mrize

V této casti budeme pouzivat nasledujici znaceni:

e necht p je prvoéislo
e necht k je pfirozené éislo
e necht f je primitivn{, bezétvercovy polynom stupné n > 0 v Z[z]

e necht h je monicky polynom stupné [, 0 <1 <n, v Z|z]
Budeme predpokladat, ze:

e h déli (f mod p*) v Z[z]
e (h mod p) je ireducibilni v Z,[z]

e (f mod p) je bezctvercovy v Z,|x]

Nez zacneme s formulaci Lenstra—Lenstra—Lovaszova algoritmu, dokazeme si
nejdfive nékolik pomocnych tvrzeni, ktera pouzijeme pozdéji pro dokazovani sprav-
nosti algoritmu.

Tvrzeni 4.3.1
1) Ezistuje aZ na znaménko jednoznacné urceny ireducibilng faktor hy polynomu f
v Zlx] takovy, Ze (h mod p) déli (ho mod p).

2) Pokud g déli f v Z[z], pak jsou ndsledujici tvrzeni ekvivalentni:
a) (h mod p) deli (g mod p) v Z,|z]
b) h déli (g mod p*) v Z[z]
c) ho déli g v Z[x]

Diikaz

1) Necht f =T[;_, hi je rozklad f v Z[z]. Potom (h mod p) déli néktery z fak-
toru (h; mod p), at je to hg. Jednoznacnost hy plyne z bezétvercovosti (f mod p)
v Zylx].

2) Ztejmé b) = a) ac) = a)

Nyni dokdzeme a) = c):
Predpokladejme, ze plati a). Protoze (f mod p) je bezctvercovy v Z,[x], (h mod p)
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nedeli (f/g mod p) v Zy[x]. Také (ho mod p) nedéli (f/g mod p) v Z,[x] a navic
ho nedéli f/g v Z[x]. Proto hy musi byt faktor g v Z[x].

Nakonec dokdzeme a) = b):
(hmod p) a (f/g mod p) jsou nesoudélné v Z,[z], proto existuji r,s € Z,[z],
pro které plati

r-h + s-(f/g) = 1 (mod p).
" Liftovanim” dostaneme 1’, s’ € Z,x[x] takové, ze

v h 4+ s -(f/g) = 1 (mod p*)
nebo

7 (gmod p*)-h + §-f = g (mod pF).

Protoze h déli levou stranu této rovnice, pak h déli i pravou stranu tj. h déli
(g mod p*). O

Dusledek 4.3.2
Polynom hy déli (h mod p*) v Zx[z].

Diikaz
Plyne z predchoziho g = hy. O]

Doted jsme pracovali s mf{zkami nad ¢isly. Pro praci s miizkami nad polynomy
pouzijeme nasledujici znacent:
Ly = (g9 € Z[z] takové, ze deg(g) < m a h déli (g mod p*) v Z,[z])

Diky izomorfismu mezi R™"! a polynomy z R[z| stupné mensitho nez m je Ly,
miizka nad bazi
{pFz’, kde 0 < i < [JU{ha!, kde 0 < j < m—1},

pro m € N a [ stupen polynomu h.

Tvrzeni 4.3.3
Necht b € Ly, vyhovuje podmince p™ > || f||™ - ||b]|™. Potom hy déli b v Z[z] a
specidlné NSD(f,b) # 1.

Diikaz

Bez jmy na obecnosti muzeme piedpoklddat, ze b # 0. Necht s = deg(b),
g =NSD(f,b) v Z[z] a t = deg(g). Vsimnéme si, ze 0 < ¢t < s < m. Pokud chceme
ukdzat, ze ho déli b, pak staci ukdzat, ze hg déli g, coz je podle Tvrzeni 4.3.1 b)
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ekvivalentni s tim, ze (h mod p) déli (¢ mod p) v Z,[x].
Predpoklddejme, ze toto neplati. Potom (h mod p) déli (f/g mod p). Uvazujme
mnozinu polynomu

M = {\f + wb, kde \, p € Z[z], deg(\) < s—t, deg(n) < n—t}.
Necht

n+s—t—1 n+s—t—1
M =

Z a;z’, kde Z aixiEM}.
i=t

tj. M’ je projekce M na jeji posledni souradnici. Tato projekce je linedrné nezavisla.
Proto M je mtizka hodnosti n + s — 2t. Z Hadamardovy nerovnosti 4.1.2 plyne

=0
det(M') < [IfIF=" - o™= < (LA™ - loll™ < ™.
Necht’ bt’bt+17

ybnts—t—1 je baze M’ se stupni deg(b;) = j. VSimnéme si, ze
pokud g déli b a (h mod p) déli (f/g mod p), pakt + 1 — 1 < n 4+ s —t — 1.
Vedouci koeficienty by, by 1,

., bpgi—1 jsou délitelné p*. Proto

det(M') = ’ [T e

> pkl .
A to je spor. Takze musi platit, ze (h mod p) déli (¢ mod p) v Z,[x].

x [l
Lemma 4.3.4
Necht q(z) =

= by + bhix +...+bz! € Zlx] je délitel polynomu p(z) € Z|[x]. Pak
o) il < (Q)lp] pro0 < i <1,

1/2
o) gl < ()il

Dikaz

a) Tento dukaz je velmi technicky a nezézivny, proto jej uvedeme pouze v
bodech. Snadno se ukaze, ze plati

Iz + ) fll = lel- Iz + ¢ )f] proc # 0.
Opakovanim dostavame:
l(x — x) .- (x — ) (& — Tyq1) oo (x — zp)|| =
= |oy-ooomg (= 2= ) (= wga) (= x|
proxy #0,...,2;#0

Nyni potiebujeme, aby platilo:
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Tato nerovnost plati jednoduse dle predchoziho pro x; # 0, ..., x; # 0,

prox; =0,...,zs=0axsq #0,...,2, # 0 dostdvame
m 2 m 2
HH(&U—@) = HH(m—x,) e N R 1 R LI, . L
i=1 i=s+1
Timto mame:
[F22] R TR

m m
pl = (7)ol < (7)1

7 predchoziho jiz jednoduse dostdvame puvodni tvrzeni

l
bl < (. .
b= ;)

Vzhledem k tomu, ze vyuzivame odhad pomoci kotenu a rozkladu na linedarni
koeficienty, které nemusi v Z[z| existovat, pouzijeme odpovidajici koFenové rozsireni.
Zaveéretna nerovnost pak plati i pro polynomy v Z[z].

b) Z bodu a) vyplyva:

7 Vardemondovy rovnosti

aplikované na s = r = n = [ plyne

Tvrzeni 4.3.5
Necht je by, ..., by redukovand bdze miizky Lo, p, ho = NSD(by,...,b;) a necht

plati
pM > 2 /2-( ) Pl
m

Potom

a) deg(ho) < m pravé tehdy, kdyz ||br] < ¥/p*/| f||™
b) Predpoklddejme, Ze ezistuje index j € {1,...,m + 1}, pro ktery plat{

1ol < /PRI
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Necht t je nejuétsi z téchto indexi. Potom deg(hy) = m+1—t a predchozi nerovnost
plati pro vsechna j, 1 < j <'t.

Diikaz

a)”<" Pokud je b; takovato hranice, pak podle Tvrzeni 4.3.3 polynom hqo déli
by, deg(by) < m, a proto i deg(hy) < m.

"=" Pokud deg(hg) < m, potom hy € L, . Takze podle Tvrzeni 4.2.1 b) a
Lemmatu 4.3.4 b)

. . om 1/2
Il < 20 ol < 2 (2

Pouzitim nerovnosti z predpokladu dostdavame mez pro ||by|.

b) Definujme mnozinu J nasledovné:
J ={j; 1 < j < m+1ajspliuje podminku z predpokladu tvrzeni}

Podle Tvrzeni 4.3.3 pro kazdé j € J, polynom hg déli b;. Takze hy déli hq, které
definujeme

hy = NSD({b;; j € J}).

Kazdé b;, takové ze j € J, je délitelné hy a nema stupen veétsi nez m. To znamen4,
ze nalezi do matice

Z-hy + Z-hy-x +...+ Z-hy-am st
hodnosti m + 1 — deg(hy). Navic b; jsou linedarné nezavislé, proto
lJ| < m 4+ 1 — deg(hy) .

Stejné jako v a) ukazeme, ze
' 9 1/2
lho - 2l = || < <m) |IfIl pro viechnai > 0.
m

Pro i € {0,1,...,m — deg(ho)} mdme hg - 2 € L,, . Takze z Tvrzeni 4.2.1 ¢)
dostavame

om, 1/2 .
Il < 22 () gl prot < g < w1 = deg(h)

Takze z predpokladu tvrzeni plyne
{1,....m + 1 — deg(hy)} C J.

Ale hg déli hy, proto z odvozené nerovnosti a inkluze o mnoziné J mame
deg(hg) = deg(hy) = m+1—t,
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J = {1,...,t},
hy = a-hgproa €7 .
Déle jesté mame deg(ho) < m plynouci z a), proto hg € Ly, 5, .

Polynom hy je primitivni, proto dokazujeme, ze hg je rovno hq, navic to postaci
k ukézdni, Ze h; je také primitivni. Necht j je libovolny element z .J. Polynom
ho déli pp(b;). Protoze hy € Ly, tak i pp(b;) € Ly, . Ale b; nélezi do baze
miizky L, . Proto b; musi byt primitivni, a proto také faktor h; polynomu b; je
primitivni. Takze hg = =h;. [

4.4 Faktorizacni algoritmus

Nez popiseme samotny Lenstra—Lenstra—Lovaszuv algoritmus, za¢neme se dvéma,
subalgoritmy.

Algoritmus 4.4.1 (SubLLL1)

Vstup: f € Z[z] primitivni a bezétvercovy polynom,
p prvocislo, které nedéli le(f) takové, ze (f mod p) je bezévercovy,
k kladné celé ¢islo,
h polymom v Zx[z], ktery mé lc(h) = 1, h déli (f mod p¥), (h mod p) je
ireducibilni v Z,[z],
m je celé ¢islo vétsi nebo rovno deg(h) takové, ze
P > g/ (G e
Vystup: hg je ireducibilni faktor f, pro ktery plati, ze (h mod p) déli (hy mod p),
pokud tento faktor ma stupen < m,
ho = error jinak

1. n:=deg(f), | :=deg(h).
2. (by,...,bymy1) := RedukceBaze(p*a®,... pFaz'=1 ha .. ha™1).
3. it bl = YPFTTAT
then hg := error,
else t :=nejvétsi celé ¢islo takové, ze [|by|| < /P /|| flI™,
ho := NSD(by, ..., by).

Tvrzeni 4.4.2

a) Algoritmus 4.4.1 (SubLLL1) je korektni.

b) Pocet aritmetickijch operaci v Algoritmu 4.4.1 (SubLLL1) je O(m* -k -logp),
celd ¢isla, kterd algoritmus pouZivd jsou délky mazimdlné O(m - k - logp).
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Diikaz

a) by, ..., by tvoii redukovanou bazi miizky L,, ,. Pokud ||b1]| > {/p*/| f||™,
pak podle Tvrzeni 4.3.5 a) "error” je spravna odpovéd . Jinak podle Tvrzeni 4.3.5 b)
ho := NSD(by, ..., b;), kde t je nejvétsi index, pro ktery plati ||b;]| < ¥/p*/|| f]|™.

b) Pro kazdy faktor a ve vychozi bazi miizky L,, ; je jeho norma shora omezena
nerovnosti ||a||? < 1+1-p?* =: B. Z nerovnosti | < n a ze vstupnf podminky na m
vidime, ze m je omezeno k-log p. Déle platilog! < [ < m. Proto je i log B ohranicen
k - log p. Pouzitim Tvrzeni 4.2.6 mame hranice pro krok 2.

V kroku 3. potfebujeme spocitat nejvétsi spolecny délitel by, . . ., b;. Kazdy ko-
eficient ¢ v b;, 1 < j < t, je omezen {/p*/| f||™, takze logc < k-logp. Po-
dle Landau-Mignottovy meze jsou koeficienty v NSD velikosti O(2™]|b:]|), takze
jejich délka je omezena m + log B ~ log B. Stejnd mez plati pro vSechny pos-
tupné vypocty NSD. Jeden vypocet NSD trva O(m?). My potiebujeme nejvyse
m vypoctu NSD, takze pocet aritmetickych operaci pro vsechny vypocty NSD je
O(m3). O

Algoritmus 4.4.3 (SubLLL2)

Vstup:  f € Z[z| primitivni a bezétvercovy polynom,
p prvocislo, které nedéli lc(f) takové, ze (f mod p) je beztvercovy,
h polymom v Z[z], ktery ma lc(h) = 1, h déli (f mod p¥), (h mod p)
je ireducibilni v Z,|x]

Vystup: hg je ireducibilni faktor f, pro ktery plati, ze (h mod p) déli (hg mod p)

1. n:=deg(f), | :=deg(h),
if | =n then hg = f.
2. k := nejmensi kladné ¢islo, pro které plati
pH > 202 () e
(W', ") := Hensel(f, (f/h) mod p, h, k).
3. u := nejvetsi celé cislo takové, ze [ < (n —1)/24,
while v > 0 do
m:=|(n—1)/2"],
ho := SubLLL1(f, p, k, h', m),
if hg # error then return,

Tvrzeni 4.4.4
a) Algoritmus 4.4.3 (SubLLL2) je korektni.
b) Necht myq je stupen vijsledného polynomu hy. Potom pocet aritmetickych operact
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v Algoritmu 4.4.3 (SubLLL2) je O(mo(n® + n* - log ||f|| + n® - logp)). Cisla maji
délku O(n® +n? - log || f|| + n - log p).

Dikaz
a) Pokud [ = n, pak f je ireducibilni v Z,x[z], proto je ireducibilni i nad celymi
cisly.

Kdyz se dostaneme ke kroku 2. Vime, ze
f = h/ . h/l

kde (h' mod p) = h a le(W') = 1. Nechf je nyni m takové, ze 1 <m < n — 1. Cislo
m splnuje vstupni podminku algoritmu SubLLL1. Takze pokud ireducibilni faktor
ho polynomu f odpovidajici ' nema stupen vyssi jak m, algoritmus SubLLL1 ho
spocita. Pokud algoritmus SubLLL1 vrati hodnotu error pro vsechny hodnoty m,
pak neexistuje faktor odpovidajici ', proto je vysledek hg = f.

b) Pokud k je nejmensi kladné ¢islo splnujici podminku v kroku 2., pak méme

— — n—1l)n 2(77' - 1) n/2 n—
Pt et g e (207 DY
Pouzitim nerovnosti
9 1 n/2
log ( (n ) >> < log(2¥=2 — (n—1)-n-log?2
n p—
vidime, ze

2

k-logp = (k—1)-logp + logp < n° + n-log|f|| + logp .

Necht m; je nejvétsi hodnota m uvazovédna v SubLLL2. Pokud za¢neme malymi
hodnotami m a skon¢ime, kdyz m presdhne stupen hg, pak z toho vyplyva, ze

my < 2myg. Vsechny ostatni hodnoty m jsou tvaru |75, [%t],...,[5+]. Takze
pokud secteme vSechny tyto hodnoty m, méame
1\u+1
m m 5 -1
Z m§2—u1++71+m1:m1(2)1 1 < 2my < 4myg.
m uvazované SubLLL2 2

Proto Y_m* < (3_m)* = O(mg). Pouzitim Tvrzeni 4.4.2 b) dostavadme, Ze pocet
aritmetickych operaci potfebnych v kroku 3. je omezen

mb -k - logp < mi(n? + n - log ||| +10gp) = mo(n® + n - log | f|| + n - logp)
a ze Cisla pouzivana v téchto operacich maji délku omezenou

mg(n® +n -log || fI| +logp) = n® +n® - log || f|| +n - log p.

Pro Henselovo liftovani plati stejné meze v kroku 2. O]
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Nyni muzeme zformulovat celkovy algoritmus LLL, ktery pouziva jiz zminéné
subalgoritmy.

Algoritmus 4.4.5 (LLL)

Vstup:  f € Z[z| primitivni a bezétvercovy polynom
Vystup: F =[f1,..., fs], kde f; jsou ruzné ireducibilni faktory f

1. n:=deg(f).

2. p:= nejmensi prvocislo nedélici lc(f), takze (f mod p) je stupné n,
pfactors = Berlekamp(f, p).

3. F =1],

-~

F=1
while deg(f) > 0 do
h := prvni faktor z pfactors,
h := h/lc(h),
ho := SubLLL2(f, p, h),
(ho je ireducibilni faktor . pro ktery h délf (ho mod p))
pridej hg do F,
f = [/ho,
for g € pfactors do
if g déli (ho mod p),
then smaz g z pfactors.

Tvrzeni 4.4.6

a) Algoritmus 4.4.5 (LLL) je korektni.

b) Pocet aritmetickijch operaci v Algoritmu 4.4.5 (LLL) je O(n% + n® - log|| f]]).
Cisla magi délku O(n® 4 n? - log || f]]).

Diikaz
a) Korektnost Algoritmu 4.4.5 (LLL) vychézi ze spravnosti Berlekampova al-
goritmu a Algoritmu 4.4.3 (SubLLL2).

b) Vzhledem k tomu, zZe p je voleno jako nejmensi prvocislo, které nedéli lc(f),
pak muzeme v odhadu slozitosti ¢leny s log p vynechat. Berlekampuv algoritmus
m4 slozitost O(n?).

Pocet aritmetickych operaci v kroku 3. je omezen O(mg(n®+n*-log || f|| +n?)),
kde my je stupen hy. Lemma 4.3.4 dava, ze log ||f|| =< n+log| f||. Vsechny stupné
ireducibilnich faktoru jsou nejvyse n. Takze pocet aritmetickych operaci v kroku 3.
je 2n®+n’-log | f].
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Podle Tvrzeni 4.4.4 jsou vSechna ¢isla v Algoritmu 4.4.5 (LLL) délky maximalné
O(n® +n? - log || f]])- O

Tvrzeni 4.4.7

Pokud jsou pouzité klasické algoritmy na aritmetické operace, pak sloZitost Algo-
ritmu 4.4.5 (LLL) je O(n'? +n - (log || f1)?).
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Kapitola 5

Testy

V této casti prace se budeme vénovat testovani obou algoritmu.

Algoritmy jsou naprogramovany v jazyku C++ s pouzitim knihovny NTL,
ktera oba algoritmy obsahuje. Testy byly provadény na pocitaci s procesorem AMD
Turion 1.8 GHz.

Algoritmy budeme testovat na ndhodnych a ,,pseudondhodnych” polynomech
stupné 100. Kazdy test probéhne dvacetkrat na 100 polynomech.

Vstupem prvnimu testu budou ndhodné generované polynomy. V dalsich testech
budou vstupy pouze ,,pseudondhodné”. Vygenerujeme polynomy nizsiho stupné
nez 100 a vynasobime je, aby bylo zajisténé, ze testované polynomy nejsou ire-
ducibilni.

Vysledky zaneseme do tabulky a do grafu. Poté porovname prumérné ¢asy obou
algoritmu. Protoze by porovnani absolutniho rozdilu nedavalo objektivni pohled,
provedeme srovnani pomoci procentudlniho vyjadreni tj. Berlekamp—Henseluv al-
goritmus bereme jako zéklad, proto je jeho ¢as bran jako 100%. Lenstra—Lenstra—
Lovaszuv algoritmus pak srovnavame s Berlekamp—-Henselovym pravé vyjadrenim
jeho rychlosti v procentech. Tyto tabulky a grafy lze pak najit v prilohach této
prace.

Vysledky testu nejsou mezi sebou navzajem prili§ porovnatelné, protoze s ros-
toucim poctem polynomu, které mezi sebou nasobime, abychom ziskali ,,pseudo-
nahodny” polynom, rostou koeficienty. Timto narustd i ¢as vypoctu obou algo-
ritmu. Netestujeme tedy pouze polynomy s ruznym slozenim faktoru, ale nechavame
rust koeficienty, aby se projevila i pripadna zavislost rychlosti obou algoritmu
na vysi koeficientu testovanych polynomt.
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Celkem bylo provedeno 6 testi. V kazdém testu byly generovany polynomy
podle nasledujiciho schématu:

Test 1: 1 polynom stupné 100

Test 2: 2 polynomy, kazdy stupné 50

Test 3: 2 polynomy, jeden stupné 99 a jeden stupné 1
Test 4: 10 polynomu, kazdy stupné 10

Test 5: 10 polynomu, jeden stupné 91 a 9 stupné 1

Test 6: 100 polynomu, kazdy stupné 1
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Kapitola 6
Zaveér

V této praci jsme se vénovali dvéma algoritmum na faktorizaci polynomu.
Berlekamp—Henseluv ma v nejhorsim piipadé slozitost exponencialni. Exponen-
cialni je pouze posledni krok v tomto algoritmu tzv. kombinace faktoru. Na druhou
stranu Lenstra—Lenstra—Lovaszuv algoritmus ma slozitost polynomialni i v ne-
jhorsim piipadé, protoze pravé kombinaci faktori nahrazuje polynomialnim krokem,
ktery vyuziva vlastnosti redukované baze mrtizky.

V prvni ¢asti prace jsme se vénovali teoretickému popisu obou algoritmu.
V druhé c¢asti jsem pak testovali algoritmy na nahodnych vstupech. Cilem prace
bylo porovnat algoritmy a zjistit, jestli udavana slozitost v nejhorsim pripadé
odpovida i slozitosti v prumérném pripadé.

Vysledky testu ukazuji, ze oba algoritmy jsou naprosto srovnatelné. Nedd se
fici, ze by byl jeden vyrazné rychlejsi a druhy néjak vyrazné pomalejsi. Jejich
rozdil se neprojevuje ani v testech, kde jsou faktory podobného stupné, ale ani
v testech, kde je jeden faktor vyrazné vyssiho stupné. Stejné tak na srovnani
prumérné slozitosti téchto algoritmi nema vliv rust koeficientti. Ve vSech testech
vyslo, ze oba algoritmy pracuji ve velmi podobném ¢ase. Pokud bereme Berlekamp—
Henseluv algoritmus jako zdklad 100% pak Lenstra—Lenstra—Lovaszuv algoritmus
pracoval v rozmezi mensim nez 99 - 101%.

Lenstra—Lenstra—Lovaszuv algoritmus je sice v nejhorsim pripadé polynomiélni,
ale rozdil v ¢ase vypoctu obou algoritmu se projevi az pii vygenerovani polynomu,
ktery bude mit mnoho faktori v modularnim algoritmu ale mélo skuteé¢nych fak-

toru. Takto zvoleny polynom nelze ale povazovat za nahodny.

Lze tedy tici, ze na ndhodném vstupu pracuji algoritmy srovnatelnou rychlosti.
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Prilohy

Test 1
Cislo méreni BH LLL
1 74,562 | 74,297
2 74297 | 74,282
3 74,109 74,25
4 74219 | 74,281
5 74281 | 74172
6 745 74,234
7 74,156 | 74,141
8 74438 | 74172
9 74,156 | 74,188
10 74516 | 74,359
11 75,313 | 75438
12 75,766 | 75,657
13 75,734 | 75532
14 75469 | 74,985
15 75438 | 75,828
16 75,219 | 76,047
17 75,297 | 76,141
18 75,469 | 75,532
19 75,203 75,25
20 76,047 76,5
| Pramér [ 74,0945 | 74,9643 |

’ Procentualni pomeér \ 100% \ 100,0732% ‘

77
/65
/B
755

75 oEH
745 4 mLLL

74
735 4
73 1
725 4

PNW‘H‘LDLDHCDD’)DPNW‘H‘LDLDP\-CDD')R

—_— = = = = = — = —

primér
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Test 2

Cislo méreni BH LLL
1 166,641 | 165,703
2 176,36 | 164,875
3 169,421 | 164,541
4 186,625 | 166,344
5 166,735 | 168,26
6 168,391 | 170,422
7 176,484 | 174,453
8 173,984 | 190,422
9 173,453 | 185,516
10 172,734 | 169,235
11 169,375 | 161,182
12 157,594 | 157,421
13 157,453 | 158,843
14 159,25 | 158,968
15 158,938 | 159,094
16 159,187 | 159,437
17 159,031 | 164,906
18 159,266 | 158,64
19 164,867 | 164,997
20 170,009 | 169,561

| Pramér | 167,2899 | 166,641 |

’ Procentualni pomér \

100% [ 99,6121% |

195
190
185
180
175
170

165 1
160 -
185 1
140 +
145 4

—_ = = = o T

—_ =

primér

oBEH
mLLL
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Test 3

Cislo méreni BH LLL
1 160,967 [ 160,875
2 160,875 [ 160,985
3 160,672 [ 160,36
4 160,641 | 160,875
5 161,484 | 160,703
6 161,61 | 161,125
7 163,656 | 160,797
8 162 161,984
9 162,813 | 166,141
10 161,281 | 161,688
11 161,813 | 161,734
12 161,563 | 161,969
13 160,875 | 161,125
14 162,063 | 162,438
15 160,016 | 160,344
16 159,297 | 159,188
17 159,125 | 159,11
18 159,328 | 159,61
19 163,609 [ 172,078
20 165,484 | 165,578

| Pramér | 161,4586 | 161,93535 |

’ Procentualni pomér \

100% | 100,2952% |

195
190
185
180
175
170
165

160 -
185 1
140 +
145 4

oBEH
mLLL

primér #
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Test 4

Cislo meéreni BH LLL
1 251,546 | 296,679
2 252,878 | 248,816
3 253,547 | 253,703
4 248,422 | 247,578
5 252,953 | 257,078
6 252,235 | 241,934
7 241,875 | 241,828
8 242,219 | 242,875
9 243,156 | 249,641
10 2495 248,75
11 258,766 | 248,078
12 251,531 | 243,593
13 242,188 | 240,969
14 240,563 | 252,829
15 240,047 | 233,734
16 240,047 | 245,422
17 231,187 | 234,219
18 235,813 | 230,141
19 230,594 | 230,469
20 242,031 | 239,563

| Pramér | 245,0549 | 246,39745 |

| Procentudlni pomér | 100% [ 100,5478% |

290 4
270 4
250 1

oBEH
mLLL

230 7
210

190
170
140

—_ = = = = o — o o

primér
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Test 5

Cislo méreni BH LLL
1 189,25 | 189,406
2 189,015 | 189,218
3 188,859 [ 188,969
4 189,234 | 189,125
5 189,312 | 189,032
6 189,109 | 188,922
7 189,172 | 189,109
8 189,297 | 189,203
9 189,297 | 188,812
10 188,75 | 188,922
11 188,922 | 188,937
12 189,062 | 188,922
13 188,797 189
14 189,094 | 189,922
15 188,922 | 189,203
16 189,25 | 188,844
17 189,016 [ 188,953
18 189,25 | 188,969
19 188,906 | 188,828
20 188,828 | 188,766

| Pramér | 189,0671 | 189,0531 |

| Procentudlni pomér | 100% | 99,9925% |

200
195
190
185
180

o BH
mLLL

175

170
165
160
1585
180 +

12 3 4 5 6 7 8 91011 1213 14 15 16 17 18 19 20
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Test 6

Cislo méreni BH LLL
1 377,328 | 376,312
2 376,5 373,781
3 374,625 | 376,078
4 376,312 | 378,968
5 376,422 | 375,375
6 379,047 | 379,36
7 383,109 | 380,683
8 376,953 | 375,031
9 3745 375,641
10 391,953 | 372,797
11 374,422 | 374,921
12 374,906 | 373,531
13 405,328 | 399,156
14 394,546 [ 394,796
15 395,781 | 403,344
16 409,328 | 409,682
17 380,536 | 381,012
18 392,301 | 391,989
19 385,722 | 387,351
20 378,638 | 373,632

| Pramér | 383,91285 | 382,67225 |

’ Procentualni pomér \

100%

[ 99,6768% |

420
410
400
390
3a0

370
360 4
350 4

—_ = = = = o — o o

primér

oBEH
mLLL
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