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Uvod

Resgeni problému obtékani leteckého profilu tekutinou ja aktualni problém
uplatiujici se pfi navrhu tvaru leteckych kiidel, lopatek turbin ¢i vrtuli.

Pouzivame matematické modely popisujici proudéni tekutiny v okoli pro-
filu. Tato prace je zaméfena predevSim na proudéni stlacitelné, nevazké,
nevirivé, rovinné, subsonické. Je zde srovnan model zalozeny na formulaci
problému pomoci proudové funkce a jeho diskretizace pomoci konformnich
prvki s nespojitou Galerkinovou metodou. Diilezitou roli pii aplikaci metod
hraji okrajové podminky a odtokova podminka. Odtokova podminka musi
byt uvazovana abychom ziskali feseni pripustné z fyzikalniho pohledu.

Obé metody davaji prii feseni tohoto problému podobné vysledky. Me-
tody porovnavame pomoci proudnic, izokfivek rychlosti a rozlozeni rychlosti
podél profilu.Nespojitou Galerkinovu metodu je mozné narozdil od metody
kone¢nych prvkia aplikovanych na proudovou funkei pouzit i na proudéni
transonické, virivé a nestacionarni.

K testovani je pouzit Zukovského profil, ktery se sice v letectvi v soucasné
dobé nepouziva, ale protoze je mozné urcit analytické reseni obtékani tohoto
profilu, je velmi vhodny k testovani numerickych metod. Obé metody jsou
vsak pouzitelné prakticky pro jakykoliv profil.

Nespojita Galerkinova metoda je v soucasné dobé intenzivné rozvijena
na katedfe numerické matematiky MFF UK.



Kapitola 1

Zakladni termodynamické
vztahy

Budeme se zabyvat Tfesenim proudéni nevazké stlacitelné tekutiny. Ve-
liciny popisujici toto proudéni jsou rychlost v, hustota p, tlak p, rychlost
zvuku a a entropie S. Budeme predpokladat, Ze vsechny veli¢iny jsou re-
prezentovany dostatecné hladkymi funkcemi v Q7=02x(0,T), kde T' > 0 je
konstanta urcujici ¢as, po ktery proudéni sledujeme a €2 je oblast vyplnéna
sledovanou tekutinou. K popisu proudéni pouzivame rovnici kontinuity, Eu-
lerovy pohybové rovnice a termodynamické vztahy (viz [3], [6]).

1.1 Barotropni proudéni, rychlost zvuku, Ma-
chovo ¢islo

Proudéni je barotropni, pokud miize byt tlak vyjadien jako funkce hus-
toty:
p = f(p).
Tedy p(x,t) = f(p(z,t)) pro vSechna (z,t) € Q7. Predpokladame, Ze

J:(0,400) = (0,+00)
a zZe existuje spojita derivace

f >0 v(0,+00).
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Pro adiabatické barotropni proudéni (kdy nedochazi k vymeéné ani pienosu
tepla) idedlniho plynu lze dostat vztah
p=Cp’,

kde C' je konstanta a v = ¢,/c, > 1. Zde je ¢, je mérna tepelna kapacita pii
stalém tlaku, ¢, je mérna tepelna kapacita pii stalém objemu.

V obecnéjsim modelu nez je barotropni proudéni uvazujeme tlak jako
funkci hustoty a entropie: p = f(p,S), kde [ je spojité diferencovatelna
funkce spliujici podminku 0f/dp > 0. Pro idelni plyn mame

p = Cp’exp(S/cy).

Pokud entropie S je konstantni v celém proudovém poli, mluvime o homo-
entropickém proudéni.

Rychlost zvuku a dale definujeme jako

a= /0] ]9

v jednotkach ms~!. Dalsi dtilezitou charakteristikou proudéni kapalin je Ma-

chovo dislo.
M = M
a

Machovo c¢islo je bezrozmérna velicina. Rikame, Ze proudéni je subsonické,
sonické nebo supersonické v bodé z a v c¢ase t, pokud

M(x,t) <1, M(z,t) =1 nebo M(z,t) > 1.

O Machove ¢isle ma vyznam mluvit pouze v pripadé stlacitelného proudéni.

1.2 Pohybové rovnice

1.2.1 Rovnice kontinuity
Rovnice kontinuity je matematickym vyjadienim zakona zachovani hmoty
a lze ji psat ve tvaru

op .. B
% + div(pv) =0, (1.1)

kde p je hustota a v je vektor rychlosti.
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1.2.2 Navierovy-Stokesovy rovnice

Navierovy-Stokesovy rovnice, které jsou matematickym vyjadienim za-
kona zachovani hybnosti, je mozné je vyjadrit takto:

ov; . B op 0 (%, v,
E—l—dlv(pvlv) =pfi o, 8xl()\dlvv —I—Za { I; + 3@)} (1.2)

pro: = 1,2,3 v Qr, kde p je hustota, p je tlak, v; jsou slozky rychlosti, f;
jsou slozky vektoru hustoty vnéjsich objemovych sil (f reprezentuje napf.
gravitacni silu), ¢ je ¢as, A a u jsou koeficienty vazkosti.

Koeficienty A a p jsou v praxi ¢asto brany jako konstanty spliujici 3\ +
2i = 0 pro p > 0. Koeficient p se nazyva dynamicka vazkost. Uvedené
vztahy jsou odvozené napf. v [3].

1.3 Zjednodusujici predpoklady

Uvazujeme-li nevazké proudéni (tedy je-li vazkost tak mald, Ze ji zane-
dbévame), pokladame v Navierovych-Stokesovych rovnicich (1.2) u = A = 0.
Po tpravé dostavame Eulerovy pohybové rovnice:

S+ (verad)v = £ = gradp v Q. (13)

ProtoZe hustota plynii je velmi malé, lze vnéjsi objemové sily f obvykle
zanedbavat. Proto budeme ptedpokladat, ze f = 0. Pokud dale vSechny
veli¢iny popisujici proudéni nezavisi ¢ase ¢ a plati 9/9t = 0, mluvime o
stacionarnim proudéni. Rovnice kontinuity (1.1) méa pak tvar

div(pv) = 0. (1.4)

Pokud je proudéni barotropni, adiabatické a homoentropické, pak lze psat

o\
P =Do <_> ) P > 07 (15)

po\ [P\ P\
a* =7y (—) <—> = ag <—> =7 (1.6)
Po Po Po p



kde veli¢iny s indexem nula odpovidaji rychlosti v = 0.
Polozme ag = \/7po/Y a definujme tlakovou funkci P(p) vztahem

P(p) = /,,: 211—’;',57) dr — va—% - [(%)H - 1] . (1.7)

ProtozZe plati (1/p) gradp = grad P(p) a

(v-grad)v = 1/2|v|* — v x rot v,
dostaneme pohybovou rovnici (1.3) ve tvaru
v X rot v = grad H, (1.8)

kde {
H = P(p)+ §|V|2. (1.9)

Dalsim zjednodusSenim je uvaZovani pouze nevirivého proudéni, tedy prou-
déni takového, Ze malé objemy se pohybuji translacné a deformuji se, ale
nerotuji. Matematicky je to vyjadieno podminkou

rotv=0 v (1.10)

Méame-li tedy nevifivé homoentropické proudéni, pak (1.8) implikuje, Ze
grad H = 0 a tedy, ze H = konstv{. Z (1.7), (1.9) a z H = konst plyne
rovnice pro hustotu ve tvaru

vy—1, 9 ”1T1
0= po (1 - [v| ) . (1.11)
2a2

Tato rovnice je nékdy nazyvana Bernoulliova rovnice pro stlacitelné prou-
déni. Prava strana této rovnice dava smysl pouze pro 0 < |V|2 < ii_?i
Systém popisujici nevirivé nevazké barotropni stlacitelné proudéni nyni tvori
rovnice (1.4), (1.10) a (1.11).

Predpokladejme, Ze je mozné zavést kartézské souradnice x1, xy, 3 tak,
ze vsechny veli¢iny popisujici proudéni jsou funkci 1, z9, proudéni je tedy
zkoumano pouze na  C R? a Ze slozka rychlosti ve sméru osy zs je nu-
lovéa. Pak mluvime o rovinném proudéni. Rovnice kontinuity a podminka
nevirivého proudéni maji pro rovinné proudéni tvar

Opvy  Opug
= Q 1.12
8331 + 8332 0 v ( )
? ov, 0
U1 (%)
— = —= = Q. 1.1
81‘2 (9231 0 v ( 3)



Kapitola 2

Proudova funkce

2.1 Proudova funkce

Uvazujme nevifivé rovinné proudéni popsané rovnicemi (1.12) a (1.13). Na
zékladé rovnice (1.12) zavedeme proudovou funkci u spliujici podminky

Ou _ Ou
33:2 - P 83:1

Pokud existuje proudova funkce u € C?(f2), je rovnice (1.12) automaticky
splnéna. Pokud dosadime podminky (2.1) do rovnice (1.13), ziskdme rovnici
pro proudovou funkci ve tvaru

2
0 (10u
; Fo. (Eax) =0 vQ. (2.2)

Oznacime-li b = 1/p, mame

2
i=1

= —pvy v (2.1)

(b(|Vu|2) a“) —0 v (2.3)

0

2.2 Rovnice pro hustotu stlac¢itelného prou-
déni
Substituci (2.1) do (1.11) ziskame

!
vy—11 v=1
0= po (1 — 3 ? |Vu|2) . (2.4)




Toto je implicitni vyjadfeni hustoty p jako funkce proménné n = |Vu|2 )

Polozime-li

2
-1 2
U:(£>’ V= oon, A= —,
Po 2a505 v—1

dostavame (2.4) ve tvaru
I\
o= (1 — —)
o

Lemma 2.2.1 1) Rowvnice (2.6) ma teSeni o pravé kdyz

1 A
OSM%"ZA—H(%H)-

Pro ¢ = ¥y, existuje prdvé jedno resent

Okr — —)\+1 .

(2.5)

(2.6)

(2.8)

Pokud ¥ € (0,9%,), pak (2.6) md dvé rizné Teseni o1 a oy spliiujici nerov-

nosti 0 < o1 < o < 09 < 1. Pro 9 = 0 mdme jedinné reseni oo = 1.

2) Proudéni je subsonické resp. supersonické rosp. sonické v bodé x € €,

pokud se o(x) rovnd feSenim oy resp. o3 TESP. g

3) Necht M* € (0,1). Pak ezistuje o* € (oy,, 1) takové, Ze Machovo ¢islo M

spliiuge podminku 0 < M < M* prave kdyz o* < o < 1.

Diikaz. Tvrzeni 1) snadno dostaneme ze zavislosti ¢ na o ve (2.6). Déle z

(2.5), (2.6) a (1.6) dostaneme

2 2 1 2 —2(14+1/A
M? = ﬂ — [Vl l(@)v _ |Vu| (ﬁ) e — oL/
Lo

a? p* ai\ p agpg
= \No VA —1).
Z tohoto dtivodu plati
M = \/Xo=V* = 1),

z ¢ehoz snadno plynou tvrzeni 2) a 3).
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]

Pokud je proudéni subsonické v €2, pak zavislost kofene o, rovnice (2.6)
na 9 definuje zavislost hustoty na |Vu|®. ProtoZe feseni (2.6) je nejedno-

RPN 4

za vhodnou pro transonické proudéni v 2. V dalsim se proto omezim pouze
na striktné subsonické proudéni v €2, pro které

0<M< M vQ, (2.9)
kde M* € (0,1), M* = konst.

Lemma 2.2.2 1) Funkce pfitazujici 0 € [0,V,] — o(¥) = 09, kde oy €
[0k, 1] je Tesenim rovnice (2.6), je tridy C*°([0, Yx,]). Ddle 0(0) = 1, o (V) =
Ok, 0 (9) <0 pro 9 € (0,9,) a o' (V) = —o0.

2) Necht M* € (0,1), o* bud konstanta z lemmatu 2.2.1 a ¥* necht spliiuje
podminky o(¥*) = o*, ¥* € (0,9y,). Pak existuje funkce & : [0, +00) —
[0k, 1] s ndsledujicimi vlastnostmi:

a) &[[0,9"] =al[0,"].
b)  Derivace &' je Lipschitzovsky spojitd v [0, +o0].
c) —oo<d(¥)<0 Ve, +oo].

d)  Existuje 0 > Uy, takovd, Ze '(¥) = 0 pro ¥ > 0.

Dukaz.1) plyne z véty o implicitnich funkcich.
2)Funkci ¢ 1ze konstruovat napiiklad jako funkci spliiujici:

e g=0, Ve 0,0
e 5 =o(U)exp (f;’; g(t)dt), Y > 0

o g(t) =o' (V) (t = Vhr), T E [V, U]

g g(t):07 tzﬁkr

Polozime-li




a substituujeme-li b := b(|Vu|?) do (2.3), dostaneme rovnici popisujici striktné
subsonické stlacitelné nevirivé proudéni s Machovym ¢islem M < M* < 1.
Tento vysledek je formulovan v nasledujicim lemmatu.

Lemma 2.2.3 1) Necht funkce vy, vy, p € CH(Q) tvori vesend systému (1.11),
(1.12) a (1.13) v Q a definuje proudéni s Machovym éislem M € [0, M*],
kde M* € (0,1). Necht u je proudovd funkce spliiujici (2.1). Potom u je
Fesenim rovnice (2.3), kde b =b(|Vul®) je ddno v (2.10). Navic

v—1
Y= < 9* Q 2.11
VUl <7 (211)

s 0 z lemmatu (2.2.2).
2) Necht u € C*(Q) je Teseni (2.3) s b z (2.10). Potom

p =0 (|Vul?), (2.12)
_ 1 0u
v = 0 Bxg
_ 1 du
V2= 7 0

gsou proky prostoru C1(Q) a spliugi (1.12) a (1.13). Pokud je navic splnéna
podminka (2.11), plati i (1.11) a funkce p, vy, vy definugi subsonické proudéni
v ) s Machovym cislem M < M*.

Diikaz. Lemma je diisledkem lemmat (2.2.1), (2.2.2) a identit (2.1) a (2.5).
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Kapitola 3

Formulace problému obtékani
izolovaného profilu

3.1 Profil
Definice 3.1.1

o Krivkou v Q nazveme spojité zobrazeni ¢ : [a,b] — Q, kde [a,b] je
uzavreny omezeny interval.

e Kiivka ¢ : [a,b] — € je hladkd, pokud existuje ¢’ (t) # 0 pro véechny
t 2 |a,b].

o Krivka ¢ : [a,b] — Q je po éastech hladka, pokud existuje déleni
a=ay<a <...<a,=>=b k&N tak, Ze p|[a;_1,a;] je hladkd pro
vSechnyi=1,...,k.

o Kiiwka o : [a,b] — Q je uzavrend, pokud p(a) = ¢(b).

o Uzaviend krivka ¢ : [a,b] — Q je jednoduchd, pokud o(t1) # ¢(ls)
pro Vi, ts € [a,b),ty # ts.

Definice 3.1.2 Profilem I' nazveme geometricky obraz uzaviené, jedno-
duché, zdporné orietované kiivky v R? | kterd je hladkd s vijimkou nejvyse
jednoho bodu.

V praktickych aplikacich se predpoklada, Ze bod zy, ve kterém neni kiivka
hladka, se nachazi na odtokové hrané profilu vzhledem k proudici tekutiné.
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20

Obr 3.1.2

3.2 Diferencialni rovnice a okrajové podminky

V této casti uvazujeme pouze rovinné, nevazké, stacionarni, nevirivé, subso-
nické, stlacditelné proudéni, které je popséno rovnici (2.2) (poptipadé rovnici
(2.3) a okrajovymi podminkami.

Predpokladame, Ze € je oblast s hranici 0€2 skladajici se ze dvou disjunkt-
nich jednoduchych uzavienych kiivek I'y (vnéjsi komponenta) a I'y (vnitini
komponenta - profil) viz obrézek 3.2.1.

Lo

C>F

1

Obrazek 3.2.1

Na 02 predepiseme obrajové podminky. Na vnéjsi ¢asti 'y je vhodné
uvazovat smisené Dirichlet-Neumannovy podminky:

ou
I'p = b—| Ty = —Dy. 3.1
U| D = Up, 8n| N N ( )

d/on oznacuje derivaci podle vnéjsi normaly k 02, up a @y jsou dané
funkce, I'y = T'p UT'y a I'p NI = . Piedpokladédme, Ze profil I'; je ne-
propustny. Poté je na profilu proudova funkce u rovna predem neznamé

konstanté ¢;
ul Ty = q. (3.2)
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K urceni této konstanty je tfeba uvazovat vhodné doplnujici podminky. V
pripadé, ze nezname rychlost proudéni okolo profilu, je nutné vybrat ¢, tak,
aby vysledné feseni bylo fyzikalné pripustné, tedy aby byla splnéna Kuttova-
Zukovského podminka ([3], paragraf 2.2.70 a [5]). Pokud je profil I'; hladk4
kiivka, uvazujeme podminku

ou
%(2) - 07

kde z je dany odtokovy bod. Pokud je profil hladky az na jeden bod zq (viz
obrazek 3.1.2), musime ¢, vybrat tak, aby |Vu|? byla omezena v okoli T'y.

3.3 Zukovského profil

Zukovského funkce je funkce

2= (o) -

kde ¥ € S (S = CU{o0}), a € (0,00). Funkce Z je racionélni a holomorfni
v C — {0}. Body 0 a oo jsou jednoduché pély Zukovského fukce. Z ma
nasledujici vlastnosti:

o Z(S)=S8, Z(¥,) = Z(9,) pouze kdyz ¥; = U5 nebo 9, = a?/0,.

e Fuknce Z je prostd na mnoziné M C Z, ktera neobsahuje zadnou
z dvojic ¥, = ¥y a ) = a?/¥,. Je-li mnozina M oteviend je Z|M
konformni zobrazeni.

Zukovského funkce se pouziva ke konstrukei Zukovského profilu. Mé&jme kruh
K(h,a) se stiedem ih a prochazejici body —a, a, kde h € [0, co|. Dale necht
kruh M se dotykd kruhu K v bodé a a spliiuje Int K'(h,a) C IntM U {a}.
Mnozinu Z(M) nazgvame Zukovského profil. Zukovského profil je obrazem
jednoduché uzaviené kiivky a je zavilsy na parametrech h, a a na vzdalenosti
stfedtt kruhtt K a M.

Zukovského profil se jiz v letectvi pro konstrukei kiidel nepouziva. Kviili
moznosti ziskat pro Zukovského profil presné feseni (metodou funkci kom-
plexni proménné) se tento profil pouziva pro testovani numerickych metod.
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Kapitola 4

Numerickeé reseni

4.1 Metoda koneénych prvkii

4.1.1 Formulace problému

Klasické Teseni problému obtékani profilu je definovano jako funkce u €
C?(2) a konstanta ¢ splitujici (2.3), (3.1) a odtokovou podminku.

'y

Iy . [y

I’y

Uvazujme 02 rozdélenou stejné jako na obrazku. Na I'y, '3 a Iy uvazujeme
Dirichletovu okrajovou podminku u|I'; = wu;, ¢ = 1,3,4. Na I's uvazujme

Neumannovu okrajovou podminku bg—:ﬂ I'y = —®y. Na ['s mame podminku
u|Ts = q1. Ozna¢me I'p = |J T}.
i=1,3,4
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4.1.2 Variacéni formulace

Rovnici (2.3) miiZeme psat ve tvaru
div(b(|Vu |*) Vu) = 0. (4.1)
Definujeme prostor testovacich funkei
V={pe " (Q);¢lp=0,¢T5=0}. (4.2)

Rovnici (4.1) nyni vynasobime libovolnou funkeci ¢ € V', zintegrujeme pies
Q) a pouzijeme Greenovu vétu:

2
0 ou

0= /div (b(|Vul]?)Vu :/ E (b )gpdx =
J )= ox; ox;

2. Ou dp 2. Ou
- / Zb So 50+ / Zba—xinigodS. (4.3)
Q =1 50 =1
Protoze
S,
or; ' On
—1
* 9
u
b%l PQ - _q)]\h
dostavame
ou Oy
/ > b o, 9m. / Py dS, (4.4)
Q =1 Iy
tedy
/b(|Vu|2) Vu ch:/CDNgodS, Ve Q. (4.5)
Q T'a
Definujme nyni fukcionaly
a(u, p) = /b(|Vu|2) Vu - Vedz, (4.6)
Q
L(p) = /@NgodS. (4.7)

T2
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Rovnici (4.5) miiZeme psat ve tvaru
a(u, p) = L(p)Vp € V. (4.8)

Zavedme fuknci u* € C%(Q) s témito vlastnostmi:

u*|T5 =0 (4.10)
ou*
5 (20) =0, (4.11)

kde 0/0n je derivace ve sméru osy o v bodé zg, a prostor

V= {gp € C*(Q); ¢|T'p = 0, p|I's = konst, g—g(zo) = 0} : (4.12)

Vidime, 7e u —u* € V a tedy u = u* + v, kde v € V.
7 predchoziho vidime, ze je-li u klasické feseni problému definovaného v
4.1.1, splnuje téz podminky

u € C*(Q), (4.13)
u—uev, (4.14)
a(u, ) = L(p) Vo€V, (4.15)

Nagim cilem bude Tesit tento problém metodou koneénych prvki.

4.2 Diskretizace problému

Oblast €2 aproximujme pomoci oblasti €2, s po ¢astech linearni hranici 0€2,,
kde vrcholy (body déleni z definice (3.11)) lez na hranici 9Q. Casti apro-
ximované hranice znac¢ime I'p =~ I'pp, I's = I'sy, a I'y &~ I'y,. Vytvoriime
triangulaci 7;, oblasti €. 7;, se zklada z kone¢ného poctu uzavienych troj-
thelniki 7' s néasledujicimi vlastnostmi (viz [6], paragraf 4.1. nebo [5]):

L ﬁh = U Ta
e jestlize Ty, Ty € Tp,, Ty # Ty, pak bud T} NTy # 0 nebo Ty N'Ty je
spole¢ny vrchol trojihelnikt 77, 75 nebo T} N 15 je spoleéna hrana

téchto trojuhelniki.
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Ozna¢éme o, = {P,..., Py} mnoZinu vSech vrcholt v 7. Predpoklé-
dame Ze 05, ma tyto vlastnosti:

e Uy Cﬁh, op, N Oy, C 0L,

e priseciky c¢asti hranice 2 s riznymi okrajovymi podminkami jsou
prvky oy,

e body, v nichz neni hranice 2 hladka, jsou prvky oy,

e bod 2z lezici na ostré odtokové hrané profilu je prvkem o;, a existuje
trojuhelnik 7' s vrcholy P, = zy, P, € o, takovy, Ze strana
S = P,P, € 0T méa smér osy « v bodé z.

Piiblizné feseni problému bude hledano v prostoru konformnich linear-
nich prvku

X, = {cph € C(Q)n; on|T je linearni VT € Ty, } (4.16)
a prostor V' testovacich funkei (4.2) budeme aproximovat pomoci
Vi = {on € Xn;onll'pn = 0, 04|l'sp, = 0} . (4.17)
Prostor V definovany v (4.12) aproximujeme
Vi = {on € Xn;enlTpn = 0, 0n|Tsn = konst, ¢n(20) = @n(F)}.  (4.18)

Zavedme fuknci uj € X, s témito vlastnostmi:

wi(P) = up(P) VP E oy, (4.19)
wl|Tsp, = 0, (4.20)
u(Py) = 0. (4.21)

4.2.1 Priblizné resSeni

Hledame piiblizné feseni uy, : ), — R spliujici

up € Xy, (4.22)
up — uj, € Vi, (4.23)
an(un, on) = Ln(en)  Vipn € Vi (4.24)
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Funkciondly (4.6), (4.7) maji své diskrétni tvary

an(un, on) = / b(|Vup|*) Vur Vi, (4.25)
Qn
Lu(en) = /(I)NhSOhdS, (4.26)
Ton

Kde @y, je aproximace funkce @ .

4.2.2 Reseni diskrétniho problému

V prostoru X, existuje baze {w}, spliujici
wi(Pj) :51'3'7 Z,j = 1,...,N.
Jestlize ¢y, € X}, pak

on =2 en(P) wi (4.27)

V prostoru V, existuje baze {w*},, kde jsou w; € X}, piifazeny vrcholim
Py € o, N (Q, UTyy,), tedy n je pocet prvkia mnoziny oj, N (€2, U Tp).

Na prostoru Vj, definujeme bazi {&*}, P € o, N (Q, UTy, UTsy), pro
kterou plati
a) Wf =w! proi=1,...,n takové, ze P; € o, N (), UT9, UT5,)
b) O = 2 peoun(ipaiurss) Pro Fi = Fo. )

Piiblizné feseni lze zapsat ve tvaru u, = uj + wy, wy € V, kde funkce
wy, miZeme zapsat ve tvaru w, = .., wpw;. Dostdvdme tak vyjadieni
priblizného FeSeni ve tvaru

n
up = uy, + g W] .
i=1

4.3 Nespojita Galerkinova metoda

Metodu koneénych prvkii pro stlacitelné proudéni budeme srovnavat s ne-
spojitou Galerkinovou metodou popsanou napf. v [1], [2], [7]:
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4.3.1 Spojity problém

Eulerovy rovnice popisujici rovinné nevazké proudéni mohou byt psany ve
tvaru ([6])

oW o= Of (W)
Ei; . v Qr = Q% (0,7), (4.28)
kde
W= (wla s 7w4)T = (p7 pPU1, PU2, E)T (429)

je takzvany stavovy vektor a
fs(w) = (pvsv PUsUL + 531])7 PUsV2 + 532])7 (E +p) US)T (430)

jsou nevazké toky. F je celkova enrergie a dg je Kroneckerovo delta. Stavova
rovnice implikuje
p=(y—1)(E~plv[/2). (4.31)

Uvazujeme pocatecni podminku
w(x,0) =w'(z), z€Q, (4.32)

a okrajové podminky. Definujeme matici

P(w,n) =Y Ay (w)n,, (4.33)

s=1
kde n = (ny,ny) € R?, ni+n3=1a
Dfy(w)
A = =12 4.34
(w) =25 (130

jsou Jakobiho matice zobrazeni f;. Je mozné ukazat, ze plati

fi(w) = As(w)w, s=1,2. (4.35)

4.3.2 Diskrétni problém

Necht €, je aproximace ) stejnd jako v metodé kone¢nych prvki. Jako
7, oznacime triangulaci €, skladajici se z trojuhelnika K; € 7, i € I(I C
{0,1,2...} je vhodna indexovd mnozina). Jako I';; oznac¢ime spole¢nou hranu
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mezi elementy K;, K;. Pro kazdy trojuhelnik K; ozna¢ime S(i) mnozinu in-
dexi1 takovych, zZe
L T (4.36)

Jjes@)
Symbol n;; = ((n;),, (ni;),) oznacuje normalu k OK; na hrané I';;. Jako hg,
oznac¢ime primér elementu K;, |K;| oznacuje obsah K;.
Priblizné feseni bude hledano v kazdém casovém okamziku jako prvek
koneéné dimenzionalniho prostoru

Sy =S"Y W, Tp) = {v;v|g € PI(K)VK €T},

kde r > 0 je celé ¢islo a P"(K) oznacuje prostor vSech polynomii na K
stupné < 7. Funkce v € S, jsou obecné nespojité na hranicich I';;.Jako v|p,,
a v|p,, oznac¢ime hodnoty v na I'y; uvazované z vnitiku, respektive z vnéjsku
Ki.

K odvozeni diskrétni fomulace problému vynasobime (4.28) testovaci
funkci ¢ € 9}, integrujeme pres kazdy element K;, i € I, aplikujeme Gree-
novu vétu a seCteme pies vsechny ¢ € I. Poté aproximujeme toky pfes strany
I';; pomoci numerického toku H = H(u, w,n) ve formé

/ Z f nzj)s . QOdS ~ / H(Wh(t)|FijaWh(t)|Fji7 Ill'j) . gOdS
Fij

ZJel

Daéle uvazujeme déleni 0 = t; < t; < ty... ¢asového intervalu (0,7)
a ozgnacime 7, = g1 — ti. Pouzivame oznaceni W,Ii pro pro bliblizné te-
Seni v Case t;. Pouzitim explicitni casové diskretizace bychom v dusledku
podminky stabilty museli uvazovat 0 < 7, < 1. Pouzitim implicitniho sché-
matu bychom dostali silné nelinearni algebraicky systém. Uvazujeme proto
semi-implicitni ¢asovou diskretizaci. S pouzitim homogenity tokt f; a s Vi-
jayasundaramovym numerickym tokem muizeme odvodit formu formu

b (wiy, Wit soh) (4.37)

= — Z / ZA wh(x))wi T (x) - @ggf;(SX) dx

KeTy,

+ Z Z/ P+ Wh m?nw)whﬂﬁu

K;€Ty jeS(i)
+ P~ (<Wh>1j’n1]) i |sz'] ' SOhdS'
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Zde (wy)ij = (W, + Wilr,,)/2 a P¥ = P*(w,n) oznacuje kladnou, resp.
zapornou ¢ast matice P(w,n). Forma b, je linedrni vzhledem ke druhé a
tfeti proménné. Oznacime (u,v), = th u - vdzr a zavedeme nasledujici
semi-implicitni schéma:

Pro kazdé k > 0 hledame w '™ tak, Ze

a) witt e S, (4.38)
k1 k
w, T —w
b) (hTh7S0h> + (Wi, Wit on) =0, Vor € Sp, k=0,1,..,
h
c) wi = II,w" = S;, — interpolace w".

Prechod mezi ¢asovymi kroky je realizovan pomoci feseni soustavy linearnich
rovnic.

Pokud I';; (= T'j;) C 08, je t¥eba uréit stav Wzlpji na zakladé okrajovych
podminek. V préci [7], paragraf 4, je popsana realizace okrajovych podminek
umoznujicich numerické feseni proudéni s velkym rozsahem Machova disla.
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Kapitola 5

Vysledky

K testovani numerickych metod byl zvolen Zukovského profil s parametry
a =6, h = 0.5, A = 5. Uvazujeme nulovy nabézny thel. Pro feseni problému
metodou koneénych prvki jsem pouZival program popsany v [4], program
vytvoril triangulaci, vypodital proudovou funkci a rychlost ve vrcholech troj-
thelnikti. Maximélni velikost rychlosti je |b| = 58,312300. Minimum Ma-
chova ¢isla je 0,035995, maximum je 0,177087. Na vstupu (komponenta I'y)
je hodnota Machova ¢isla ptiblizné 0,127. Ziskané vysledky jsou srovnany s
vypolty obsaZenymi v praci [7].

Zo :
N

SENRRRRRE

Obrazek 5.1: Triangulace vypocetni oblasti pro metodu koneénych prvkt
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Obrazek 5.3: Graf proudnic, metoda konec¢nych prvkti
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Obrazek 5.4: Rozdéleni rychlosti podél profilu, metoda kone¢nych prvki
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Obrazek 5.5: Rozdéleni rychlosti podél profilu, —— - nespojita

Galerkinova metoda, o - presné FeSeni nestlacitelného proudéni
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Obrazek 5.6: Proudnice ziskané nespojitou Galerkinovou metodou

Visledky jsou kvalitativné stejné pro metodu koneénych prvki i pro nespo-
jitou Galerkinovu metodu. Narozdil od metody kone¢nych prvki aplikované
na formulaci pomoci proudové funkce, ktera je pouzitelnd pouze pro reseni
subsonického, nevifivého, stacionarniho proudéni, je mozné pomoci nespo-
jité Galerkinovy metody pro feseni Eulerovych rovnic modelovat i zavifené,
nestacionarni, transonické proudéni. Jeji realizace je ale podstatné slozitéjsi.
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