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1 Uvod

Tato bakalarska praca sluzi ako uziveka prirdka k programu Derivacia. Program je
primarne uweny na kreslenie grafov funkcii jednej realnej peamej. To vSak nieje jediné&y
program dokaze. Okrem kreslenia funkcii programadeki funkcie derivowaa do istej
miery, v pripade, Ze je to mozné, aj zjednodludrogram podporuje vSetky zakladné funkcie,
konsStanty ako Eulerovo a Rudolfovéislo a umo#uje pouZitie parametrov. Nedielnou
sitag’ou programu je i kontrola syntaktickej spravnoatianej funkcie a moznpgaastavenia

zobrazenegfasti grafu.

Program, rovnako ako tato praca, j€amy hlavne pre laikov a Studentov strednych
aciastane i zakladnych Skol. Nie pre Studentay, dokonca vydujucich Matematicko-
fyzikalnej fakulty alebo podobne zameranej vysaiely. Z tohoto dévodu su v praciliei
podrobne vysvetlené jednotlivé terminy, rieSenéblgmmy i postupy ich rieSenia. Cmmn
programu a tejto prace je oboznamenie uzlieates jednotlivymi matematickymi funkciami
a ozrejmf’ im vztah medzi priebehom funkcie a priebehom jej dereaZitohoto dévodu su
v praci rovnako podrobne vysvetlené jednotlivé feym rieSené problémy i postup ich

rieSenia.

Napriek tomu, Ze program a nasledne tato pracacginé pre Studentov strednych Skal,
predsalen predpoklada znalosiektorych zakladnych vedomosti. Pre zakladné paumie
programu Derivacia stg aby uzivaté mal predstavw;o je to funkcia, jej spravny zapis, graf
funkcie popripade parametre funkcie. Pre plné ppehi@ tejto prace vSak autor predpoklada
aspa zakladnu znalaspojmov suavisiacich s programovanim a algoritmaBez d’alSieho
vysvetlenia budld uvedené pojmy ako program, algos, premenn&asova zlozitas
algoritmov, rekurzia @alSie. Medzi dalSimi vyrazmi, ktoré su vtexte pouZzité bez
predchadzajucej definicie, su vyrazy ako operabperand,¢i bindrne a unarne operacie.
Citate’ by mal rovnako pozma ¢o je to priorita operatorov a navyse i pozrariority
jednotlivych operatorov a matematickych funkciieT$u dbélezité hlavne na pochopenie

algoritmu na prevod medzi infixovym a postfixovy@@pisom vyrazu.



Praca je rozdelena na dve zakladméti. Cag’ teoreticki a praktickd. V prvej, teda
teoretickejcasti sa zoznamime so zakladnymi pojmami suvisiasiaritmetickymi vyrazmi a
ukazeme si rézne spdsoby ich zapisu spolu sichodatmi a nevyhodami. Zaroke
si popiSeme najpouzivanejSie datoveé Struktury, panZ na reprezentaciu dat \Cpedi,
rovnako ako niektor&asto pouzivané algoritmy, ako napriklad prevod méufzxovym
a postfixovym zapisom. Vasti venovanej derivacii sa zameriame na vysvetlesamotného
pojmu, ¢o pre funkciu znamena, ak v bode ma derivaciu,&ee si niekiko moznosti
praktického vyuzitia derivacie. ¥asti venovanej zjednodusSovaniu vyrazov sa zamerigane
porovnanie vysledkov, ktoré nam poskytnecips s tymi, ktoré sme schopni dosiakinu

samostatne.

V jednej z poslednych kapitol si prestavime progrBerivacia, ukazeme si spésob
ovladania, moznosti nastaveni a vysvetlime si funkednotlivych tl&itok a zaSkrtavacich
boxov v programe. \falSej kapitole sa zameriame na algoritmy pouZzité riegenie
problémov v tomto programe, ktorécntmeme v prvefasti. Pri kazdom algoritme uvedieme
jeho Specialne funkcie pouziva a vysvetlim@&m je lepSi nez prislusny obecny algoritmus.

Nebudud chybéani praktické ukazky programu, ktoré demonstrugZnosti jeho pouZitia.



2 Reprezentacia aritmetickeho vyrazu

Pojem Aritmeticky vyraz mozeme bwe definové ako syntakticky spravne zapisanu
postupno$ funkcii, cisel a zétvoriek, ktor0 méZzeme vyhodriot ako vysledok ziskKa
(v naSom pripade) realgéslo. Aritmetické vyrazy vSak mozu obsahtveelen samotnéisla
ale aj rézne konsStanty (ako priklad uvediem Kkorigtam a ) a premenné. Povolenie
premennych v aritmetickom vyraze ma za nasledokpizepokuse o jeho vyhodnotenie
nemusime vzdy dospieku konkrétnemuwislu. V takomto pripade sa uUloha rieBaemeni

a jeho snahou je vyrao najviac zjednodusi

ESte pred tym, ako sa budeme venorgprezentacii aritmetického vyrazu naipati,
budeme sa venovaspbsobu zapisu obecne. Jednotlivé typy zapisu edzinmsebou liSia
poradim operandov a operatorov. Potioho v akom poradi ich zapisujeme delime zapis na
clovekom najastejSie pouzivany infixovy, postfixovy a prefixovyapis vyrazu.

V prefixovom tvare zapisu ako prvy zapisujeme ofmgraa aZz potom operandy. Naopak
v postfixovom zapise najskér zapiSeme operandy @@tbm nasleduje operator. Ani
v jednom z tychto dvoch zapisov nieje Ziadne rdzdiedzi zapisom unarnych a binarnych
operacii. Ina situacia je v infixovom zapise, kdeu binarnych operacii operator zapisany
medzi operandami a u unarnych operacii je porageraborov a operandov rovnaké ako
u prefixového zapisu. Na prvy piiad je zrejme, Ze prefixovy a postfixovy zapis sasetia
vel'mi neliSia a jeden moZzno previesa druhy jeho Uplnym obratenim. Je vSak nutné&igSet
jednu makkos’. Po obréateni postfixového vyrazu dostaneme prefixivar s obratenym
poradim operandov. VyrieSenie tohoto problému akviemalo rolivazné problémy. Je ale
potrebné n&a pamatd. V dalSom texte sa preto budeme zametiavd iba na v praxi

pouzivanejsi postfixovy tvar.

Kazdy spdsob zapisu méa svoje vyhody aj nevyhodyn&me vyhodami a nevyhodami
.fucne* pouzivaného infixu. Medzi vyznamnécitie patri mnozstvo ,grafickych vylepseni*
ktoré robia zapis préadnejSi. NajastejSie pozivane su zlomky a exponenty mocningkto
piSeme v podobe horného indexu. K pesmosti textu uiite prispieva iSpecialny zapis
odmocniny, kedy miesto sqrt(x) piSente. V pripade postfixu / prefixu pravdepodobne tou
najvyznamnejSou vyhodou je, Ze vtomto druhu zapisel su potrebné zatvorky ako

v infixovom zapise. Naopak za nevyhodu musime povaznutnos oddelt’ od seba unarne



a binarne operatory plus a minus. Ako minus mézekisto oznait, Ze minimalne na prvy
pol’ad tento zapis vyzera Kmi nepreliadne a jeha@itanie spoiatku méze spéatku ¢init’

mierne problémy.

Na paitaci m6zeme aritmeticky vyraz reprezentéwdvoma zakladnymi Struktdrami.
Tou prvou je jednorozmerné pole, popripade spomanam. Tou druhou je binarny strom,
kde vyuzivame faktu, Ze vSetky operacie sd’ thinarne alebo dokonca unarne. Vrcholy
binarneho stromu budeme roZdea’ na dva typy. Prvym su listy. Ich zakladn& vlastnjas
Ze nemaju ziadnych potomkov. Z tohto dévodu satedh stromu nachadzaju operandy, teda
¢isla, premenné, konsStanty a parametre. Naopak wuatokmych vrcholoch stromu sa
nachadzaju operatory vyrazu. Vyhodou reprezentagieazu pomocou stromu oproti
infixovému zapisu je, Ze rovnako ako v postfixovamrefixom zapise vyrazu nie su potrebné
zatvorky. Oproti postfixovému zapisu vSak nepotjelauni Ziadne Specialne znaky pre unarne
operacie plus a minus. Na rozdiel od spominanydthilye jeho zapis vyrazne piehinejSi
a na prvy potfed je zrejmég¢o k ¢omu patri. Za Witd nevyhodu mozno povazofaze jeho
zapis zaberad pomerne @emiesta, a to najma pri komplikovanejSich vyrazdgbvyhoda
urcite je aj vysSSiatasova nartnos’ vyhodnotenia vyrazu na pivaci, ktora je u stromu N *

logz N, kde N reprezentujelizku vstupného vyrazu.

Pravdepodobne najydou vyhodou stromu je jeho rekurzivna Struktirad fam
umo#iuje vyraz na pétci velmi efektivne vgislit. Aritmeticky vyraz je pomocou stromu
reprezentovany nasledovne. Vypb z&ina u koréa. Ak koraéi obsahuje operand, tak
algoritmus koxi a vysledok je prave tato hodnota. V &pam pripade sa rovnaky postup
aplikuje na oboch podstromoch (kazdy podstrom jmostatny bindrny strom), ktoré sa
samostatne vyhodnotia a kae vratia iba svoju vyslednt hodnotu. Po ziskaniledku
z oboch podstromov (v pripade, Ze sa jedna o ur@pataciu iba jedného) je postup rovnaky
ako v pripade postfixového tvaru zapisu. Na obdedky aplikujeme prislusny operator
a vysledok vratime ako vysledok celého stromu. amte, Ze sme sa nachadzali v uzle, iba
vratime hodnotu. \@alSom texte sa kvdli podobnosti binarnych stromgestfixového tvaru
budeme venowauz iba postfixovému zapisu a jeho porovnaniu spisoén infixovym,
efektivitou algoritmov a nakoniec aj prevodmi medzmi. Najskor vSak mala ukazka

reprezentacie vyrazu pomocou spominanych sposaijnsw



Priklad ¢. 1 na nasledujuicom vyraze si ukazeme rozdiely medfixovym

a postfixovym zapisom a nasledne vysvetlime moZzsfyp ich rieSenia na pivaci.

infixovy zapis: logz ((2/3 +3/4)*12+5*(-3) + (2,5*3-5/2)5*30)
prefixovy zapis: log+*30/5-/25*325+*@35*12+/4323
postfixovy zapis: 23/34/+12*53 @ *+2,53*52/-5/30+log;

binarny strom:

Vysledkom tohoto vyrazu je&islo 5. V postfixovom zapise pozornéltdate’a iste
zaujme znak @. Jedna sa o Specialny znak reprgzeintinarne minus. Keby sme ho od
binarneho nerozlisili pravdepodobne by sa nam skglawyraz 5 3 — by bol vyhodnoteny ako

5 — 3,60 nechceme.

Spomenuli sme vyhody postfixového zépisu, popripadpisu pomocou binarneho
stromu oproti zapisu infixovému. V prechadzajucodstavci sme ale nenasli jednulne
ddlezita vyhodu. Tou je rychlésryhodnocovania na géaci, ktora je vyrazne vysSia ako pri
vyhodnocovani vyrazu pouzivajuceho infixovy zagiétover sa jedna o hlavny dévod, pce
sa pri spracovavani na i pouziva skor postfixovy tvar zapisu. Pomer mediZzkou
operadnov a operacii afom operacii ktoré musi pita¢ vykona’ na jeho vyhodnotenie je

kvadraticky, oproti linearnemu u zapisu postfixowéh

Postup pri vyhodnoteni infixového tvaru je naslédujProgram najskor najde operator
S najnizSou prioritou (v tomto pripade je to operat) a nasledne vyraz rozdeli nadaisti.
Cag’ nd’avo od operatora, samotny operataag’ napravo od neho. Obgsti, teda prvu
a tretiu samostatne vyhodnoti a na vysledok amikuedtym najdeny operator. Toto plati

u binarnej operacie. V pripade Ze sa jedna o oper&warnu je postup Veni podobny. Je



dolezité, aby sme si uvedomili, Ze pri tomto postsp mbze staa pravdepodobne aj stane,
Ze niektorécasti vyrazu budeme pr&ddava niekd’kokrat. VSimnime si, Ze po prvom
rozdeleni nasho vyrazu Javacags’ takmer rovnako dlha ako pdvodny vyraz, a pretprsa

d’alSom najblizSom lladani operatora s najnizsou prioritou topéejde takmer cely povodny

vyraz. Tym sa celkova doba vyhodnocovania ztryeopredii.

Oproti tomu postfixovy zdapis je napisany presne akoin poradi, ako sa ma
vyhodnocové. Program teda ako prvédita cisla 2 a 3. Tie si zapamatd, presnejSie uloZi na
vrch zasobniku. K& nasledne narazi na operator delenia vyzdvihnégolmiku 2 naposledy
ulozenécisla, vyhodnoti vyraz a vyslediéslo vrati spé na vrch zasobniku. Dany vyraz je
preto nutné prejsiba jedenkrat. Zarowgje dany postup menej néry na pamé Niektorych
Citate’'ov by mohlo napadnil Ze vyhodnotenie vyrazu nemdZetbgre dnedSné pitace
problém. To je minimalnéiastaine pravda. Situacia sa zmeni, ak sa snazimé najsiklad
korene rovnice, alebo nakrastiraf funkcie. V tychto pripadoch je potrebné Wjpar’ vel’kée
mnozstvo hodndt, mdze bytasovy rozdiel uz nezanedbig. Pri komplikovanejSich
funkciach moéZe Wy pomer aj niektko sekdnd oproti niek&ym hodinam. Ostava nam

vyrieSit’ eSte jeden podproblém vyhodnocovania vyrazu.

Tym je prevod medzi infixom a postfixom. Ten je eifity, pretoZe w&ina uzivatbov
pravdepodobne nebude ochotna zadamaaz v postfixovom tvare a ako sme sa presiied
v predchadzajucom odstavci, vyhodnocovanie vyramfixovom tvare jecasovo vyrazne
naranejSie. V pripade zjednoduSenia vyrazov budeme epot@ navySe eSte jeden
algoritmus, a to prevod z postfixového zapisu ¢ jmfixovej formy. Dova’ je rovnaky ako
v predchadzajucom pripade. Tento prevod by sme&eaukicelico najrychlejsi, ideélne na
jeden prechod vstupu. V pripade, Ze by bol prevadli§ gppomaly, mohlo by sa gstaze ¢as
ktory sme usSetrili na vyhodnoteni vyrazu v postfiggatime jeho prevodom. Tento problém
sa c¢iastane eliminuje v pripade, Kesa snazime o vyhodnotenie funkcie, a teda od&sfpo
vel’kého mnoZstva vyrazov. Vyraz na postfixovy tvarvedieme iba jeden krat naczatku
programu a na samotné vyhodnocovanie vyrazu bugeagva’ postfixovy tvar vyrazu.

Strikne si popiSme postup takéhoto prevodu. N&atku celého programu musime
rozlisit unarne minus od binarneho. Jednou z moZznosti @ko dosiahntl je prejs cely
vyraz a ak narazime na minus a tesne pred nimlbet zatvorka, zmenime tento znak na

nejaky Specialny ozgajuci unarne minus. Vhodny kandidat méze& bgpriklad @. Rovnako
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sa snazime o odstranenie unarneho plus. V tompagei mame pracu zjednodusenu o to, Ze
samotné unarne plus je zbyme, a preto ho sfkdnym svedomim mézeme zmézdri
prevode budeme pouZi/geden pomocny zasobnik. Vysledny postfixovy vyibazdleme mé
rovnako ako vstupny infixovy ulozeny v poli. Postepbudeme spracovavastupny vyraz.
Vzdy n&itame jeden operand alebo operator. V zavislostitora, co v danom kroku

naitame, postupujeméalej. Tymi moznogami su:

1) Na vstupe je operand. Jedna sa o najjednodpehpEd, kedy jedind naSa akcia je

pridanie tohto operandu na koniec vznikajuceho aomn

2) Na vstupe je operator. Najskoér zo zasobnika nghee vSetky operatory s rovnakou
alebo vySSou prioritou a priddme ich na koniec iaa@ho sa postfixu. Nasledne tento
operator ulozime na vrchol zasobnika operatorovtoNao mieste je dobré si pripomenhide
unarne operatory (napriklad goniometrické funkerggju vysSiu prioritu ako binarne (+,-
00

3) Na vstupe j#ava zatvorka. VloZzime ju na vrchol zasobniku.

4) Na vstupe je prava zatvorka. Zo zasobnika pastugloberame vSetky operatory
a nasledne ich pridavame na koniec postfixu. Tkojeae az kym nenarazimedwalavu
zatvorku alebo na dno zasobniku. V prvom pripadstradime zatvorku zo zasobniku,
v druhom ukotiime algoritmus, pretoZe sme prave detekovali chylzd¢vorkovany vstupny

vyraz.

Po spracovani celého vyrazu vyprazdnime zvySoklmdka a pridame ho na koniec
vysledného postfixu. V pripade, Ze saom nachadzaju eSte nejaké zatvorky,top@zeme
vstupny vyraz prehlasiza nespravne uzatvorkovany a teda chybny. Kongréteoriek nieje
jediny druh kontroly vstupu. SpomeddialSich spomeniem testovanié, posledny ¢len
vyrazu je operand (infixovy vyraz sa nemo6ze didroperatorom), aleba@i v zapisecisla

nepouzivame bodku namiesiarky, popripade€i sme v¢isle omylom nezadali dwaarky.

Nakoniec tejto¢asti venovanej reprezentacii aritmetického vyraaupcitaci si eSte
v strienosti ukdZzeme prevod z postfixového zépisu na zagigovy. Ten je potrebny

v pripade, Ze sme sa vyraz pokusili zjednadasiysledny vyraz vypisana obrazovku. Praca
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je jednoduchSia aj z toho pidu, Ze tento krat sa nemusime starayntaktickl spravnés
vstupného vyrazu. Stény postup je nasledovny. Pri prechddzame postfixaapis
a postupne ho spracovavame. Tento krat si dokonstaime s jednym zasobnikom.

V zavislosti na tom¢o v danom kroku natame, postupujemdalej. Tymi moznotami su:

1) Na vstupe je operand. V tom pripade iba pridamek na vrchol zasobnika

2) Na vstupe je unarne minus. Vyberieme vrchol md@ spolu s jeho prioritou. Ak
nou je + alebo, vyraz obalime do zatvoriek. Nasledlme&iatok vyrazu priddme operator —

a upravime prioritu.

3) Na vstupe je nejaky iny unarny operator. Preth&® operatory maju najvyssiu
prioritu, nemdze sa staze by vyraz v zasobniku mal prioritu vySSiu. Bpsfe preto vzdy
rovnaky. Vyberieme vrchol zasobnika, vyraz obalthoezatvoriek a dany operator pridame

na z&iatok vyrazu. Ani tento krat nezabudneme nastpxioritu.

4) Na vstupe je binarny operator. Tento krat vydrarizo zasobnika hdedva prvky.
U oboch zistime ich prioritu. Ak je pri u niektokélz nich priorita nizSia ako u pridavaného
operatora, vyraz zabalime do zatvoriek. Na vrchadobnika vloZime uz iba jeden vyraz,
ktory je spojenim spominanych dvoch s operatoromrosiged. Rovnako ako

v predchadzajucich dvoch pripadoch nezabudnemavwvi@&ptioritu.

Na konci algoritmu budeme ma zasobniku iba jeden prvok, ktory bude repreaetto
nami Ziadany infixovy zapis vyrazu. V pripade, aessazime o prevedenie vyrazu, u ktorého
si nie sme isti syntaktickou spravidos vstupného postinfixového tvaru, musime pathéja
na kontrolu udajov. Asi najddlezitejSie je kontnadd ¢i pri snahe o vybratie zasobnika nie je
zasobnik prazdny. Tato snaha by okamzite spOsolgifaedvidattné chovanie programu
a pravdepodobne aj jeho pad. Rozumna bude i kanttibha konci programu je zasobnik
skutaine iba jeden prvok. Ak by mal prvkov viac, nutnetbyznamenalo, Ze vstupny vyraz

bol syntakticky nespravny.
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3 Derivacia funkcie jednej realnej premennej

V tejto casti sa budeme venavaerivovaniu funkcii jednej realnej premennej. RegSie
povedané sa jedna o derivovanie symbolické. V kigpga zameriame napriklad na to, aky je
vyznam derivécii¢i aky je rozdiel medzi analytickym a symbolickynridevanim. Skér ako
pristupime k vlastnej definicii pojmu derivaciazpme sa na obrazok 1. Na krivke y = f(x) je
pevne zvoleny bod A[x0, f(x0)]. ,Kusok® od neho sivome bod B[x, f(x)].

Se&nicu AB vyjadrime v smernicovom tvare ako priamka=yks - X + q ma smernicu

ks=tga = M Limitnym prechodom (tj. bod B zvolime neka@ne blizko bodu A) sa
X-X,
se&nica zmeni na dotyicu, pre ktord je smernica & lim M
X - X,
fy y=1(x)
/(@) g
f(g;ri_ A 7 e’
s z
Ty x

Definicia: Ozna&me f realnu funkciu apgmnejakylubovd’ny ale pevny bod na realnej ose. Ak
existuje vlastna limita
, . f(x)— f(x
=l 1)
nazveme tato limitu (vlastnou) derivaciou funkciebade ¥ a ozna&ujeme ju ().
V ostatnych pripadoch, tj. limita sa rovnéo,talebo neexistuje, hovorime, Ze funkcia f

derivaciu v bode xnema.

V pripade, Ze funkcia ma v bode ®erivaciu, hovorime, Ze funkcia f je v bodg x
diferencovaténd. Funkcia je diferencovdtg na intervalu I, ak je diferencovat@ v kazdom
bode tohoto intervalu. Ak je dana funkcia diferevate’na na nejakom intervalu, mézeme na
tomto intervalu definov&funkciu, ktora je v kazdom bode tohoto intervadwrra prislusnej
derivacii. Takd funkcia sa potom ozuoge jednoducho ako derivacia funkcie f. Derivaciou
diferencovaténej funkcie je teda o&unkcia, ktora navySe moze thtiez diferencovaiaa.
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Derivaciu derivacie funkcie nazyvame druha deri@aderivaciu druhej derivacie tiau
derivaciou af’. Tieto derivacie vysSich radov sa obvykle azjpa f'(x), f”'(x), pre eSte vysSie
rady potom skoér f(3)(x), f(4)(x) dt

ESte jedna poznamka na okraj. Historické defimigi@drovali derivaciu ako pomer, v
akom rast nejakej premennej y odpoveda zmene reejgnnej X, na ktorej ma ona premenna
nejaku funknu zavislog. Behom vyvoja matematiky sa intuitivha predstawekome&ne
malych (infintezimélnych) hodmoukazala ako nedostd@twe presna a bola nahraderad,,
formalizmom limit. NajjednoduchsSia predstava o d&ii je, Ze ,derivacia je mierou zmeny

funkcie v danom bode, resp. bodoch®”.

Pojem derivacie je Yeni Uzko spojeny g'alSim délezitym pojmom. Tymto pojmom je
spojitog’. Len pre pripomenutie uvedieme, Ze funkcia f jdér spojita prave vtedy, ak sa jej
funkéna hodnota v bodeoxovna jej limite. Plati totiz veta, ktora tvrdie a4k ma funkcia
v bode x vlastnu derivaciu tak je vtomto bode spojita. &patvrdenie vSak neplati. Na

nasledujicom obrazku si ozrejmime’aa medzi spojita®u a derivaciou.

oA A

Ty T

—

Denvacia v i, existuje Dernivicia v i, neexistuge Denvacia v x, neexistuye
a funkcia e spojita a funkccia je nespoijita

Na obrazku je krasne vidigze kel funkcia na grafé. 2 nema v bode vlastnu derivaciu nieje
v tomto bode tzv. hladka ako na grafé , teda obsahuje ostry prechod. Na gtaf8 pre

zmenu vidime pripade &efunkcia nema ani vlastna derivaciu a nieje anjispo

Dostdvame sa k meritu problému a to k Wtpoderivacie. Principidlne zakladnou technikou
je vypaiet priamo z definicie, tzn. dosadenim prislusnekéie do definujucej limity a
vypoctom tejto limity. Tento spdsob je vSak obvykle (& vé'mi jednoduché funkcie) dés

komplikovany a v praxi sa nepouziva. Namiesto taao derivacie funkcii ptaju zo
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znamych derivacii niekKétych zakladnych funkcii a jednoduchych algebraitkyravidiel

pre ich skladanie dalSie Upravy.

Elementarne funkcie

Derivacia niektorych elementarnych funkcii

Funkcie Derivacia
Polynomy
flx) = € (c je konstantp fz)=0
. B
F(x) = 1" ¢ je konstantp fl(z) =cz
Mocniny, logaritmy
r !
flz)=c (c je konstantag > 0) f(z)=c"Inc
flz)= E'h(eje Eulerovéislo) f(x)=¢"
1
flx)=log, x(a; < () =
Sa + (aje konStantaa > 0,a# 1) flx) 7 1lna
, 1
flz)=Ilnx f(z) = —
T
Goniometrické funkcie
flr)=sinr fl(x)=cosx
flr)=cosx fl(z)=—sinz
1
r)=1tgx ") =
flz, = Fz) cos? 1
1
flx)=cotgx f’(rj: ——
sin” x

Algebraicka pravidla

Zo zndmych derivécii elementarnych funkcii sa demie zlozitejSich funkcii zostavuju tak, ze
sa zlozitejSie funkcie rozlozia na jednoduchSie pooon jednoduchych algebraickych

pravidiel, ktoré pre vypget derivacii platia:

Linearita derivacie: (af + bg)’ = af’ + bg’ prelubovolné funkcid, g a konstanty, b.
o Specidlne platiaf)’ =a - f'ataké{+g)' =f' +g.

Derivéacia s&inu: (fg)’ = f'g + fg’ pre vSetky funkcié, g.

g)’ _fla-fd

2

Derivéacia podielu: (g g pre vSetky funkcié, g, kdeg # 0.
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« Derivacia zloZenej funkcie:Ak f(x) = h(g(x)), potomf'(x) = h'(g(x)) - g'(X).

Vtejto casti si eSte ukadZzeme nidko prikladov vyuZitia derivacie funkcie.

Lokalne extrémy

Ak ma dana diferencovdiea funkcia nejaky lokalny extrém (lokadlne maximuén
minimum), je zrejmé, Ze jej datgica v tomto bode musi Bywodorovnd, tzn. derivacia tejto
funkcie musi by v tomto bode nulova. (Ak funkcia v nejakych bodadbtycnicu, resp.
derivaciu nema, derivacia o takychto bodoch nedekak prezradf). Ak sa v tomto bode da

spaitat’ i druha derivacia, prezradi jej znamienko, o akiyém sa jedna:

-V bodoch, kde je prva derivacia nula a druha deravie kladna, sa nachadiokalne
minimum

« V bodoch, kde je prva derivacia nula a druha deiavfe zdporna, sa nachadakalne
maximum

« 'V bodoch, kde je jak prva, tak druha derivacia wéjosa nachadza tzstacionarny
bod, ktory méze a nemusi bgxtrémom.

« (V bodoch, kde funkcia nema pre¢tadruht derivaciu, je musime podiné kritéria.)

Alternativou k rozliSeniu pomocou druhej derivgei@namienko prvej derivacie: v bode, kde
ma funkcia lokalny extrém, meni prva derivacia ziearko: ak je nejaky bod lokalnym
minimom, potom v jehd’avom okoli je prva derivacia zaporna a v pravomliokiadnd,

naopak Wavom okoli lokalneho maxima je prva derivacia kiadnv pravom zaporna.

Tieto kritéria saasto pouzivaju v optimalizaych Glohach. Ak mame napr. néjgbdznik,
ktory pri zadanom obvodu ma maximalnu plochu, mesiraj$ maximum funkcid(x) = x -

(o/2 = x). Jej derivaciou je funkcid'(x) = o/2 — 2, ktora je nulova prex= o/4. Druh&a
derivacia funkcief je f"(x) = -2, tzn. je vSade zaporna. V boxle o/4 ma teda funkcid
maximum. Znamena to teda, Ze v3etkychibhitov o zadanom obvode ma najgéobsah

ten, ktory ma vSetky Styri strany rovnako dihé, &norec.

Analyza priebehu funkcie

Predchadzajuci odstavec popisuje spésob, ako e fdakciu najs jej lokalne extrémy. To

moZze okrem optimalizaych Gloh st rovnako k ziskaniu pré&adu o chovani funkcie, teda
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jej tzv. priebehu. VyuZitie je napriklad prignom nértu jej grafu. Okrem analyzy extrémov

mdbzeme vyuii derivaciu k nasledujlicim pozorovaniam:

« V bodoch, kde je prva derivacia kladna, je funkeistliica

« V bodoch, kde je prva derivacia zaporna, je funkéézajlca.

« V bodoch, kde je druha derivacia kladna, je funkaavexna.

« V bodoch, kde je druha derivacia zaporna, je fumkonkavna.

« V bodoch, kde je druha derivacia nulov4, sa méAakytpva’ inflexné body.

Fyzika

Jednoznéne najdodlezitejSou oblésu pouzitia derivacie vo fyzike su derivacie padasovej
premennej, vyjadrujuce rychlbszmeny nejakej premennej dase. NajbeznejSid’alej su
casové derivacie polohy, ktoré sa vyskytuju v klesjckinematike. Napriklad okamzita

rychlog’ je derivacia suradnice polohy telesa feothsu.
Zrychlenie je derivacia rychlosti ptacasu, tzn. druha derivacia polohy fjadasu.
Ryv je derivacia zrychlenia pdacasu, tzn. tretia derivacia polohy gadasu.

Okrem tychto zékladnych pojmov sa derivacia objawumnohych teériach fyzikalnych poli,

Maxwellovych rovniciach atd.
Diferencialne rovnice

Mnoho vedeckych problémov vieme sformuldwapodobe rovnic, v ktorych sa Jied
seba vyskytuje nejaka funkcia i jej derivacia. Takeovnici hovorime diferencialna rovnica.
Diferencialne rovnice sa objavuju shao vSetkych vedeckych oboroch. Okrem matematiky a
fyziky i napr. v chémii, sociologii, ekoldgii atd.
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4 ZjednodusSovanie aritmetického vyrazu

Na za&iatku tejto kapitoly plynulo nadviazeme na predaejdcu kapitolu venovanu
derivovaniu funkcii jednej premennej. V nej smaleavedeli, Ze derivacie nefitame podla
definicie. Jednoduché funkcie derivujeme [aodabuiky derivacie zakladnych funkcii au
komplikovanejSich funkcii okrem spominanej tByu pouzivame jednoduché algebraické
pravidla na zaklade ktorych vieme zderivouaapriklad sdin funkcii, derivaciu zlozenej
funkcie a pri splneni ditych vlastnosti pévodnej funkcie aj derivaciu feiek inverznej.
Zcela logicky sa preto budeme sa zamedarivovanim symbolickym, o ktorom sme sa

dozvedeli rovnako v minulej kapitole.

Ak budeme postupovapresne pokh pravidiel uvedenych v predchadzajucej kapitole,
zistime, Ze vysledna funkcia je zb§te komplikovana. Ako priklad uvediem derivaciu
funkcie f(x) = 2*x. Ak budeme derivovapod’a pravidiel , vysledna derivacia bude: f'(x)=
0*x + 2*1. NaSim ciéom je ale vysledok f(x)= 2. Tento problém sa tykkavne pri

derivovani na pdtaci. Preto sa WalSom texte zameriame na derivovanie nétpd.

Aby sme nasSho cfa ¢o najjednoduchSej zderivovanej dosiahli, musimslednu
funkciu ¢o najviac zjednoduBi M6Zzeme poufi dva mozné pristupy. Za prvé sa mdzeme
pokust’ o zjednoduSenie priamo pri derivovani. Ak napdkpai derivovani s€ine zistime, ze
jedna funkcia obsahuje iba konStanty, mézeme [gaungi vzorec ako pri derivovani &au
dvoch funkcii.DalSou moZzna®u je rozdeli derivaciu na dveasti. V prvejéasti funkciu
zderivujeme presne pba pravidiel avaz vdruhegasti sa budeme snézio jej
zjednoduSenie. Tento postup ma svoje opodstatnekige derivacia siag’ou v&Sieho
programu, v ktorom sa zjednoduSenie vyrazu vyudiagjpre inécasti programu. UZivale

napriklad méze pozadovaby sme mu zjednodusSili aj nim zadanu vstupnudiunk

Naratnog” zjednoduSovania funkcii a aritmetickych vyrazov eofe je vémi
individualna a zalezi hlavne na miere sotisfikowetnprogramu. Ak budeme chei@avrhnd
program, ktory bude zvladaaj nar@nejSie operacie ako vynimanie pred zatvorky alebo
vyhladavanie vzorcowaka nas pravdepodobne omnoho viac prace, nez padwpcovani
vyrazu popisovanom v prveégasti tejto prace.
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Komerné programy népstejSie pouzivajd na prvy p@d vémi jednoduchy
algoritmus. Program pozna nid¢ko pravidiel na Upravu aritmetickych vyrazov. Tespupne
prechadza asnazi sa ich aplikbuwaa zadany vyraz. Ak sa vyraz po prejdeni vSetkych
pravidiel nezmeni, zjednoduSovanie &bn Nie vSetky pravidla musia nutne vyraz
zjednodugi. M6Ze nasté situacia, kedy jedno pravidlo vyraz skomplikuady iné pravidlo
mohlo vyraz zjednodugi Jeden priklad za vSetky. VyraZ - b°, ma ekvivalentny zapis
(a+b)*(a-b), ktory je rozhodne komplikovanejSi. Ak vSak nasjeddelenie vyrazona-b
situdcia sa razom meni. Na druhej strane ak budedwva vyraz + b bude vyhodnejsi

kratSi zapis.

Jednotlivé pravidla mézu Byézne komplikované v vzajomne medzi sebou pregojen
Tento postup je obzvlaSvyhodny je program pisany v nejakom neproceduralno

programovacom jazyku typu Prolog, kde j#meuzitoiny pomocnik unifikacia.

DalSia moznos ako zjednoduSovavyrazy je pouZzitie algoritmu podobajliceho sa
algoritmu na vyhodnocovanie aritmetického vyrazui ®Pyhodnoteni mame niekko
moznosti ako reprezentavaprave zjednoduSovany vyraz. Ten najjednoduchSgalav
najmenej dinny je zaloZzeny na nasledujucom principe. Na \sstajgoritmu je postfixovy
vyraz. Postupne sa spracovavaju jednotlivé operandgeratory. Ak je na vstupe operand
vlozi sa na vrchol zasobniku, rovnako ako pri vytmmbvani. V pripade, Ze je na vstupe
nejaka unarna funkcia, vyberie sa vrch zasobnigpodu s funkciou vytvoria su uloZzené na
vrchol zasobniku. Ak je na vstupe binarna funkeidneru sa zo zasobniku vrchné dva vyrazy
a poda toho aka binarna operacia je prave spracovavaisl sa o zjednodusenie. V pripade,
Ze sa zjednoduSenie nepodari, vytvori sa z obodrwey a binarnej funkcie novy vyraz a ten
je vloZeny na vrchol zasobniku. Toto rieSenie m@nie podstatn4 nevyhodu ato ta, Ze

moznosti zjednoduSenia vyrazov su obmedzené nedmajfuchsie Upravy.

Jedna sa najma o vyrazy, ktoré vznikaju pri syndBolin derivovani funkcii jednej
premennejCasto krat sa stava, ze pri derivovani vznikaju zyra ktorych sa v nejakepsti
vyrazu nasobi nulou. My by sme chceli aby programtad komplikovany vyraz nahradil
nulou. RieSenie je celkom jednoduché. Pri operdsiobenia porovname obidva vyrazy. Ak
je aspa jeden z nich nulovy, bude nulovy aj celkovy vyrdory vlozime na vrchol
zasobnika. Podobny postup je pri nasobeni ¢oduoi alebo pripéitavani nuly. V oboch

pripadoch je postup rovnaky. Ak v pripadéania sa jeden z vyrazov nulovy, vysledny vyraz
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je rovny hodnote druhého vyrazu. Podobne pri nasofesnotkou. Op& ako vysledok
pouzijeme hodnotu druhého vyrazu. MedPalSie moznosti, zjednoduSenia spomeniem
odkitanie rovnakych vyrazov, kedy je vysledok nulowelenie rovnakych vyrazov

s vysledkom rovnym konStante jedna, alelidtasie, ¢i nasobenie rovnakych vyrazov.
Problém ale nastava uZz v pripade, Ze mame na vstyge typux + y - X {( postfixe
reprezentovany akocy + x -) Takyto vyraz uz zjednoduShevieme. Je to z toho dbévodu, Ze
vyraz X + y algoritmus zjednodusSinevie a pri spracovavani operacie minus porovnava
vyrazy x+ y a x. PretozZe sa tieto dva vyrazy nerovnaju nedéjdé&u zjednoduSeniu a vyraz
ostane v pévodnom stave. Prave tato vlastriobto navrhu spdsobuje, Ze architektira je

pouziténd iba na zakladné Upravy aritmetickych vyrazov.

Existuje niek#ko moznosti ako mézZzeme architektiru bez vyraznyadalzov vyleps$i
Tym prvym je priradenie priority ku kazdému operadéi uz Standartnym ako premenné,
konStanty, alebo parametre, rovnako ako operandoytvorenym p@as priebehu
zjednoduSovania. Pri spracovavani binarnych opietac{a pri miernych Upravach aj binarne
minus) porovname priority oboch operandov a ak prévy operator (bol na vrcholu
zasobniku) nizSiu prioritu, oba operandy prehodimgsledok si ukazeme na spracovani
vyrazu x + y — X. Ako sme si ukazali v predchadeajg odstavci najskor spracujeme vyraz
X +y. Ten sa nam zjednodd3iepodari. Dynamicky mu vytvorime prioritu a prrgenavani
vyrazovx + y ax zistime, Ze oba operandy vymenime. Dostaneme {edz vX + X + V.
Program porovnanim poévodného a upraveného vyrati ze doSlo k zmene a pozmeneny
vyraz sa pokusi upravieSte raz. Tentoraz budeme najskor porovh&yaazy —x ax, ktoré
dokazeme &aka d’alSej miernej modifikacie architektary eliminavalrou modifikaciu je
pridanie znamienka k jednotlivym operandom. O kaZdiperande si teda budeme paméata
samotna hodnotu , jeho prioritu a eSte aj znamieNdaka tejto Uprave su operangya —x
maju pri porovnani rovnaku hodnotu samotného opeaédd r6zne znamienk&p pri gitani
znamena, Ze sa &8ithju a nahradia sa nulou. Tato Uprava nam umadpriiklad zmeni vyraz

sin(-x) na—sin (x)alebocos(-x)nacos (x) Pri nasobeni pre zmeny-)*(-y) nax*y.

ESte lepSich vysledkov dosiahneme ak logickl hadaoamienko nahradime realnym
¢islom, ktoré bude reprezentevanamienko operandu ale aj nasohhd3o tejto Uprave
budeme mat jednoducho &tava’ uz aj komplikovanejSie vyrazy. Ako napriklad+ 3*x.
Struktdru mdzeme este oboltasj u mocninu a podobne ako ptitani roznych nasobnosti
jednotlivych  konstant, moéZzemdahko nasobi adel’ rovnaké operandy s réznymi
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mocninami. Pri nasobeni eSte vynasobime oba mikéipky a vysledok pouzijeme ako

multiplik&tor nového operandu.

MoZzZnosti ako upraviarchitektdru je vyrazne viac a obecne plati¢ibe viac si budeme
o jednotlivych vyrazoch pamdtatym lepSie vysledky budeme dosahtvaletreba vSak
zabudd, Ze pridavanim stale novych atribatov k jednotlivyoperandom sa zvysSuje
priestorovad £asova narénog’ na spracovanie vyrazov. My sme si ukazali ib&aiiko
najjednoduchsich. Pre vyrazne lepSie vysledky sék vButné vyraznejSie zasahy do
architektury a hlavne vynimanie pred zatvorky. Nidpd vyraza*x + b*x na(a+b)*x inak
ako vynimanim pravdepodobne nedostaneBwSou moZna®u, pouzivanou hlavne pri
zjednoduSovaniu polynémov, je tzv. faktorizaciaprigt sa v matematike a jej aplikaciach
ozna&uje problém rozlozeni&isla na s@in mensSichcisiel, v nafastejSej podobe potom
rozklad celéhdaisla na stin prvccisiel. Naprikladislo 15 mézeme napisako séin 3 * 5.
ObecnejSie mb6zeme rozkladaj iné algebraické objekty, napr. polyndm druhéioma

X2 — 4 mb6zZeme vyjadtiako siin dvoch polyndmov prvého stia(x — 2)*(x + 2)
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5 Kreslenie grafov funkcii

V tejto kapitole sa zameriame na vyznam grafov gonablémy s nimi suvisiace.

Zarover sa pokusime prisna vyhody a nevyhody kreslenia grafov naifagi.

Jeden z najvyznamnejSich dévodov, mozno dokonceyzr@gmnejSim pre kreslenie
obrazok ako taliku, ¢i dokonca nejaku formulku, ktora je v Zm@m pdte pripadov navyse
vel'mi komplikovana. To plati nielen u grafov funkadnej realnej premennej, ale o grafoch
obecne. Grafy su vyrazne praknejSie napriklad aj oproti talikkam, ktoré vSak maju svoje

vlastné vyhody.

Graf funkcie nam posluzi aj v pripade, Ze chcersttziej zakladné viastnosti, ako body
nespojitosti, lokalne extrémy, na ktorych UsekoeHunkcia rastica a na ktorych klesajuca.
DalSou oblagou, k ktorej st grafy MEni uzito:né je porovnanie viacerych funkcii. Je totiz
vyrazne jednoduchSie porouhdve ciary ako pracne ziova’ ktora funkcia, ma v Ziadanych

bodoch vysSie hodnoty. Tato vyhoda sa straca \agepze

Rovnako ako v predchadzajucich pripadoch méa krislgrafov pomocou programu
oproti kresleniu réinému svoje vyhody ale i nevyhody. Aby sme tieto thetddy porovnali

mali by sme vedigakym spdsobom sa prevadzaju.

Zaéneme kreslenim tmym. Najskér wtime body nespoijitosti a teda vlastne defigi
obor funkcie. To su body v ktorych nastava delenilu, alebo je vo funkcii logaritmus ako
argument zaporné&slo. Funkciu zderivujeme a pomocou bodov v ktorjgeherivacia nulova
urcime useky v ktorych je funkcia rastica a kde klesaj Zarova urcime lokalne extrémy.
Podobnym spésobom postupujeme pri druhej derividaizaklade ktorej aime Useky kde je
funkcia konvexna a kde konkavna. Na zéklade tyddtgov vykreslime graf, pfom hodnoty
v bodoch kde bola nulova prva derivacia nulovddagesa teda o pripadné lokalne extrému

nakreslime presne. ZvySok grafu doplnimeljaczivysnych udajov, ktoré sme zistili.

Oproti tomu kreslenie na piaci rieSi problém inym smerom. Konkrétne hrubou silou
Program totiz vyrata hodnoty v obrovskom ¢feo bodov a pokh ich hodnoty nakresli
prislusny graf. Rychlasvykreslenia a presndgrafu zavisia na pite vypdaitanych bodov.
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Cim vy3Sia presnagstym presnejsi graf, ale pomalsi vt Pri prilis malej presnosti sa
v programe mbéze staze program, ktory mal lfypévodne spojity, sa vykresli ako zhluk
bodiek, ktoré graf pripominaju. Ak je na druhejasi presnasprilis ve’ka, vypaet trva
neumerne dlho. Tento problém je v jednotlivych pamgoch rieSeny rbézne. Niektoré
programy nechaju na uzivéitei aby si sam uil presnos vykredovania, iné tato presnts
vyratavaju automaticky pdd aktualneho rozdielu ypsylonovej osi poslednyctocth
vykredovanych bodov. Ak je vzdialenbsprilis veka, program vyrata blizSi bod.
PodrobnejSie sa k metédam na rychle vykveanie grafov na potaci vratime v jednej

z nasledujucich kapitol.

Dal3ou nezanedbdteou vyhodou kreslenia grafov nagiaci je, Ze vSetky aspotroska
rozumné programy ndm povolia zubsi aky vysek grafu chceme zobraaito do konca pre
kazdu suradnicovd os si mdéZzeme nastadastné hodnoty. Ako samozrejntosdzeme

v programoch moznégraflubovd’ne priblizova alebo va'alovar’.

Programov na kreslenie grafov je pomern&kéemnozstvo a zalezi na uziviamei pre
ktory sa rozhodne. Obecne sa vSak da pavedaiim a komplexnejSi program pouzivame,

tym nar@nejSie aim viac funkcii program zvlada, tym komplikovanejg jeho ovladanie.

-23-



6 Popis programu Derivacia

V tejto ¢asti si blizSie predstavime program Derivacia. Bemie si funkciu jednotlivych
tlacitok, menu a nezabudneme sa ani pd@zria moznosti nastaveni. Najskor ale ukazka

samotného programu.

ﬂi Derivacia
Subor  Zobrazenie  Mastavenia  Pomoc

v Fx)= cos{x 2} (cos(x)"2)

W Frix): -(sim{x"2 }*2 *x*cos({x)"2 -cos{x"1 }*1 *cos(x)*sin(x)){cos(x)"2 *cos(x)"2 )

S ll— - = Zoom Polivb po osiach Parametre: [ A= Maxpocetlz—‘

¥ z maz X

Dierivacie : J E\J QJ g] :j :J Ci iJ iJ v B= M C= des. tniest
Nasté-veﬁia osi Miri x -é Ma.p.c e 6 Min ¥ -.4 Max ¥ 4 . ) .ﬂ.ktué.il-ﬂa p.ozicia: X:" -1.,.24 -'f: 3,?0-

Ako je vidie na obrazku, program sa deli na dve hlatawsti. A tocag’ grafickd, v ktorej su
vykreslené samotné grafy¢ag’ ovladaciu, v ktorej sa nachadzaju ovladacie pmiogramu.

Pri popise programu Zaeme zoznamom podporovanych funkcii.
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Podporovane funkcie:
unarne: sin, cos, tg, cotg, log, exp, unarne ploarne minus

binarne: gitanie, oditanie, ndsobenie, delenie, umocnenie

Popis jednotlivych tla¢itok:

Kresli: Funkciu mézZemeciastaine ovplyvnf nastaveniami programu, ktorym sa
budeme venovaneskér. Niektoré akcie vSak vykona beZ'aitu na nastavenia. Htig¢ou
prvou je kontrola vstupnych udajov. T4 pozostawdngk z kontroly syntaktickej spravnosti
vstupného vyrazu/funkcied’alej su kontrolované hodnoty u sti#p derivacie a ptiu
desatinnych miest, ktoré maju tbyo vysledku zobrazené. V pripade, Ze nebudl obsého
kladné prirodzenéisla, program ohlasi chybu. Ak uzivAtgovoli pouzivanie parametrov, je
kontrolovana aj ich hodnota. V tomto pripade siet@necisla. V pripade, Ze Vam program
hlasi chybna zadanie a neviete hia$ybu, uistite sa, Ze pouzivate oblmex desatinnych
miest, ktory mate nastaveny vo vasom ofeoan systéme. U anglickej verzie tato funkciu
vaSinou plni klaves "." weskej a slovenskej pre zmenu klaves",". Po Uspd&majole
program prevedie zadany vyraz do postfixového tviatle ho zderivuje (v pripade, Ze vyraz
neobsahuje Ziadnu premennu X, vysledok derivacie bezdy nulovy), vyraz zjednodusi
pod’a a nastaveni programu nakresli grafy povodndgdiera jej derivacie. Ktoré grafy budu
vykreslene, mézete ovplywhbud’ pomocou zaSkrtavacich boxov fevo od zadania funkcie,
alebo v menu Zobrazenia. K dispoziciu su i klavésskratky. V tejto verzii program ica
derivaciu bez ofadu na nastavenie. MozZzmosastavenia, bude k dispozicii v niektorej

z d’alSich verzii programu.

Zmaz: Zmaze plochu, na ktoru sa vykregl grafy funkcii. Vo véSine pripadov to
pravdepodobne zmaze iba posledny graf. Vynimkui tsitwécia k€’ v menu alebo pomocou
klavesovej skratky zakazete automatické mazanie.jeAkobrazen&ad’ grafu pri stredu

suradnic a tato moznbeezakazete, prekreslia sa suradnicoveé osi.

ZaSkrtavacie tla¢itka: Pomocou nich m6zete nastivti bude program povova’
pouzitie parametrov. Ak ich povolite, musia obsaiiaealne hodnoty. V pripade, Ze pouZzitie

parametrov zakazete a napriek tomu ich pouzijeteadani funkcie, program zahlasi
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syntakticki chybu. Pomocou zaSkrtavacichtittk moézeme eSte nastéyici sa budu

vykred'ova’ graf pévodnej funkcieii graf jej derivacie.

Tlacitka pre pohyb po osiach a centrovanieako nazov naziaje, tieto tl&itka sluzia
pre pohyb po grafe. Su rozdelené na dve na dverskuprva je utena pre pohyb po grafe.
Ako nahradu za ne moéZete pouZivaumericku klavesnicu. Hodnotu o ktora sa vysekugra
posunie zavisi na prave zobrazenom rozsahu, pgsneq rozdiele najvySSej a najnizsej
hodnoty zobrazenej na grafe. Druhd sada slUzi nBalexanie a priblizovanie grafu,
pomocou ktorych si mdZete zobrazi&sSiu ¢ag’ grafu alebo naopak detailnejSie zobrazi
nejaku jeho zaujimavéag’. K dispozicii su upaklavesové skratky. V tomto pripade klaves
plus pre priblizenie, minus pre vzdialenie a klaygspre reset nastavenia na Standardnu
hodnotu. Obe sady sU navzdjom nezavislé, takZeiktagbrreset jednej sady nijakym
spbsobom neovplyvni tu druhd. Spominané skratkyvedlené i v menu Pomoc/Tipy a triky.
Okrem tl&itok a klavesovych skratiek méZzeme zobrazeny romsataw aj pomocou menu
Nastavenia. Tato moznodsie vhodna predovSetkym vtedy, ak chceme zthgromer
jednotlivych stran grafu alebo vyrazne zmerél’kos’ zobrazeného vyseku.

V pravej dolnejcasti okna je zobrazena aktualna pozicia kurzorui mgs grafe.
Presnos jej zobrazenie, teda maximalny ggd desatinnych miest ktory program zobrazi
mobzZete nastavi v pravej hornegasti grafu. \favo dole je pre zmenu zobrazeny aktualny
rozsah grafu. Posledné nastavenie, ktorym mozeaignonit’ chod programu mimo menu, je
nastavenie stufa derivacieCo je to stup# derivacie, sa mdZete dozvegliecasti venovanej
derivacii funkcie. Ostava eSte opisaoZnosti nastaveni a funkcii, ktoré poskytuje menu

programu.

.....

programu. Menu vSak obsahuje i niektoré nastavémi&torym sa inak ako cez menu alebo

klavesovou skratkou nedostanete.

Subor:

Ulozit’: UlozZi obrazok grafu funkcie do aktualneho adresi@ratboru typu .bmp

Ulozit’ ako: Podobne ako uloZiakurat uzivatési sam zvoli meno suboru a kam subor ulozi
Koniec: Ukorei program

Zobrazenie: R6zne nastavenia a moznosti zobrazenia
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Graf Funkcie: Uréuje ¢i sa ma vykresfigraf pévodnej funkcie

Graf derivacie: Urcuje ¢i sa ma vykredfigraf zderivovanej funkcie

Suradnicové osi Ak je zapnuté, budu sa vykiesa’ suradnicové osi. Inak nie.
Automatické mazanie grafu: Ak zapnuté, pri kazdom novom vykresleni grafu &arys
zmaze.

Uprava zadaného vyrazu:Poki3a sa o zjednodu3enie zadanej funkcie, apjewzé

Nastavenia:

Nastavenia osiRozsah grafu ktory bude momentélne vykresleny

Nastavenia farieb: Nastavenie farby grafov povodnej funkcie a zderarej funkcie, farbu
suradnicovych osi a pozadia

Pomoc:
Tipy a Triky: Vypis podporovanych funkcii, preddefinovane kongfa Klavesoveé skratky
pre pohyb po osiach

O Programe: Zakladne informéacie o programe a autorovi
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7 Popis funkcii pozitych v programe Derivacia

V tejto casti sa zameriame hlavne na rézne Speciality dhgovi pouzitych v tomto programe.
Kvoli kompletnosti uvediem algoritmy kompletne. Rfigate’ov, ktori maju zaujem skor
o vSeobecné postupy pouzivané pri navrhovani aéihgovi odpordam skér predchadzajuce
kapitoly.

Poznamka k reprezentacii vyrazu v postfixovom tvareV kapitole venovanej reprezentacii
aritmetického vyrazu sme mali moZiiogdiet’ algoritmy, ktoré pouZzivaju prioritu operatorov.
Z tohto dbévodu su operatory, funkcie a zatvorky @stfixe reprezentované pomocou
Specialne definovanych konstant s nazvom odpoventajdanému operatorti funkcii a ich
hodnota, (dvojcifern&islo) reprezentuje ich priorituCim vysSieislo reprezentuje, tym
vySSia je priorita. Toto priradenie je prevedengpgcialnej funkcii ,Dalsi”, ktora ma na
starosti najblizSi operand, alebo operator zo wethp infixového vyrazu. Zaroieontroluje,

¢i vstupny vyraz neobsahuje nejaky preklep alebooweleny parameter avyraz nieje

syntakticky nespravny.

Popis hlavnych funkcii:

Kresli: Pomocou tejto funkcie program prevedie zadanu dunko jej postfixového tvaru,
zderivuje, zjednodusi a prevedie i@ tvaru infixového. Pomocou funkcie Nakresli vesli

obe funkcie. Funkcia kontroluje spraviigadania vstupného vyrazu, a to vratane spravnosti
uzatvorkovania, hodnoty parametréiv(obsahuju ¢islo), stupé derivacie {i obsahuje
prirodzenecisla) a poet zobraziténych desatinnych miesti(sa jedna o prirodzen&slo

mensSie ako Sétj. max p&et desatinnych miest)).

InfixToPostfix: Postupne pomocou funkcie ,Dalsi“ dia jednotlivé prvky v infixe.

V pripade, Ze narazi ndaslo, parameter alebo premennud, okamzité ju prevedi postfixu.

V pripade, Ze nata operator, tak zo zasobnika vyberie vSetky dapey& rovnakou a vyssou
prioritou a prida ich na koniec postfixového vyramakoniec samotny operator vloZi na vrch
zasobniku. V pripadiavej zatvorky ju iba prida na vrch zasobniku. Akiteapravu zatvorku
vyhadzuje vSetky operatory zo zasobniku, aZz narszilavu zatvorku. Pre pripad
vyprazdnenia zasobniku je na spodku zasobniku beaptma zarazka, ktora zabraftaniu z

prazdneho zasobniku. Allava zatvorku nenajde, vyraz je zle uzatvorkovartyma padom
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syntakticky nespravne. iKdedatita vstup, presunie vSetky operatory zo zasobndkpasbtfixu.
Na konci algoritmu musi byw zdsobniku iba jeden vyraz. Ak obsahuje eStekaejatvorky,
vyraz je zle uzéatvorkovany. Oproti algoritmu popidau vcasti venovanej reprezentécii
aritmetického vyrazu, obsahuje viac druhov kontragdaného aritmetického vyrazu.
Algoritmus kontroluje¢i boli povolené parametre, nepdwje pouZitie binarneho operatora
hned’ zalavou zatvorkou, nepovYaoje ani dva binarne operatory za sebou, okrem tera
plus a minus, ktoré vtomto pripade povazuje zarnmaRovnako povoli umiestnenie
unarneho operatoru hdieza operatorom binarnym.d&ka tejto funkcii nieje nutné pouztva

zatvorky u vyrazov ktoré Zénaju unarnym minus, alebo plus.

Derivation: Symbolicky (tabilkkovo) zderivuje postfixovy vyraz. Nekontroluje spnés’
vstupu a nezjednoduSuje vyraz.

Napriklad vyraz: 2 x * sin (sin(2*x) zderivuje nAx * cos 0 x * 2 1 * + * (cos(2*x)*2 )

PostfixTolInfix: Prevedie postfix na infix. Takisto nekontrolujeys Algoritmus postupuje
opasne ako prevod na postfiCisla dava na zasobnik a ak narazi na operator ieyjseten

alebo dvecisla (parametre, premennd) zo zasobniku a prevddienfixu. Popripade
uzatvorkuje. V tomto pripade algoritmus neobsahzigdne Speciality oproti algoritmu

popisanému v kapitole 2.

ZjednodusSenie Postfixu:NajkomplikovanejSia funkcia v programe. PokuSa $adnoduché
zjednoduSenie vyrazu. Pouziva zasobnik. Pre kayhzna zasobniku si pamata hodnétu,
je to ¢islo alebo vyraz (napr. sin) a znamienko vyrazud(kkladne alebo zaporné).
Zjednodusenia jednotlivych funkcii:

Sitanie, Oditanie: ak su oba vyraaysla, vyhodnoti ich

Vynimanie minusu pri ¢tani a oditani: v pripade Ze druhy vyraz je zaporny, zmeni
znamienko operacie na minus a znamienko druhéhazuyrmeni na kladne. Ak boli oba
vyrazy rovnaké a liSili sa iba znamienkami vysledeknula. Pri pripsitavani nuly je
vysledkom druhy vyraz. nevie zdtigpaitat’ dva nenulove vyrazy.

Nasobenie, Delenie: Ak su oba vyra#igla, vyhodnoti ich, ak je jedno nulové vysledok je
nula, ak je jedno jednotka, vysledok je drukd@&lej praca so znamienkami jednotlivych

vyrazov. Nasobenie a delenie sa v jednotlivychibieta liSia.

Ostatne funkcie: zakladne operacie. Napr. sin(-g8)r#x) at’.
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Vyhodnotenie Postfixu: Vyhodnoti postfixovy vyra2bsahuje ochranu proti deleniu nulou,
pret&enie a pod.

Nakresli: Nakresli graf funkcie zo zadaného postfixovéhoagyr Funkcia nekontroluje
syntaktickl spravna’svyrazu. To je moznédaka tomu, Ze vstup tejto funkcie je zarve
vystup inych¢asti programu, a je teda zaeme, Ze vstupna funkcia je syntakticky spravna,
Funkcia pouziva pokeilé algoritmy na vykreBovanie. Funkcia rata hodnoty iba iych
konkrétnych bodoch. Zéna na spodnegasti zobrazeného intervalu a po intervaloch
(Epsilon) sa stale posivame smerom k maximalnejazeinej hodnote. Obe hodnoty X a Y
su nasledné prevedene z realnej osi na os gradfigre] je napriklad obratena os Y (nula sa
nachadza v hornejasti grafu). Interval, o ktory sa zakazdym zvyskneg’ovany bod, sa

dynamicky meni path hodnoty vykre®vanych bodov.

Funkcia najskér zisti hodnotu zadanej funkcie ¥itam bode a podh vyslednej
hodnoty a hodnoty v predchadzajucom bode punkeadalej. Ak boli oba body zobrazené
v zobrazenom vyseku grafu a zardvad seba neboli prilis vzdialene, vykresli sa meizii
Ciara. Ak boli od seba prili§ vzdialene, vyratadasi bod v strede medzi nimi a hodnota
Epsilon sa zmenSi na polovicu. Ak boli body zobrezea rovnaké miesto, hodnota Epsilon
sa zdvojnasobi a vyrata dalSi bod. \Waka tomuto postupu su zaraviinkcie vykreslené
spojito, presne a hlavne Rrai rychlo oproti pevhnému Epsilon a vykfesaniu iba pomocou
bodov. Funkcia takisto rozoznava rézne pripady, @ jednotlivé body zobrazene pod alebo
nad vykresleny usek, pripadne funkcia v bode nigefinovana. Kazdy pripad je samostatne
oSetreny a je vykonavana potrebna akcia. Naprikladsa hodnota (Y) predchadzajuceho
bodu zobrazila pod rozsah a hodnotéastného bodu v rozsahu a hodnota (X) je rovnaka,
nakresli sa&iara zo spodku az po aktuélnu hodnotu (). Probdéstava pri extrémne dlhych
vyrazoch, kde samotne vyhodnotenie trva neimermé @adovo niektko desatin sekundy)
¢o pri vykresleni niekikych tisicok bodov na grafe méze sposolie celkove vykreslenie
grafu je neimerne dih®alsi problém nastava pri funkciach, ktoré rast&jé prilis prudko.
MéZe totiz nastapripad, Ze jeden bod sa mé zohtgzod rozsah aalSi bod nad. To sa
Ciastane da rie§i zmenSenim Epsilonu a vyratanim nového bodu, alergs prudkych
funkciach ani to nepomaha. Rase je totiz Epsilon natko malé, Ze samotny typ float s nim

nie je schopny pracova neustalym delenim sa Epsileasom Uplne vynuluje a program by
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sa zacyklil. V tomto pripade musime obnbpsilon aciaru nekresli. Keby sme ju
vykreslili mohli by nasté neziaduce efekty ako napriklad u tg(x) aleéo U funkcii
X

podobnych funkcii tg (X) nastava eSte jeden probldk program zobrazuje vysek grafu
s vysokym hodnotami osi (Y), stava sa, Ze preddgadiz bod je zobrazeny v zobrazenom
useku, ale nasledujuci bod je zobrazeny pod inkemvaOp& sa tento problém d&astaine
vyrieSit zmensSenim hodnoty Epsilon a teda vyratanim bhigskeodu. Ani tento postup nie je
vzdy efektivny a vysledok je ozéenie bodu za bod nespoijitosti. Vysledny efekt rafegje
taky, Ze je zobrazeny nekompletny graf, respektiteta ciara. A to napriek tomu, Ze je
zrejmé, Ze graf mal poktava’ d’'alej. Dévod, préo tento graf nevykreslido konca je
rovnaky ako u predchadzajuceho problému a to temespojité funkcie by boli vykreslené
nespravne. U periodickych funkcii nastava eStenedmblém. Posledny vykresleny bod
v jednotlivych periédach nemé vZdy rovnaku fémé hodnotu. To ma za nasledok togizga
grafu nielenZe nie je vykreslena celé, ale v rohnyeriddach je rdzne vysoka. Tento problém
je viditelny najma pri zobrazeni vysokych hodndt osi (Y).thhéartnych a hlavne spojitych
funkcii ale v&Sinou problémy nenastavaju.

x

Subor Zobrazenie Nastavenia Pomoc

Stupen

o o ZLoom Pohyb po osiach Parametre: v A= I Max pocet [;
Deradie |1 _zn= | alclal « = cl+ 4 pB=|—|7C=|—des_miest|_

BB BESEBEEEND JJJJJJJJJ IDEDEPED
(VY (I ({[((([

|Nasmvenia osi :MnX:-48 MaxX:60 MinY:-10 MaxY: 200 |AkUJaIna pozica: X: -21,07 Y: 198,44

-31-



Zvysne funkcie Nastavenie Osi (nastavenie rozsahu zobrazenkgi)y Nastavenie Farieb,

O programe, Tipy a triky.

Program nepridaije pamé dynamicky ale staticky na &atku programu, a to z toho dévodu,
Ze pri funkciach s radovo tisickami vyrazov je vghotenie vyrazu naf&o dlhé Ze pri
kresleni niekbkych Tisovcov bodov je idka kreslenia grafu funkcie neuvefné diha a
program je nepouzitey. Niekdko tisic vyrazov vSak mozno dosialiniba pri vypd@te

vysokého stugia derivacie vemi komplikovanych funkcii (napr. f(x)"g(x))
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8 DalSie moZnosti programu

Vdaka moznosti programu vypfiautomatické mazanie program umoge viaceré na prvy
pol’ad nenapadné moZnosti pouZzitia. Aby sme sa molgradova k vysledku, ktory je
vidiet na nasledujucom obrazku, musime najprv Erasitomatické mazanie grafu pri jeho
kresleni. Je to z toho dovodu, Ze program popo kresli’ naraz iba jednu funkciu. Ak

chceme jednotlivé grafy oddéli farebne, musime zakazdym nastanavu farbu.

Subor  Zobrazenie MNastavenia Pomoc

v F{X}: 2 *s'Ln{A*x}
™ F'(x): -2 Tcos{A™x)"A

Stupen resli maz Zoicu Deboh go Gesack iy Iqll_ Mol
pevece ! L] 22| ofcial eisicl 44| FreF Fe-fsme’

/)

|Nasmvenia osi :MinX:-2,5 MaxX¥X:2,5 MnY:-25 Max¥:25 |Akt|_|a|na pozicia: X:  -1,64 ¥:0,39

Na tomto priklade je vidiemoZnos pouZitia vykreslenia jednej funkcie avSak s réznym
hodnotami parametrov.
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ﬂ,; Derivacia

Subor  Zobrazenie Mastavenia Mgl
Y S Y
WF(JC)="‘ 36 -x"2+x2-1
¥ Fx): -l
Stupen |3— e Zoom Poliyh po osiach Parametre: W A= Max pocet |2—
Derivacie J g g ﬂ ﬂ g ﬂ ﬂ ¥ B= ¥ (= des. miest
Mastavenia osi (Minx -6 Maxk:e Mn%¥: -5 Max¥:5 aktualna pozicia: X0 -0,77 ¥ 4,87

Na d’alSom priklade je vidiemoznos pouZzitia vykreslenia jednej funkcie spolu so vgetk
troma stupami jej derivacie. Rovnako ako v predchadzajucoipgale musime kreslkazdu

derivaciu osobitne.

Vel'mi uzitacna je rovnako mozndszobrazenia viacerych funkcii naraz. Tato altexaajée
vyhodna hlavne ak chceme porovnaaceré funkcie. Jednotlivé triky moZzeme medzicseb

r6zne kombinovéa napriklad kredlinaraz viacero funkcii spolu s ich derivciami.

Nevyhoda tohto postupu je, Ze ak chceme zthgloichu zobrazeného grafu, musime zadava

vSetky funkcie odznova.
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