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Úvod1

Kosmické struny jsou (vedle magnetických monopól̊u a doménových zd́ı) topologické de-
fekty vzniklé při fázovém přechodu v raném vesmı́ru.

Velmi úspěšné kalibračńı teorie pole (kvantová chromodynamika a Weinberg-Salamova
teorie) jsou založeny na lokálńıch kalibračńıch symetríıch. Ty předpov́ıdaj́ı při dostatečně
vysoké energii fázový přechod, při kterém se lokálńı kalibračńı symetrie měńı - za vyšš́ıch
energíı je př́ıslušná kalibračńı symetrie vyjádřena obecně větš́ı grupou. V př́ıpadě Weinberg-
Salamovy teorie docháźı k fázovému přechodu při energíıch přibližně rovné klidovým hmot-
nostem W a B boson̊u, tj. 100 GeV, kvantová chromodynamika jev́ı fázový přechod při
energíıch 100 MeV (tento přechod na tzv. kvark-gluonové plazma byl již úspěšně experi-
mentálně pozorován).

Předpokládá se, že k jednomu nebo v́ıce fázovým přechod̊um došlo při energíıch 1015–
1016 GeV (teplota velkého sjednoceńı). Vı́ce viz např. [4]. Pro vznik topologických defekt̊u je
d̊uležité, že snižováńı teploty nebylo zcela rovnoměrné, takže k fázovému přechodu na fázi s
nižš́ı symetríı došlo na mnoha mı́stech zároveň. Symetrie se tedy narušila v těchto oblastech
náhodně (navzájem nezávisle) – podobně jako krystaly vzniklé tuhnut́ım kapaliny maj́ı
jinak orientované krystalové mř́ıžky a tedy jiné význačné směry. Nová fáze se š́ı̌rila v podobě
rozr̊ustaj́ıćıch se

”
bublin“. V mı́stě, kde se fáze s jinak narušenou symetríı potkaly vznikaly

topologické defekty: 0-rozměrné magnetické monopóly, 1-rozměrné kosmické struny a 2-
rozměrné doménové stěny. Obdobný mechanismus i stejné topologické defekty můžeme
pozorovat např. u supratekutého hélia, nebo u kapalných krystal̊u, které podstupuj́ı fázový
přechod z fáze s rotačńı symetríı (SO(3)) do fáze s válcovou symetríı (SO(2)).

Kosmické struny jsou tedy velmi tenké (řádově tloušt’ky protonu) a extrémně husté
objekty, které tvoř́ı bud’to uzavřené smyčky, nebo jsou nekonečné. Uzavřené smyčky, které
lze topologicky stáhnout do bodu, se postupně vyzář́ı v podobě gravitačńıch vln, zat́ımco
topologicky nestáhnutelné smyčky a nekonečné struny jsou stabilńı i globálně - mohou se
však navzájem protnout a změnit t́ım svoji topologii.

Př́ımou kosmickou strunu popisujeme metrikou, která odpov́ıdá Minkowského pro-
storočasu v polárńıch souřadnićıch tak, že struna lež́ı v ρ = 0. Úhel ϕ však neprob́ıhá
interval o velikosti 2π, ale obecně menš́ı. Struna tedy vytvář́ı kónickou singularitu, kdy
prostoročas v okoĺı struny je lokálně plochý, veškerá křivost je soustředěna na struně a je
charakterizována právě deficitńım úhlem. Lokálně jsou velmi dobře splněny podmı́nky pro

1V následuj́ıćım úvodu je čerpáno předevš́ım z přehledového článku [4], kde se lze o problematice
kosmických strun a jiných topologických defekt̊u dozvědět v́ıce.
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takový popis – jak podmı́nka, že struna je dostatečně tenká, tak, že struna je dostatečně
rovná.

V bĺızkosti kosmické struny se magnetické a elektrické pole chovaj́ı jinak, než bychom
běžně očekávali. Jak je ukázáno v [1], [2], v bĺızkosti kosmické struny na sebe náboj,
elektrický dipól a magnetický dipól p̊usob́ı prostřednictv́ım samo-interakce (samotný náboj
je od struny odpuzován, dipóly se natáčej́ı ve směru podél struny), rovněž multipólový
rozvoj jejich poĺı v nekonečnu může být jiný.

V této práci se zabývám výpočtem interakce elektromagnetického zářeńı s kosmickou
strunou. Protože v prostoročasu s deficitńım úhlem nelze snadno popsat elektromagnetické
vlněńı rozkladem do rovinných vln, je potřeba úlohu řešit jinak. Využ́ıvám v práci faktu, že
prostoročas v okoĺı kosmické struny je lokálně plochý a elektromagnetické pole při daném
rozložeńı náboj̊u lze tedy naj́ıt řešeńım vlnové rovnice. Jako zdroj elektromagnetických
vln voĺım osciluj́ıćı elektrický dipól. J́ım buzené elektromagnetické pole najdu aplikaćı
Greenovy funkce př́ıslušné k D’Alembertovu operátoru v prostoročasu struny (vypočtena
v [2]). Toto pole již zahrnuje interakci kosmické struny s elektromagnetickým zářeńım
dipólu.

Zkoumám dva hlavńı př́ıstupy. Prvńı spoč́ıvá v př́ımé integraci Greenovy funkce zúžené
s čtyřproudem popisuj́ıćım osciluj́ıćı dipól (distribučńı vyjádřeńı čtyřproudu je v práci od-
vozeno). Druhý př́ıstup zahrnuje rozklad Greenovy funkce na vlastńı stavy D’Alembertiánu.
Vhodnou záměnou pořad́ı integrál̊u se snaž́ım dospět k výhodněǰśımu lépe integrovatelnému
tvaru.

Ani jeden z těchto př́ıstup̊u však nevede k analytickém vyjádřeńı rozptylu elektromag-
netické vlny, ani (kromě speciálńıch př́ıpad̊u natočeńı dipólu) v př́ıpadě š́ı̌reńı rovinných
vln podél struny a lomu rovinných vln na struně (což odpov́ıdá př́ıpadu, kdy je bud́ıćı dipól
vzdálen ve směru podél struny, nebo ve směru kolmém na strunu).

Značeńı

V práci použ́ıvám běžné značeńı. Vektory a formy znač́ım tučně, jako

g, dxi,
∂

∂xi

(xi přitom znač́ı i-tou souřadnici.) V souřadnicovém zápisu znač́ım řeckými ṕısmeny (mimo
µ, µ̄, ϕ, ρ) prostoročasové indexy. Neńı-li uvedeno jinak, plat́ı vztah v libovolné bázi. Často
je v textu uvedeno, že indexy v dané kapitole prob́ıhaj́ı bázi (1.1) nebo (1.4). Latinkou psané
sč́ıtaćı indexy prob́ıhaj́ı vždy prostorovou část báze (1.4).

Jednotlivé indexy z množiny {t, z, ρ, ϕ}, resp. {t, z, µ, µ̄}, neč́ısluji. Namı́sto toho po-
kud chci zapsat danou hodnotu (obecného) indexu Aα, už́ıvám př́ımo jméno souřadnice:
At, Az, Aρ, Aϕ, resp. At, Az, Aµ, Aµ̄. Proto názvy souřadnic vyjádřené řeckými ṕısmeny
nejsou použity pro označeńı obecných index̊u.

Pro derivace veličin podle vlastńıho času použ́ıvám značeńı

Ȧ(τ) ≡ d

dτ
A(τ) .
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Kovariantńı derivace v př́ıpadě tenzor̊u takto neznač́ım, namı́sto toho už́ıvám běžné značeńı
∇
dτ

A(τ).
Pokud derivuji kovariantně funkci se dvěma argumenty a nemám ji vyjádřenou v

souřadnićıch (typicky gradient Diracovy δ-funkce), použ́ıvám symboly (l)∇, resp. (r)∇ pro
označeńı derivace v levém, resp. pravém argumentu dané funkce. Jedná-li se o derivaci s
v́ıce složkami, vyznač́ım je indexem u daného symbolu jako (l)∇α, resp. (r)∇α.

vii



Kapitola 1

Úvod do problematiky

1.1 Shrnut́ı vlastnost́ı prostoročasu kosmické struny

Podle [2] je prostoročas kosmické struny udán v bázi

dt, dz, dρ, dϕ, (1.1)

metrikou
g = −dtdt + dz dz + dρdρ + ρ2dϕdϕ, (1.2)

kde
t, z ∈ R, ρ ∈ R

+, ϕ ∈ (−π/ν; π/ν) .

Parametr ν charakterizuje deficitńı úhel podle vztahu ∆ϕ = 2π (1 − ν−1).
Z tvaru metriky je patrné, že Ricciho tenzor je nulový a prostoročas v okoĺı kosmické

struny je plochý. (Metrika prostoročasu struny je stejná, jako metrika Minkowského pro-
storočasu v polárńıch souřadnićıch, jen s t́ım rozd́ılem, že souřadnice ϕ nabývá jiných
hodnot. Prostoročas lokálně nelze mimo osu ρ = 0 odlǐsit od prostoročasu Minkowského).

Je-li splněna Lorentzova kalibračńı podmı́nka (Aα
,α), potom (pro nulový Ricci̊uv tenzor)

plat́ı mezi čtyřproudem a čtyřpotenciálem následuj́ıćı vztah

Aα;β
β = −Jα (1.3)

V [2] je vypočtena retardovaná Greenova funkce σGret(x|x′) v následuj́ıćı bázi

dt, dz, µ ≡ 1√
2

(dρ + iρdϕ) , µ̄ ≡ 1√
2

(dρ − iρdϕ) . (1.4)

V této bázi má metrika tvar

g = −dtdt + dz dz + µµ̄ + µ̄µ. (1.5)

Vlnová rovnice (1.3) má v bázi (1.4) tvar (viz [2])

0LAt = −Jt,
0LAz = −Jz,

+1LAµ = −Jµ,
−1LAµ̄ = −Jµ̄, (1.6)
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kde
0L =

[

− ∂2

∂t2
+

∂2

∂z2
+

∂2

∂ρ2
+

1

ρ2

∂2

∂ϕ2
+

1

ρ

∂

∂ρ

]

(1.7)

±1L =

[

− ∂2

∂t2
+

∂2

∂z2
+

∂2

∂ρ2
+

1

ρ2

∂2

∂ϕ2
+

1

ρ

∂

∂ρ
∓ i

2

ρ2

∂

∂ϕ
− 1

ρ2

]

(1.8)

Operátor (1.7) je přitom skalárńı D’Alembert̊uv operátor v cylindrických souřadnićıch.
Retardovanou Greenovu funkci splňuj́ıćı1

σLx
σGret(x|x′) = δ(x|x′), suppx

σGret(x|x′) ⊂ budoucnost(x′), (1.9)

uvád́ım podle [2] ve dvou tvarech. Různé tvary Greenovy funkce budou užity v r̊uzných
př́ıstupech k řešeńı problému osciluj́ıćıho dipólu. Nejprve uvedeme Greenovu funkci ve
formě sumy přes vlastńı hodnoty D’Alembertova operátoru:

σGret(x|x′) =
ν

(2π)3

∑

n∈Z

∫

R+

dλ λ

∫

R

dκ

∫

cret

dω
e−i(−ω∆t+κ∆z+νn∆ϕ)

−ω2 + κ2 + λ2
J|νn+σ|(λρ)J|νn+σ|(λρ′).

(1.10)
Zde ∆t = t − t′, ∆z = z − z′, ∆ϕ = ϕ − ϕ′, a cret je integračńı cesta, podél reálné osy,
která obcháźı póly ω = ±

√
κ2 + λ2 tak, že Im ω < 0, aby byla splněna podmı́nka (1.9).

Alternativně může být tento integrál vyč́ıslen jako

σGret(x|x′) =
1

2π
θ(∆t)

kf
∑

k=ki

eiσ(∆ϕ+2πk/ν)δ
(

−∆t2 + r2
k

)

(1.11)

− (−1)σ ν

8π2

θ(∆t)θ
(

∆t2 − ∆z2 − (ρ + ρ′)2)

ρρ′

[

ch ση

sh η
S(η, ∆ϕ) + iσ Sh(η, ∆ϕ)

]

,

přičemž funkce Sh(η, ∆ϕ), S(η, ∆ϕ) a parametr η jsou definovány jako

S(η, ∆ϕ) ≡ sin ν (π − ∆ϕ)

ch νη − cos ν (π − ∆ϕ)
+

sin ν (π + ∆ϕ)

ch νη − cos ν (π + ∆ϕ)
, (1.12)

Sh(η, ∆ϕ) ≡ sh ν (π − ∆ϕ)

ch νη − cos ν (π − ∆ϕ)
+

sh ν (π + ∆ϕ)

ch νη − cos ν (π + ∆ϕ)
, (1.13)

ch η ≡ ∆t2 − ∆z2 − ρ2 − ρ′2

2ρρ′
, (1.14)

r2
k ≡ ∆z2 + ρ2 + ρ′2 − 2ρρ′ cos (∆ϕ + 2πk/ν) (1.15)

a hraničńı meze pro sumaci ki a kf jsou určeny podmı́nkami

∆ϕ + 2π (ki − 1) /ν < −π < ∆ϕ + 2πki /ν , (1.16)

∆ϕ + 2πkf /ν < π < ∆ϕ + 2π (kf + 1) /ν . (1.17)

Pro podrobněǰśı informace viz [1] a [2].

1budoucnost(x) znač́ı množinu totožnou s vnitřkem světelného kužele př́ıslušej́ıćıho bodu x, supp
x
f(x)

znač́ı nosič (support) funkce f(x), tedy množinu takových bod̊u, na nichž je f(x) nenulová.
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Kapitola 2

Výpočet čtyřproudu časově

proměnného dipólu

Pro daľśı výpočty je nutné znát distributivńı vyjádřeńı čtyřproudu bodového náboje a
časově proměnného dipólu. S jejich využit́ım pak budeme studovat jimi buzené elektro-
magnetické pole. Tyto vztahy budou vypočteny s použit́ım toho, že prostoročas je lokálně
plochý.

2.1 Odvozeńı distribučńıho čtyřproudu dipólu rozvo-

jem δ-funkćı ve výrazu pro čtyřproud bodového

náboje

Vyjdeme z výrazu (viz [5] 6.93) pro distribučńı čtyřproud bodového náboje se světočarou
x(τ) a čtyřrychlost́ı uα(τ)

Jα(x) = e

∞
∫

−∞

dτ δ (x|x(τ)) uα(τ) . (2.1)

Předpokládejme, že dipól je složen ze dvou náboj̊u, které se pohybuj́ı podél světočar
+x(τ), −x(τ) v těsné bĺızkosti světočáry 0x(τ). Budeme přitom předpokládat následuj́ıćı
vzájemnou polohu náboj̊u

±xα(τ) = 0xα(τ) ± 1

2
lα(τ) . (2.2)

Zde jsme všechny tři světočáry parametrizovali vlastńım časem světočáry 0x(τ). Čtyřrych-
losti ±u(τ) tak nejsou normalizované a dostáváme pro ně

±uα(τ) =
D±xα(τ)

dτ
= 0uα(τ) ± 1

2
l̇α(τ) (2.3)

3



Přitom zde i v daľśım textu použ́ıvám značeńı

Ȧ(τ) ≡ d

dτ
A(τ) . (2.4)

Protože vše odvozujeme pro lokálně plochý prostoročas a báze (at’ už (1.4), nebo (1.1)) je
konstantńı v čase, ṕı̌seme rovnou mı́sto všech kovariantńıch derivaćı podle vlastńıho času
derivace

Ve vztahu pro výpočet čtyřproudu nezálež́ı na parametrizaci světočáry, jelikož změna
normováńı čtyřrychlosti je kompenzována př́ıslušnou změnou integračńı proměnné. To nám
umožňuje použ́ıvat definici čtyřrychlosti jako derivaci podle vlastńıho času středu dvojice
náboj̊u, pokud podle tohoto vlastńıho času také integrujeme.

Nyńı rozeṕı̌seme čtyřproud dipólu jako součet čtyřproud̊u jeho jednotlivých náboj̊u a
provedeme rozvoj pro malá l(τ).

Jα(x) = +Jα(x) + −Jα(x)

= e

∞
∫

−∞

dτ
[

δ
(

x
∣

∣

∣

+x(τ)
)

+uα(τ) − δ
(

x
∣

∣

∣

−x(τ)
)

−uα(τ)
]

= e

∞
∫

−∞

dτ
[

δ
(

x
∣

∣

∣

0x(τ) + 1
2
l(τ)

)(

0uα(τ) + 1
2
l̇α(τ)

)

− δ
(

x
∣

∣

∣

0x(τ) − 1
2
l(τ)

)(

0uα(τ) − 1
2
l̇α(τ)

)]

= e

∞
∫

−∞

dτ
[

δ(x|0x(τ)) 0uα(τ) + δ(x|0x(τ)) 1
2
l̇α + (r)∇δ(x|0x(τ)) · 1

2
l 0uα(τ)

− δ(x|0x(τ))0uα(τ) + δ(x|0x(τ)) 1
2
l̇α + (r)∇δ(x|0x(τ)) · 1

2
l 0uα(τ)

]

= e

∞
∫

−∞

dτ
[

δ(x|0x(τ))l̇α(τ) + (r)∇δ(x|0x(τ)) · l(τ) 0uα(τ)
]

.

V limitě |l| → 0 tak, že p = el z̊ustává konečné dostáváme

Jα(x) =

∞
∫

−∞

dτ
[

δ(x|0x(τ))ṗα(τ) + (r)∇δ(x|0x(τ)) · p(τ) 0uα(τ)
]

. (2.5)

2.2 Odvozeńı distribučńıho čtyřproudu rozvojem in-

tegrálu vzniklého zhlazeńım čtyřproudu.

Zde provedeme kontrolu předchoźıho výpočtu tak, že distribučńı čtyřproud dvou opačných
náboj̊u
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Jα(x) = +Jα(x) + −Jα(x)

= e

∞
∫

−∞

dτ
[

δ
(

x
∣

∣

∣

+x(τ)
)

+uα(τ) − δ
(

x
∣

∣

∣

−x(τ)
)

−uα(τ)
]

zhlad́ıme s testovaćı funkćı ϕα(x).

∫

dxϕα(x)Jα(x) =

∫

dxϕα(x)
(

+Jα(x) + −Jα(x)
)

= e

∞
∫

−∞

dτ
[

ϕα(+x(τ))+uα(τ) − ϕα(−x(τ))−uα(τ)
]

= e

∞
∫

−∞

dτ
[

ϕα
(

0x(τ) + 1
2
l(τ)

)

(

0uα(τ) + 1
2
l̇α(τ)

)

− ϕα
(

0x(τ) − 1
2
l(τ)

)

(

0uα(τ) − 1
2
l̇α(τ)

)]

= e

∞
∫

−∞

dτ
[

lβ
(

∇βϕα
)

(

0x(τ)
)

0uα(τ) + ϕα(0x(τ))l̇α(τ)
]

Nyńı si stač́ı uvědomit, že toto lze také zapsat jako

∞
∫

−∞

dτ

∫

dx
[

pβ(τ)
(

(r)∇βδ(x|0x(τ))ϕα(x)
)

0uα(τ) + δ(x|0x(τ))ϕα(x)ṗα(τ)
]

. (2.6)

Distribuce odpov́ıdaj́ıćı tomuto zhlazeńı je

Jα(x) =

∞
∫

−∞

dτ
[

δ(x|0x(τ))ṗα(τ) + (r)∇δ(x|0x(τ)) · p(τ) 0uα(τ)
]

, (2.7)

což je vidět po vytknut́ı ϕα(x) před závorku v (2.6). Tento výsledek je totožný s (2.5).
S využit́ım identity

(r)∇δ(x|y) = −(l)∇δ(x|y) (2.8)

tento vztah můžeme upravit na

Jα(x) =

∞
∫

−∞

dτ
[

δ(x|0x(τ))ṗα(τ) −
(

(l)∇δ
)

(x|0x(τ)) · p(τ) 0uα(τ)
]

. (2.9)
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Kapitola 3

Př́ımý výpočet potenciálu buzeného

bodovým dipólem

3.1 Volba vhodného tvaru závislosti dipólu na čase,

rozpis do složek

Nejjednodušš́ım zdrojem, jehož pomoćı můžeme studovat chováńı elektromagnetického
vlněńı v okoĺı struny je Hertz̊uv dipól. Zvoĺıme tedy dipólový moment obecně tak, aby
kmital s konstantńı frekvenćı, ale v obecném směru. Fázový posun voĺıme tak, aby zjed-
nodušil následuj́ıćı výpočty (v následuj́ıćım textu nebude samotná fáze v plné obecnosti
potřeba).

pt(τ) = 0 , (3.1)

pz(τ) = 0pz cos (ω0τ) ,

pρ(τ) = 0pρ cos (ω0τ) ,

pϕ(τ) = 0pϕ cos (ω0τ) .

S využit́ım ortogonality metriky (1.2) snadno dopočteme kontravariantńı tvary dipólových
moment̊u

pt(τ) = 0 , (3.2)

pz(τ) = 0pz cos (ω0τ) = 0pz cos (ω0τ) ,

pρ(τ) = 0pρ cos (ω0τ) = 0pρ cos (ω0τ) ,

pϕ(τ) = 0pϕ cos (ω0τ) =
0pϕ

0ρ2
cos (ω0τ) .

Jelikož je ale výpočet čtyřpotenciálu jednodušš́ı v bázi (1.4), převedeme dipólové mo-
menty do ńı. (Vypočteme inverze vztah̊u (1.4) )

dρ =
1√
2

(µ + µ̄) , dϕ =
1

ρ

i√
2

(µ̄ − µ) . (3.3)
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Tedy kovariantńı složky dipólového momentu jsou

pt(τ) = 0, (3.4)

pz(τ) = 0pz cos (ω0τ),

pµ(τ) = 0pµ cos (ω0τ),

pµ̄(τ) = 0pµ̄ cos (ω0τ).

Přitom 0pµ,
0pµ̄ jsou zavedeny jako

0pµ ≡ 1√
2

(

0pρ − i
0pϕ

0ρ

)

, 0pµ̄ ≡ 1√
2

(

0pρ + i
0pϕ

0ρ

)

. (3.5)

Zvedneme-li indexy tohoto vektoru pomoćı metriky (1.5), źıskáme výsledek

pt(τ) = 0, (3.6)

pz(τ) = 0pz cos (ω0τ),

pµ(τ) = 0pµ̄ cos (ω0τ),

pµ̄(τ) = 0pµ cos (ω0τ).
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3.2 Výpočet př́ımou aplikaćı Greenovy funkce

Vyjdeme z výrazu (1.6) vyjadřuj́ıćıho vlnovou rovnici, kterou chceme řešit, v bázi (1.4).
Greenova funkce vzhledem k operátor̊um σL je vyjádřena výrazem (1.11). Integrujeme tedy
př́ımo Greenovu funkci aplikovanou na čtyřproud (2.5) s t́ım, že dosad́ıme 0ut = −1

At(x) =

∫

R4

dx′

∞
∫

−∞

dτ 0Gret(x|x′)
[

(r)∇iδ
(

x′
∣

∣

0x(τ)
)

pi(τ)
]

, (3.7)

Az(x) = −
∫

R4

dx′

∞
∫

−∞

dτ 0Gret(x|x′)
[

δ
(

x′
∣

∣

0x(τ)
)

ṗz(τ)
]

, (3.8)

Aµ(x) = −
∫

R4

dx′

∞
∫

−∞

dτ 1Gret(x|x′)
[

δ
(

x′
∣

∣

0x(τ)
)

ṗµ(τ)
]

, (3.9)

Aµ̄(x) = −
∫

R4

dx′

∞
∫

−∞

dτ −1Gret(x|x′)
[

δ
(

x′
∣

∣

0x(τ)
)

ṗµ̄(τ)
]

. (3.10)

Zde jsme využili prostorový charakter dipólu p a vyjádřeńı (1.6) v bázi (1.4). Nav́ıc d́ıky
konstantnosti této báze a lokálńı plochosti prostoročasu můžeme rovnou psát ∇

dτ
pα = ṗα.

Integraci rozděĺıme do dvou část́ı: Podle [2] lze Greenovu funkci rozdělit na dva členy –
na geodetický člen odpov́ıdaj́ıćı prvńımu řádku (1.11) (potenciál vzniklý jeho integraćı je
součtem př́ıspěvk̊u

”
klasického“ zářeńı dipólu podél všech geodetik, kterými se lze ze zdroje

k testovanému bodu dostat) a rozptylový člen (který charakterizuje rozptyl na křivosti
struny jako takové – odpov́ıdá druhému členu (1.11) ).

Označme AG
α (x) tu část čtyřpotenciálu, kterou źıskáme pomoćı geodetické části Gre-

enovy funkce a AR
α(x) tu část čtyřpotenciálu, kterou źıskáme integraćı rozptylové části

Greenovy funkce. Potom zjevně plat́ı

Aα(x) = AG
α (x) + AR

α(x). (3.11)

Integraci AG
α (x) a AR

α(x) provedeme zvlášt’.

3.2.1 Integrace geodetické části Greenovy funkce

V této části provedeme standardńı integraci geodetické části integrál̊u (3.7)–(3.10), ve
kterých dosad́ıme za Greenovu funkce jej́ı geodetickou část a integrály zjednoduš́ıme.
Připomeňme, že Greenova funkce má dva argumenty x, x′, kde přes x′ integrujeme. Tyto
proměnné v integrálech vystupuj́ı prostřednictv́ım výraz̊u definovaných v prvńı kapitole:
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∆t = t − t′, ∆z = z − z′, ∆ϕ = ϕ − ϕ′.

AG
t (x) =

1

2π

∞
∫

−∞

dτ

∫

R4

dx′ θ(∆t)

kf
∑

k=ki

δ
(

−∆t2 + r2
k

) [

(r)∇iδ
(

x′
∣

∣

0x(τ)
)

pi(τ)
]

,

(3.12)

AG
z (x) = − 1

2π

∞
∫

−∞

dτ

∫

R4

dx′ θ(∆t)

kf
∑

k=ki

δ
(

−∆t2 + r2
k

) [

δ
(

x′
∣

∣

0x(τ)
)

ṗz(τ)
]

,

(3.13)

AG
µ (x) = − 1

2π

∞
∫

−∞

dτ

∫

R4

dx′ θ(∆t)

kf
∑

k=ki

ei(∆ϕ+2πk/ν)δ
(

−∆t2 + r2
k

) [

δ
(

x′
∣

∣

0x(τ)
)

ṗµ(τ)
]

,

(3.14)

AG
µ̄ (x) = − 1

2π

∞
∫

−∞

dτ

∫

R4

dx′ θ(∆t)

kf
∑

k=ki

e−i(∆ϕ+2πk/ν)δ
(

−∆t2 + r2
k

) [

δ
(

x′
∣

∣

0x(τ)
)

ṗµ̄(τ)
]

.

(3.15)

Sč́ıtáńı zde prob́ıhá přes všechny nulové geodetiky spojuj́ıćı body x s polohou zdroje 0x(τ),
meze kf , ki jsou dány (1.16)–(1.17).

Provedeme integrováńı vzhledem k pravé δ-funkci a změńıme integračńı meze podle
θ-funkćı.

AG
t (x) =

1

2π

t
∫

−∞

dτ
∂

∂x′i

[

kf
∑

k=ki

δ
(

−∆t2 + r2
k

)

pi(τ)

]∣

∣

∣

∣

∣

x′α=0xα(τ)

, (3.16)

AG
z (x) = − 1

2π

t
∫

−∞

dτ

kf
∑

k=ki

δ
(

−(t − τ)2 + 0r2
k

)

ṗz(τ), (3.17)

AG
µ (x) = − 1

2π

t
∫

−∞

dτ

kf
∑

k=ki

ei(0∆ϕ+2πk/ν)δ
(

−(t − τ)2 + 0r2
k

)

ṗµ(τ), (3.18)

AG
µ̄ (x) = − 1

2π

t
∫

−∞

dτ

kf
∑

k=ki

e−i(0∆ϕ+2πk/ν)δ
(

−(t − τ)2 + 0r2
k

)

ṗµ̄(τ). (3.19)

Zde ke značeńı ∆ϕ, ∆ρ, ∆z z prvńı kapitoly zavád́ıme

0∆z ≡ z − 0z, 0∆ρ ≡ ρ − 0ρ, 0∆ϕ ≡ ϕ − 0ϕ ,
0r2

k ≡ (0∆z)2 + ρ2 + (0ρ)2 − 2 0ρρ cos
(

0∆ϕ + 2πk/ν
)

.
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Použijeme identitu

δ(f(x)) =
∑

x0:f(x0)=0

1

|f ′(x0)|
δ(x − x0) (3.20)

a zderivujeme δ-funkci v prvńım integrálu podle prostorových souřadnic. Do sumy přes
kořeny přitom zahrnujeme jen ty, přes které integrujeme, tedy ty, které splňuj́ı podmı́nku
kladenou na retardovanou Greenovu funkci t > τ .

AG
t (x) =

1

2π

t
∫

−∞

dτ

[

kf
∑

k=ki

δ′
(

−∆t2 + r2
k

) ∂(r2
k)

∂x′i
pi(τ)

]∣

∣

∣

∣

∣

x′α=0xα(τ)

, (3.21)

AG
z (x) = − 1

2π

kf
∑

k=ki

1

2 0rk

ṗz(t − 0rk), (3.22)

AG
µ (x) = − 1

2π

kf
∑

k=ki

ei(0∆ϕ+2πk/ν) 1

2 0rk

ṗµ(t − 0rk), (3.23)

AG
µ̄ (x) = − 1

2π

kf
∑

k=ki

e−i(0∆ϕ+2πk/ν) 1

2 0rk

ṗµ̄(t − 0rk). (3.24)

Integraci v (3.21) nyńı provedeme nejprve použit́ım vztahu (3.20), zderivováńım a zhla-
zeńım δ-funkce, což odpov́ıdá nahrazeńı derivace δ-funkce podle vztahu

δ′(f(x)) =
∑

x0:f(x0)=0

(

1

f ′(x0) |f ′(x0)|
δ′(x − x0) +

f ′′(x0)

f ′(x0)2 |f ′(x0)|
δ(x − x0)

)

(3.25)

AG
t (x) =

1

2π

t
∫

−∞

dτ

[ kf
∑

k=ki

(

1

4r2
k

δ′(τ − t + rk) −
1

4r3
k

δ(τ − t + 0rk)

)

∂(r2
k)

∂x′i
pi(τ)

]∣

∣

∣

∣

x′α=0xα(τ)

= − 1

8π

kf
∑

k=ki

[

1

r2
k

∂(r2
k)

∂x′i
ṗi(t − rk) +

1

r3
k

∂(r2
k)

∂x′i
pi(t − rk)

] ∣

∣

∣

∣

x′α=0xα(τ)

. (3.26)
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Po provedeńı derivace
∂(r2

k
)

∂x′i źıskáme následuj́ıćı celkový tvar.

AG
t (x) =

1

4π 0r2
k

kf
∑

k=ki

(

0ρρ sin
(

0∆ϕ + 2πk/ν
) (

ṗϕ(t − 0rk) +
1

0rk

pϕ(t − 0rk)
)

+

+ 0∆z
(

ṗz(t − 0rk) +
1

0rk

pz(t − 0rk)
)

− (3.27)

−
(

0ρ − ρ cos
(

0∆ϕ + 2πk/ν
)) (

ṗρ(t − 0rk) +
1

0rk

pρ(t − 0rk)
)

)

AG
z (x) = − 1

4π 0rk

kf
∑

k=ki

ṗz(t − 0rk), (3.28)

AG
µ (x) = − 1

4π 0rk

kf
∑

k=ki

ei(0∆ϕ+2πk/ν)ṗµ(t − 0rk), (3.29)

AG
µ̄ (x) = − 1

4π 0rk

kf
∑

k=ki

e−i(0∆ϕ+2πk/ν)ṗµ̄(t − 0rk), (3.30)

resp.

AG
ρ (x) = −

kf
∑

k=ki

0ρṗρ(t − 0rk) cos (0∆ϕ + 2πk/ν) + ṗϕ(t − 0rk) sin (0∆ϕ + 2πk/ν)

4π 0rk
0ρ

,

(3.31)

AG
ϕ (x) =

kf
∑

k=ki

0ρṗρ(t − 0rk) cos (0∆ϕ + 2πk/ν) − ṗϕ(t − 0rk) sin (0∆ϕ + 2πk/ν)

4π 0rk

.

(3.32)

Za předpokladu ∇
dτ

p = 0 tento výsledek přecháźı (až na jinou definici pϕ) v geodetickou
část pole statického elektrického dipólu 3.10 v [2].

3.2.2 Integrace rozptylové části Greenovy funkce

V této části dosad́ıme v integrálech (3.7)–(3.10) za Greenovu funkci jej́ı rozptylovou část
a uprav́ıme je do vhodněǰśıho tvaru. Jednak využijeme, že čtyřrychlost je kolmá na vektor
dipólového momentu (3.1), což nám zaruč́ı, že čtyřrychlost nevystupuje v prostorové části
potenciálu a dipólový moment v časové složce čtyřpotenciálu vystupuje jen ve zúžeńı s
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gradientem δ-funkce. Rozeṕı̌seme integrály jako

AR
t (x) = −

∫

R4

dx′

∞
∫

−∞

dτ
ν

8π2

Θ

ρρ′

[

1

sh η
S(η, ∆ϕ)

]

×
[

(r)∇i δ
(

x′
∣

∣
0x(τ)

)

0pi cos (ω0τ)
]

, (3.33)

AR
z (x) = +

∫

R4

dx′

∞
∫

−∞

dτ
ν

8π2

Θ

ρρ′

[

1

sh η
S(η, ∆ϕ)

]

×
[

δ
(

x′
∣

∣
0x(τ)

)

0pz
d
dτ

cos (ω0τ)
]

, (3.34)

AR
µ (x) = −

∫

R4

dx′

∞
∫

−∞

dτ
ν

8π2

Θ

ρρ′

[

ch η

sh η
S(η, ∆ϕ) + i Sh(η, ∆ϕ)

]

×
[

δ
(

x′
∣

∣
0x(τ)

)

0pµ
d
dτ

cos (ω0τ)(τ)
]

, (3.35)

AR
µ̄ (x) = −

∫

R4

dx′

∞
∫

−∞

dτ
ν

8π2

Θ

ρρ′

[

ch η

sh η
S(η, ∆ϕ) − i Sh(η, ∆ϕ)

]

×
[

δ
(

x′
∣

∣
0x(τ)

)

0pµ̄
d
dτ

cos (ω0τ)
]

. (3.36)

Zde
Θ ≡ θ(∆t)θ

(

∆t2 − ∆z2 − (ρ + ρ′)
2
)

(3.37)

zastupuje Heavisideovy funkce, které vymeźı integračńı meze v integrálu přes τ . Vztah
mezi η a τ je dán definićı (1.14) a funkce S(η, ∆ϕ), Sh(η, ∆ϕ), jsou definovány vztahy
(1.12),(1.13). η, ∆ϕ, ∆z jsou funkce x′. (Viz zavedeńı v podkapitole věnované integraci
geodetické části Greenovy funkce.)

Diracovy δ-funkce jsou normalizovány v̊uči metrickému objemovému elementu dx′. Gra-
dient v časové složce (r)∇i (3.34) derivuje v pravém argumentu δ-funkce, lze jej tedy z inte-
grováńı přes dx′ vytknout. Záměnou integrál̊u přes x′ a přes τ a vyintegrováńım δ-funkce
v prostorové části obdrž́ıme tvar

AR
t (x) = −

∞
∫

−∞

dτ 0pi cos (ω0τ)
∂

∂x′i

[

ν

8π2

Θ

ρρ′

[

1

sh η
S(η, ∆ϕ)

]] ∣

∣

∣

∣

x′α=0xα(τ)

. (3.38)

V prostorové části nav́ıc provedeme derivace d
dτ

cos(ω0τ) s př́ıslušnou změnou znaménka a
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obdobně źıskáme

AR
z (x) = −

∞
∫

−∞

dτ
ν

8π2

Θ

ρρ′

[

1

sh η
S(η, ∆ϕ)

]

0pz ω0 sin (ω0τ)

∣

∣

∣

∣

x′α=0xα(τ)

, (3.39)

AR
µ (x) = +

∞
∫

−∞

dτ
ν

8π2

Θ

ρρ′

[

ch η

sh η
S(η, ∆ϕ) + i Sh(η, ∆ϕ)

]

×0pµ ω0 sin (ω0τ)

∣

∣

∣

∣

x′α=0xα(τ)

, (3.40)

AR
µ̄ (x) = +

∞
∫

−∞

dτ
ν

8π2

Θ

ρρ′

[

ch η

sh η
S(η, ∆ϕ) − i Sh(η, ∆ϕ)

]

×0pµ̄ ω0 sin (ω0τ)

∣

∣

∣

∣

x′α=0xα(τ)

. (3.41)

Zaměřme se na úpravu gradientu v (3.38), který provád́ıme v bázi (1.1). Funkce η záviśı
kromě τ na prostorových souřadnićıch ρ′, z′, ϕ′, muśıme tedy derivace provést s ohledem
na to, že je η funkćı těchto proměnných. Můžeme psát

sh η
∂

∂x′i

(

1

sh η
S(η, ∆ϕ)

)

= −δiϕ′

∂ S

∂ϕ
+

(

∂ S

∂η

1

sh η
− S ch η

sh2 η

)

∂ ch η

∂x′i
, (3.42)

kde se z d̊uvod̊u, které budou zřejmé později, zat́ım nevěnujeme skokové funkci Θ. Provedli
jsme několik úprav: Nejprve jsme rozepsali úplnou derivaci S(η, ∆ϕ) podle řet́ızkového
pravidla na parciálńı derivace podle jednotlivých proměnných

d S

dx′i
=

(

∂ S

∂x′i

)

η

+
∂ S

∂η

dη

d (ch η)

∂ ch η

∂x′i
= δiϕ′

∂ S

∂ (∆ϕ)

∂∆ϕ

∂ϕ′
+

∂ S

∂η

1

sh η

∂ ch η

∂x′i
. (3.43)

S(η, ∆ϕ) je funkćı proměnné ∆ϕ. Připomeňme definici ∆ϕ ≡ ϕ − ϕ′. Také jsme všechny
derivace ∂η

∂x′i vyjádřili přes derivace podle ∂ ch η
∂x′i , které bude snazš́ı vyjádřit, jak se ukáže

ńıže. Rovněž jsme použili úpravu

dη

d (ch η)
=

(

d (ch η)

dη

)−1

=
1

sh η
.

Nakonec využ́ıváme identitu sh η =
√

ch2 η − 1, která plat́ı pro η > 0, což je ale splněno.
Zbývá rozepsat derivace ch η, pomoćı kterých máme vyjádřeny předchoźı derivace

složitěǰśıch funkćı:

∂ ch η

∂ϕ′
=

∂

∂ϕ′

(

∆t2 − (z − z′)2 − ρ2 − ρ′2

2ρρ′

)

= 0, (3.44)

∂ ch η

∂z′
=

∂

∂z′

(

∆t2 − (z − z′)2 − ρ2 − ρ′2

2ρρ′

)

=
z − z′

ρρ′
, (3.45)

∂ ch η

∂ρ′
=

(z − z′)2 − ∆t2 + ρ2 − ρ′2

2ρρ′2
= −ρ ch η + ρ′

ρρ′
. (3.46)
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Regularizace distribuce spojené s rozptylem na struně

Než provedeme gradient v (3.38), je potřeba odstranit problém, který by vznikl, pokud
bychom neopatrně neužili derivaci v oboru distribućı. Zat́ımco funkce

Θ

sh η
S(η, ∆ϕ) (3.47)

vystupuj́ıćı v integrálu (3.38) je integrovatelná v τ , jej́ı gradient již integrovatelný neńı. Je
proto potřeba zvolit vhodnou regularizaci a řešit integrály v oboru distribućı.

Θ je součinem θ(∆t) a θ
(

∆t2 − ∆z2 − (ρ + ρ′)2). Prvńı z těchto výraz̊u zaručuje, že t >
τ a tedy, že užitá Greenova funkce je retardovaná, druhý z nich se stará o to, aby se náboj
projevoval jen uvnitř svého světelného kužele. Gradient funkce (3.47) je problematicky
integrovatelný v bodě, kdy světelný kužel dipólu prot́ıná kosmickou strunu – člen θ(∆t)
tedy v rozptylové části hraje jen pasivńı roli (projev́ı se v integračńıch meźıch) a můžeme
nahradit Θ za θ

(

∆t2 − ∆z2 − (ρ + ρ′)2) (s t́ım, že nadále budeme vždy požadovat t > τ).
Problémy s integrovatelnost́ı vyřeš́ıme zavedeńım regularizace

θ
(

∆t2 − ∆z2 − (ρ + ρ′)
2
)

→ θ
(

∆t2 − ∆z2 − (ρ + ρ′)
2 − ε

)

, (3.48)

kde ε > 0 je infinitezimálńı reálná proměnná. Na závěr provedeme limitu ε → 0.
Převedeme Θ do parametru η zavedeného později v (3.51) a uprav́ıme na

θ
(

∆t2 − ∆z2 − (ρ + ρ′)
2 − ε

)

= θ (2ρρ′ (ch η − 1) − ε) = θ (η − ε) . (3.49)

Integrál (3.38) tak přejde na tvar

AR
t (x) = −

∞
∫

−∞

dτ
∂

∂x′i

[

ν

8π2

θ(η − ε)

ρρ′

0pi cos (ω0τ)

sh η
S(η, ∆ϕ)

] ∣

∣

∣

∣

x′α=0xα(τ)

(3.50)

= − ν

8π2

∞
∫

−∞

dτ

[

δ(η − ε)
dη

d(ch η)

∂ ch η

∂x′i

0pi cos (ω0τ)

ρρ′ sh η
S(η, ∆ϕ) +

+ θ(η − ε)
∂

∂x′i

[

1

ρρ′

0pi cos (ω0τ)

sh η
S(η, ∆ϕ)

] ]∣

∣

∣

∣

x′α=0xα(τ)

Zde jsme provedli derivaci zvlášt’ vzhledem ke skokové funkci, jej́ımž zderivováńım vzniká
δ-funkce s př́ıslušným argumentem.
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Přechod k parametru η v integraci přes světočáru dipólu

V daľśıch výpočtech se jev́ı jako výhodné použ́ıvat mı́sto vlastńıho času dipólu parametr
η zavedený v (1.14). K η přejdeme pomoćı vztah̊u

τ = t −
√

∆z2 + ρ2 + ρ′2 + 2ρρ′ ch η, dτ =
ρρ′

(τ − t)
sh η dη. (3.51)

Od této chv́ıle již tedy η neńı funkćı x′, ale integračńım parametrem. Abychom zachovali
konzistentńı značeńı a vyhnuli se zbytečnému vypisováńı dlouhých tvar̊u, definujme

ς(η) ≡ 0pz z − 0z
0ρρ

− 0pρ ρ ch η + 0ρ
0ρρ

(3.52)

Ξ(η) ≡ ∂

∂x′i

[

1

ρρ′

0pi cos (ω0τ)

sh η(x, x′, τ)
S(η(x, x′, τ), ∆ϕ)

] ∣

∣

∣

∣

x′α=0xα(τ(η))

. (3.53)

V definici (3.53) nejprve provedeme derivaci s t́ım, že η(x, x′, τ) zde vystupuje jako funkce
a poté dosad́ıme (3.51) a nahrad́ıme x′ za polohu světočáry dipólu 0x(τ(η)), která je para-
metrizována parametrem η.

Nyńı můžeme integrál (3.50) upravit dále – provedeńım integrál̊u z δ-funkce a skokové
funkce obdrž́ıme

AR
t (x) =

ν

8π2

[

1

sh η
ς(η)

0pi cos (ω0τ)

(τ − t)
S(η, 0∆ϕ)

] ∣

∣

∣

∣

η=ε, τ=−
√

∆z2+(ρ+ρ′)2+t

+
ν

8π2

∞
∫

ε

dη
0ρρ

(τ − t)
sh η Ξ(η) (3.54)

Tento tvar zaṕı̌seme jako

AR
t (x) = lim

ε→0+





Λ

sh ε
+

ν

8π2

∞
∫

ε

dη
0ρρ

(τ − t)
sh η Ξ(η)



 (3.55)

kde jsme označili

Λ =
ν

8π2

(ρ + 0ρ) 0pρ − 0∆z 0pz

ρ 0ρ

cos
(

−ω0

√

0∆z2 + (ρ + 0ρ)2 + ω0t
)

√

0∆z2 + (ρ + 0ρ)2
S
(

0, 0∆ϕ
)

+ O(ε),

(3.56)

Λ je normalizačńı konstanta před členem 1
sh ε

, který zaručuje, že po jeho přičteńı k
divergentńımu integrálu v (3.55) obdrž́ıme konečný výsledek, a to invariantně vzhledem k
použité regularizaci.
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Výsledný tvar rozptylové části integrálu přes světočáru

Pokračujme dále v úpravách časové složky čtyřpotenciálu dipólu. Integrál (3.55) s uvážeńım
vztah̊u (3.44), (3.45), (3.46), a rozpisu derivace (3.42) přeṕı̌seme jako

AR
t (x) = lim

ε→0





Λ

sh ε
+

ν

8π2

∞
∫

ε

dη

(

S ch η
sh2η

− 1
sh η

∂ S
∂η

)(

0pρ ρ ch η+0ρ
0ρρ

− 0pz 0∆z
ρρ′

)

cos(ω0τ)

−
√

(0∆z)2 + ρ2 + (0ρ)2 + 2 0ρρ ch η

+
ν

8π2

∞
∫

ε

dη

(

−0pϕ ∂ S
∂ϕ

− 0pρ 0ρ−1 S
)

cos(ω0τ)

−
√

(0∆z)2 + ρ2 + (0ρ)2 + 2 0ρρ ch η



 (3.57)

Nyńı uděláme per-partes na člen v integrálu obsahuj́ıćı 1
sh η

∂ S
∂η

tak, že integrujeme ∂ S
∂η

a
funkci, která je s ńı v součinu derivujeme:

∞
∫

ε

dη

cos(ω0τ)
sh η

∂ S
∂η

(

0pρ ρ ch η+0ρ
0ρρ

− 0pz 0∆z
0ρρ

)

√

(0∆z)2 + ρ2 + (0ρ)2 + 2 0ρρ ch η
=





cos(ω0τ)
sh η

S
(

0pρ ρ ch η+0ρ
0ρρ

− 0pz 0∆z
0ρρ

)

√

(0∆z)2 + ρ2 + (0ρ)2 + 2 0ρρ ch η





∞

ε

−
∞
∫

ε

dη
− ch η

sh2η
S
(

0pρ ρ ch η+0ρ
0ρρ

− 0pz 0∆z
0ρρ

)

cos(ω0τ) + 0pρ S
0ρ

cos(ω0τ)
√

(0∆z)2 + ρ2 + (0ρ)2 + 2 0ρρ ch η

+

∞
∫

ε

dη
S 0ρρ

(

0pρ ρ ch η+0ρ
0ρρ

− 0pz 0∆z
0ρρ

)

cos(ω0τ)
√

((0∆z)2 + ρ2 + (0ρ)2 + 2 0ρρ ch η)3

−
∞
∫

ε

dη

−ω0 sin(ω0τ)
sh η

∂τ
∂η

S
(

0pρ ρ ch η+0ρ
0ρρ

− 0pz 0∆z
0ρρ

)

√

(0∆z)2 + ρ2 + (0ρ)2 + 2 0ρρ ch η

Povrchový člen se odečte s regularizaćı Λ
sh ε

, druhý integrál se odečte s př́ıslušnými členy

(3.57). Čtvrtý integrál uprav́ıme s přihlédnut́ım ke vztahu mezi η a τ (3.51). Výsledný
integrál již neobsahuje divergentńı členy, takže provedeme limitu ε → 0 a źıskáme tvar
časové složky čtyřpotenciálu

AR
t (x) =

ν

8π2

∞
∫

0

S(η, 0∆ϕ)ρ 0ρ
(

−0pz 0∆z
ρ 0ρ

+ 0pρ ρ ch η+ 0ρ
ρ 0ρ

)

cos(ω0τ)
√

( 0∆z2 + ρ2 + (0ρ)2 + 2ρ 0ρ ch η)3
(3.58)

+

0pϕ ∂ S
∂ϕ

(η, 0∆ϕ) cos(ω0τ) + ω0 ρ 0ρ
τ−t

sin(ω0τ) S(η, 0∆ϕ)
(

−0pz 0∆z
ρ 0ρ

+ 0pρ ρ ch η+ 0ρ
ρ 0ρ

)

√

0∆z2 + ρ2 + (0ρ)2 + 2ρ 0ρ ch η
dη
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Konečný tvar čtyřpotenciálu je

AR
t (x) =

ν

8π2

∞
∫

0

dη

[

S(η, 0∆ϕ) (−0pz 0∆z + 0pρρ ch η + 0ρ) cos(ω0τ)
√

( 0∆z2 + ρ2 + (0ρ)2 + 2ρ 0ρ ch η)3
(3.59)

+
0pϕ ∂ S

∂ϕ
(η, 0∆ϕ) cos(ω0τ)

√

0∆z2 + ρ2 + (0ρ)2 + 2ρ 0ρ ch η

+
ω0 sin(ω0τ) S(η, 0∆ϕ) (0pz 0∆z − 0pρρ ch η − 0ρ)

0∆z2 + ρ2 + (0ρ)2 + 2ρ 0ρ ch η

]

AR
z (x) = − ν

8π2

∞
∫

0

dη
S(η, 0∆ϕ)0pz ω0 sin (ω0τ)

√

0∆z2 + ρ2 + (0ρ)2 + 2ρ 0ρ ch η
, (3.60)

AR
µ (x) = +

ν

8π2

∞
∫

0

dη
ch η S(η, 0∆ϕ) + i Sh(η, 0∆ϕ) sh η
√

0∆z2 + ρ2 + (0ρ)2 + 2ρ 0ρ ch η
0pµ ω0 sin (ω0τ), (3.61)

AR
µ̄ (x) = +

ν

8π2

∞
∫

0

dη
ch η S(η, 0∆ϕ) − i Sh(η, 0∆ϕ) sh η
√

0∆z2 + ρ2 + (0ρ)2 + 2ρ 0ρ ch η
0pµ̄ ω0 sin (ω0τ), (3.62)

nebo ekvivalentně

AR
ρ (x) =

ν

8π2

∞
∫

0

dη
ch η S(η, 0∆ϕ)

√

0∆z2 + ρ2 + (0ρ)2 + 2ρ 0ρ ch η
0pρ ω0 sin (ω0τ), (3.63)

AR
ϕ(x) =

ν

8π2

∞
∫

0

dη
Sh(η, 0∆ϕ) sh η

√

0∆z2 + ρ2 + (0ρ)2 + 2ρ 0ρ ch η
0pϕ ω0 sin (ω0τ). (3.64)

17



3.2.3 Limita nulové frekvence

Pro kontrolu správnosti dosavadńıch výpočt̊u provedeme limitu ω0 → 0 – ta by se měla
shodovat s výsledkem 3.10 v [2], tedy s polem statického dipólu. Fáze oscilaćı dipólu (3.4)
jsou zvoleny tak, aby pro ω0 → 0 byly náboje v maximálńı vzdálenosti určené jejich
amplitudou.

Snadno se přesvědč́ıme, že prostorová část d́ıky vlastnostem sinu v souladu s [2] vymiźı,
zat́ımco časová složka (3.59) přecháźı na

AR
t (x) =

ν

8π2

∞
∫

0

dη

(

S(η, 0∆ϕ) (−0pz 0∆z + 0pρ (ρ ch η + 0ρ))
√

(0∆z2 + ρ2 + (0ρ)2 + 2ρ 0ρ ch η)3
(3.65)

+
0pϕ ∂ S

∂ϕ
(η, 0∆ϕ)

√

0∆z2 + ρ2 + (0ρ)2 + 2ρ 0ρ ch η

)

,

což se (až na jinou definici amplitudy dipólového momentu 0pϕ) shoduje s 3.10 [2].

18



Kapitola 4

Speciálńı př́ıpady řešeńı

Integrály (3.60)–(3.62), (3.59) pravděpodobně analyticky řešit nelze. Zabýval jsem se tedy
možnosti vyřešit některé speciálńı př́ıpady. V zásadě jsou dvě možnosti rozvoj̊u: bud’to
zkoumáme limitu 0ρ → ∞, která odpov́ıdá tomu, že dipól bud́ıćı elektromagnetické vlny je
velmi vzdálený od struny, nebo limitu 0z → ∞. Ta je snazš́ı a odpov́ıdá tomu, že dipól je
vzdálený podél osy určené strunou. Elektromagnetické vlněńı se tedy š́ı̌ŕı podél struny.

Již nyńı uvedu, že ani jeden z těchto rozvoj̊u se mi nepodařilo analyticky zcela vyřešit.
(Nejjednodušš́ı rozvoj, 0z → ∞, je spočten až na integračńı konstantu vzhledem k 0∆ϕ
v integrálu (4.43)) . Tato kapitola tedy shrnuje př́ıstupy, kterými jsem se snažil integrály
spoč́ıst. Pro zjednodušeńı se v daľśım textu omeźım na to, že uvedu problematické integrály
bez konstant ned̊uležitých pro výpočet. U integrál̊u, které jsou řešitelné snadno, jen uvedu
odkaz na řešeńı bud’to podle [3], nebo [2].
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Nejprve shrňme problematické členy integrál̊u (3.60)–(3.62), (3.59)

∞
∫

0

dη
sin (ω0τ)

√

0∆z2 + ρ2 + (0ρ)2 + 2ρ 0ρ ch η
S(η, 0∆ϕ) , (4.1)

∞
∫

0

dη
sin (ω0τ) ch η

√

0∆z2 + ρ2 + (0ρ)2 + 2ρ 0ρ ch η
S(η, 0∆ϕ) , (4.2)

∞
∫

0

dη
sin (ω0τ) sh η

√

0∆z2 + ρ2 + (0ρ)2 + 2ρ 0ρ ch η
Sh(η, 0∆ϕ) , (4.3)

∞
∫

0

dη
cos(ω0τ)

√

0∆z2 + ρ2 + (0ρ)2 + 2ρ 0ρ ch η

∂ S

∂ϕ′
(η, 0∆ϕ) , (4.4)

∞
∫

0

dη
sin(ω0τ)

0∆z2 + ρ2 + (0ρ)2 + 2ρ 0ρ ch η
S(η, 0∆ϕ) , (4.5)

∞
∫

0

dη
sin(ω0τ) ch η

0∆z2 + ρ2 + (0ρ)2 + 2ρ 0ρ ch η
S(η, 0∆ϕ) , (4.6)

∞
∫

0

dη
cos(ω0τ)

√

( 0∆z2 + ρ2 + (0ρ)2 + 2ρ 0ρ ch η)3
S(η, 0∆ϕ) , (4.7)

∞
∫

0

dη
cos(ω0τ) ch η

√

( 0∆z2 + ρ2 + (0ρ)2 + 2ρ 0ρ ch η)3
S(η, 0∆ϕ) . (4.8)

Podle (3.51) je

τ = t −
√

0∆z2 + ρ2 + (0ρ)2 + 2ρ 0ρ ch η . (4.9)

Problém s řešitelnost́ı těchto integrál̊u spoč́ıvá předevš́ım v tom, že se v nich vyskytuje
zároveň netriviálńı racionálńı výraz v ch η , funkce ch ην obsažený ve funkćıch S, Sh a
funkce sin nebo cos s komplikovaným argumentem. Pokuśıme-li se rozvinout některou z
těchto funkćı do Taylorovy řady, integrovat člen po členu a opět řadu seč́ıst, naraźıme na
problém, nebot’ Taylorova řada nekonverguje stejnoměrně na intervalu (0,∞). Integrál se
sumou nelze zaměnit.
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4.1 Rozvoj pro 0z → ∞
Rozvineme-li v integrálech (4.1)–(4.8) funkce pro 0z → ∞ (tedy zdroj zářeńı je vzdálený
ve směru podél struny), můžeme nahradit

√

0∆z2 + ρ2 + (0ρ)2 + 2ρ 0ρ ch η ≈ 0∆z, (4.10)

τ ≈ t − 0∆z. (4.11)

a integrály nabudou formy

sin ω0 (t − 0∆z)
0∆z

∞
∫

0

dη S(η, 0∆ϕ) , (4.12)

sin ω0 (t − 0∆z)
0∆z

∞
∫

0

dη ch η S(η, 0∆ϕ) , (4.13)

sin ω0 (t − 0∆z)
0∆z

∞
∫

0

dη sh η Sh(η, 0∆ϕ) , (4.14)

cos ω0 (t − 0∆z)
0∆z

∞
∫

0

dη
∂ S

∂ϕ′
(η, 0∆ϕ) . (4.15)

Integrály (4.5)–(4.8) dávaj́ı v této limitě stejný výsledek jako již některý z předešlých
integrál̊u, jen s jinou mocninou 0∆z.

Podle (B3), (B5) a (B9) v [2] plat́ı
∞
∫

0

dη S(η, ∆ϕ) =
2π

ν
(−ν + kf − ki + 1) , (4.16)

∞
∫

0

dη ch η S(η, ∆ϕ) = −2π

ν

kf
∑

k=ki

cos (∆ϕ + 2πk/ν) (4.17)

∞
∫

0

dη
∂ S

∂ϕ′
(η, 0∆ϕ) = 0 . (4.18)

Integrál (4.14) je třeba vyřešit. Aplikaćı per-partes jej můžeme upravit na tvar
∞
∫

0

dη sh η Sh(η, ∆ϕ) =

[

ch η Sh(η, ∆ϕ)

]∞

0

−
∞
∫

0

dη ch η
∂

∂η
Sh(η, ∆ϕ). (4.19)

Aby integrál byl dobře definován, je nutné, aby ν > 1, což odpov́ıdá právě deficitńımu
úhlu. Vyč́ısĺıme derivaci

∂

∂η
Sh(η, ∆ϕ) = − sh ην sh ν (π − ∆ϕ)

(ch νη − cos ν (π − ∆ϕ))2 − sh ην sh ν (π + ∆ϕ)

(ch νη − cos ν (π + ∆ϕ))2 (4.20)
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Obdobné integrály jsou podobné integrál̊um 3.514.1-3.514.4 v [3], proto představuj́ı nadějný
výsledek pro daľśı výpočty. Přesto se mi jej nepodařilo rozřešit.

Dosazeńım (4.16)–(4.18) do (3.59), (3.60), (3.63) vyjádř́ıme

AR
t (x) = (−ν + kf − ki + 1)

(

0ρ − 0pz 0∆z
) cos(ω0τ

′) − ω0 sin(ω0τ
′)0∆z

4π 0∆z3
(4.21)

−
kf
∑

k=ki

cos (∆ϕ + 2πk/ν) 0pρρ
cos(ω0τ

′) − ω0 sin(ω0τ
′) 0∆z

4π 0∆z3

AR
z (x) = − 1

4π
(−ν + kf − ki + 1)

0pz ω0 sin (ω0τ
′)

0∆z
, (4.22)

AR
ρ (x) = − 1

4π

kf
∑

k=ki

cos (∆ϕ + 2πk/ν)
0pρ ω0 sin (ω0τ

′)
0∆z

, (4.23)

kde zavád́ım značeńı τ ′ ≡ t−0∆z (v souladu s (4.11)) abychom zd̊uraznili, že nejde o funkci
integračńı proměnné η.

Výpočet z kalibračńı podmı́nky

Jelikož výrazy (4.21)–(4.23) jsou, stejně jako geodetické členy potenciálu (3.27)–(3.30)
vyjádřeny již bez integrál̊u, čistě algebraicky, je možno převést obt́ıžně řešitelný určitý
integrál (4.14) přes η na neurčitý integrál přes ϕ. Rozeṕı̌seme kalibračńı podmı́nku

Aα
;α = 0. (4.24)

V cylindrických souřadnićıch (1.2) jsou Christoffelovy symboly

Γρ
ϕϕ = −ρ, Γϕ

ϕρ = Γϕ
ρϕ =

1

ρ
, (4.25)

zbylé jsou nulové. Proto

Aα;βgαβ =
(

Aα,β − Γλ
αβAλ

)

gαβ = 0 (4.26)

přejde na

−At,t + Aρ,ρ + Az,z + Aϕ,ϕ
1

ρ2
+ ρ

1

ρ2
Aρ = 0. (4.27)
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Rozepǐsme jednotlivé derivace v kalibračńı podmı́nce vystupuj́ıćı

AR
t,t(x) = − (−ν + kf − ki + 1)

(

0ρ − 0pz 0∆z
)

ω0
sin(ω0τ

′) + ω0 cos(ω0τ
′)0∆z

4π 0∆z3

+

kf
∑

k=ki

cos (∆ϕ + 2πk/ν) 0pρρω0
sin(ω0τ

′) + ω0 cos(ω0τ
′) 0∆z

4π 0∆z3
(4.28)

AR
ρ,ρ(x) = 0, (4.29)

AR
z,z(x) =

1

4π
(−ν + kf − ki + 1)

0pz ω0 sin (ω0τ
′)

0∆z2
. (4.30)

AG
t,t(x) =

1

4π 0r2
k

kf
∑

k=ki

(

0ρρ sin
(

0∆ϕ + 2πk/ν
) (

p̈ϕ(t − 0rk) +
1

0rk

ṗϕ(t − 0rk)
)

+ 0∆z
(

p̈z(t − 0rk) +
1

0rk

ṗz(t − 0rk)
)

−

−
(

0ρ − ρ cos
(

0∆ϕ + 2πk/ν
)) (

p̈ρ(t − 0rk) +
1

0rk

ṗρ(t − 0rk)
)

)

(4.31)

AG
z,z(x) =

0∆z

4π 0r3
k

kf
∑

k=ki

ṗz(t − 0rk) +
0∆z

4π 0r2
k

kf
∑

k=ki

p̈z(t − 0rk), (4.32)

AG
ρ,ρ(x) =

kf
∑

k=ki

0ρp̈ρ(t − 0rk) cos (0∆ϕ + 2πk/ν) + p̈ϕ(t − 0rk) sin (0∆ϕ + 2πk/ν)

4π 0r2
k

0ρ (ρ − 0ρ cos (0∆ϕ + 2πk/ν))−1

+

kf
∑

k=ki

0ρṗρ(t − 0rk) cos (0∆ϕ + 2πk/ν) + ṗϕ(t − 0rk) sin (0∆ϕ + 2πk/ν)

4π 0r3
k

0ρ (ρ − 0ρ cos (0∆ϕ + 2πk/ν))−1 ,

(4.33)

AG
ϕ,ϕ(x) = −

kf
∑

k=ki

0ρp̈ρ(t − 0rk) cos (0∆ϕ + 2πk/ν) − p̈ϕ(t − 0rk) sin (0∆ϕ + 2πk/ν)

4π 0r2
k (ρ − 0ρ cos (0∆ϕ + 2πk/ν))−1

−
kf
∑

k=ki

0ρṗρ(t − 0rk) cos (0∆ϕ + 2πk/ν) − ṗϕ(t − 0rk) sin (0∆ϕ + 2πk/ν)

4π 0r3
k (ρ − 0ρ cos (0∆ϕ + 2πk/ν))−1 .

(4.34)
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Rozvedeme-li výrazy v limitě z → ∞ a zanedbáme členy vyšš́ıho než druhého řádu, zjed-
noduš́ı se na

AR
t,t(x) = − (−ν + kf − ki + 1)

(

0ρ − 0pz 0∆z
)

ω0
sin(ω0τ

′) + ω0 cos(ω0τ
′)0∆z

4π 0∆z3

+

kf
∑

k=ki

cos (∆ϕ + 2πk/ν) 0pρρω0
ω0 cos(ω0τ

′)

4π 0∆z2
(4.35)

AR
ρ,ρ(x) = 0, (4.36)

AR
z,z(x) =

1

4π
(−ν + kf − ki + 1)

0pz ω0 sin (ω0τ
′)

0∆z2
. (4.37)

AG
t,t(x) =

1

4π 0∆z2

kf
∑

k=ki

(

0ρρ sin
(

0∆ϕ + 2πk/ν
)

p̈ϕ(t − 0rk)

+ 0∆z p̈z(t − 0rk) −
(

0ρ − ρ cos
(

0∆ϕ + 2πk/ν
))

p̈ρ(t − 0rk)

)

AG
z,z(x) =

1

4π 0∆z2

kf
∑

k=ki

ṗz(t − 0rk) +
1

4π 0∆z

kf
∑

k=ki

p̈z(t − 0rk), (4.38)

AG
ρ,ρ(x) =

kf
∑

k=ki

0ρp̈ρ(t − 0rk) cos (0∆ϕ + 2πk/ν) + p̈ϕ(t − 0rk) sin (0∆ϕ + 2πk/ν)

4π 0∆z2 0ρ (ρ − 0ρ cos (0∆ϕ + 2πk/ν))−1 ,

(4.39)

AG
ϕ,ϕ(x) = −

kf
∑

k=ki

0ρp̈ρ(t − 0rk) cos (0∆ϕ + 2πk/ν) − p̈ϕ(t − 0rk) sin (0∆ϕ + 2πk/ν)

4π 0∆z2 (ρ − 0ρ cos (0∆ϕ + 2πk/ν))−1 .

(4.40)

Naṕı̌seme-li nyńı kalibračńı podmı́nku (4.27) do člen̊u prvńıho řádu v 0∆z, obdrž́ıme rovnici

0 =
1

0∆z

(

− (−ν + kf − ki + 1) 0pz
ω2

0

4π
cos(ω0τ

′) − 1

4π

kf
∑

k=ki

p̈z(t − 0rk) (4.41)

+
1

4π

kf
∑

k=ki

p̈z(t − 0rk) + 0∆z AR
ϕ,ϕ

1

ρ2
−

kf
∑

k=ki

ṗϕ(t − 0rk) sin (0∆ϕ + 2πk/ν)

4π 0ρρ

)

.

Z této rovnice plyne (do prvńıho řádu rozvoje v 0∆z)

AR
ϕ,ϕ =

ρ2

0∆z

(

(−ν + kf − ki + 1) 0pz
ω2

0

4π
cos(ω0τ

′)−
kf
∑

k=ki

0pϕ ω0 sin(ω0τ
′) sin (0∆ϕ + 2πk/ν)

4π 0ρρ

)

.

(4.42)
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Integrováńım této rovnice źıskáme tvar

AR
ϕ =

ρ2

0∆z

(

(−ν + kf − ki + 1) 0∆ϕ 0pz
ω2

0

4π
cos(ω0τ

′) (4.43)

+

kf
∑

k=ki

0pϕ ω0 sin(ω0τ
′) cos (0∆ϕ + 2πk/ν)

4π 0ρρ

)

+ C(ρ, 0ρ, 0∆z),

kde jsme automaticky určili závislost na 0ϕ záměnou ϕ → 0∆ϕ v prvńım členu. (K tomuto
kroku jsme oprávněni, protože v Greenově funkci ϕ nikdy nevystupuje samostatně.)

Jelikož jsme výraz (4.43) źıskali z kalibračńı podmı́nky (4.27) jako neurčitý integrál, je
C(ρ, 0ρ, 0∆z) integračńı konstanta nezávislá na ϕ (a tedy, protože ve všech integrovaných
výrazech vystupuje ϕ jen prostřednictv́ım 0∆ϕ, nezávislá na 0ϕ.) Stále však může záviset
na ρ, 0ρ, 0∆z, což znamená, že (4.43) neńı úplným vyjádřeńım AR

ϕ , jen omezuje jeho možný
tvar.

4.2 Rozvoj pro 0ρ → ∞
Pro 0ρ → ∞ již nelze zanedbat členy obsahuj́ıćı integračńı proměnnou ve výrazu s odmoc-
ninou

√

0∆z2 + ρ2 + (0ρ)2 + 2ρ 0ρ ch η ≈
√

(0ρ)2 + 2ρ 0ρ ch η , (4.44)

τ ≈ t −
√

(0ρ)2 + 2ρ 0ρ ch η . (4.45)

Žádnou z funkćı sh η, ch η, sin ω0τ nelze rozvinout kolem nekonečna v proměnné 0ρ tak, aby
byly členy vyšš́ıch řád̊u zanedbatelné (funkce maj́ı v nekonečnu významnou singularitu).
Rovněž přesné rozepsáńı některé z těchto funkćı do nekonečné řady i integrováńı člen po
členu neńı možné, protože nelze splnit podmı́nky pro větu o záměně sumy a integrálu.
Integrály se tedy nezjednoduš́ı.
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Kapitola 5

Výpočet z Greenovy funkce v

integrálńı formě

Výpočet čtyřpotenciálu z Greenovy funkce v integrálńım tvaru (1.10) se jevil jako velmi
nadějná metoda – zaměńıme-li totiž pořad́ı integrace, harmonickou časovou závislost dipó-
lového momentu můžeme v integrálu přes jednu z proměnných nahradit δ-funkćı, které zruš́ı
některý z daľśıch integrál̊u. V této části tuto metodu předvedeme na výpočtu časové složky
čtyřpotenciálu tak, že se vzniklou δ-funkćı vyintegrujeme dvě r̊uzné možné proměnné.

Vzhledem k tomu, že integrály časové části nešly vyjádřit zcela, neuvád́ım integraci
prostorové části, které by se poč́ıtaly obdobně, jako složka časová.

5.1 Výpočet časové složky čtyřpotenciálu

Dosad́ıme (1.10) a (2.5) do (3.7)

AR
t (x) = −

∫

R4

dx′ ν

(2π)3

∑

n∈Z

∫

R+

dλ λ

∫

R

dκ

∫

cret

dω

∫

R

dτ
e−i(−ω∆t+κ∆z+νn∆ϕ)

−ω2 + κ2 + λ2

×J|νn+σ|(λρ)J|νn+σ|(λρ′)(r)∇iδ (x′|x0(τ)) pi 0ut(τ) (5.1)

Nyńı jednak nahrad́ım časovou složky čtyřrychlosti 0ut = −1 (dipól stoj́ı), jednak provedu
per partes na derivaci se změnou znaménka (celkové znaménko se tedy nezměńı). Rovněž
dosad́ım σ = 0, protože tato složka Greenovy funkce vystupuje v časové části.

AR
t (x) = − ∂

∂x′i





ν

(2π)3

∑

n∈Z

∫

R+

dλ λ

∫

R

dκ

∫

cret

dω

∫

R

dτ
e−i(−ω∆t+κ∆z+νn∆ϕ)

−ω2 + κ2 + λ2

×J|νn|(λρ)J|νn|(λρ′)pi

] ∣

∣

∣

∣

∣

x′=0x(τ), t′=τ

(5.2)

26



Také jsme přeintegrovali přes x′, tedy přecházej́ı t′ → τ, x′i → 0xi. Připomeňme zavedeńı
(3.4).

pi = 0pi cos ω0τ = 0pi 1

2

(

e−iω0τ + eiω0τ
)

(5.3)

∆t = t − τ, ∆z = z − z′, ∆ϕ = ϕ − ϕ′, . . . , (5.4)

0∆z = z − z0,
0∆ϕ = ϕ − ϕ0, . . . . (5.5)

z čehož ovšem nahrad́ım jen ∆t. Dosad́ım časovou závislost dipólu

AR
t (x) = −0pi 1

2

∂

∂xi
0





ν

(2π)3

∑

n∈Z

∫

R+

dλ λ

∫

R

dκ

∫

cret

dω

∫

R

dτ
e−i(−ω(t−τ)+κ 0∆z+νn 0∆ϕ)

−ω2 + κ2 + λ2

×J|νn|(λρ)J|νn|(λρ0)
(

e−iω0τ + eiω0τ
)

]

(5.6)

Využiji identitu δ(x − x0) = 1
2π

∞
∫

−∞

dq eiq(x−x0) pro vyintegrováńı přes τ .

AR
t (x) = −0pi 1

2

∂

∂xi
0





ν

(2π)3

∑

n∈Z

∫

R+

dλ λ

∫

R

dκ

∫

cret

dω

∫

R

dτ

(

e−i(ω0+ω)τ + ei(ω0−ω)τ
)

−ω2 + κ2 + λ2

×J|νn|(λρ)J|νn|(λρ0)e
−i(−ωt+κ 0∆z+νn 0∆ϕ)

]

(5.7)

Tedy

AR
t (x) = −0piπ

∂

∂x′i





ν

(2π)3

∑

n∈Z

∫

R+

dλ λ

∫

R

dκ

∫

cret

dω
δ(ω0 + ω)) + δ(ω0 − ω))

−ω2 + κ2 + λ2

×J|νn|(λρ)J|νn|(λρ0)e
−i(−ωt+κ 0∆z+νn 0∆ϕ)

]

(5.8)

Regularizace

Pro vymezeńı integračńı cesty cret se už́ıvá následuj́ıćı regularizace (Pod všemi výrazy
obsahuj́ıćımi ε, ε′ rozumı́me, že na závěr provedeme limitu ε, ε′ → 0+ a že členy O(ε),
O(ε′) lze zanedbat. Očárkováńım ε znač́ıme zahrnut́ı nepodstatné konstanty do ε′, nebo
obecně přechod k jiné proměnné vyjadřuj́ıćı stejnou regularizaci.)

∫

cret

dω
eiω(t−τ)

−ω2 + κ2 + λ2
=

∫

R

dω
eiω(t−τ)

−(ω − iε)2 + κ2 + λ2
, (5.9)
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protože potom pól lež́ı v horńı polorovině, po které integruji je-li t > τ .
Nechám tedy stát ε ve výrazu dole a integruji přes ω přes R. Infinitezimálńı kladné ε

mi zachová informaci o tom, jak integrovat dále, abych z̊ustal v regularizaci odpov́ıdaj́ıćı
retardované Greenově funkci.

AR
t (x) = − ∂

∂xi
0





∑

n∈Z

∫

R+

dλ λ

∫

R

dκ

(

e−iω0t

−(−ω0 − iε)2 + κ2 + λ2
+

eiω0t

−(ω0 − iε)2 + κ2 + λ2

)

×J|νn|(λρ)J|νn|(λρ0)e
−i(κ 0∆z+νn 0∆ϕ)

]

0piνπ

(2π)3
(5.10)

5.1.1 Integrace napřed podle λ

Podle 6.541.1 v [3] plat́ı

∞
∫

0

x Jν(ax)Jν(bx)
dx

x2 + c2
= Iν(bc)Kν(ac), 0 < b < a, Re c > 0, Re ν > −1 (5.11)

Splněńı podmı́nky pro ν je zaručeno absolutńı hodnotou, nav́ıc je vidět, že nám podmı́nka
kladné reálné části urč́ı znaménko odmocniny právě d́ıky tomu, že plat́ı

Re c1 = Re
√

−(ω0 + iε)2 + κ2 > 0, (5.12)

Re c2 = Re
√

−(ω0 − iε)2 + κ2 > 0. (5.13)

Pro |κ| > |ω0| plat́ı

c1(κ) ≡
√

κ2 − ω2
0 − i ε′ (5.14)

c2(κ) ≡
√

κ2 − ω2
0 + i ε′ (5.15)

Pro |κ| < |ω0| plat́ı

c1(κ) ≡ −i
√

ω2
0 − κ2 + ε′, (5.16)

c2(κ) ≡ i
√

ω2
0 − κ2 + ε′. (5.17)

Integrál tak můžeme přepsat do tvaru

AR
t (x) = −

0piν

8π2

∑

n∈Z

∫

R

dκ
∂

∂xi
0

[

e−i(κ 0∆z+νn 0∆ϕ) (5.18)

×
(

e−iω0t I|νn|(ρminc1(κ))K|νn|(ρmaxc1(κ))

+ eiω0t I|νn|(ρminc2(κ))K|νn|(ρmaxc2(κ))

)]

,
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kde
ρmin = min(ρ0, ρ), ρmax = max(ρ0, ρ) (5.19)

a c1(κ), c2(κ) jsou podle velikost́ı κ a ω0 definovány vztahy (5.14), (5.15), nebo (5.16),
(5.17) s t́ım, že můžeme položit ε′ = 0, č́ımž provedeme limitu ε′ → 0+.

Pro κ ∈ R\(−ω0; ω0) je imaginárńı složka integrandu nulová, pro κ ∈ (−ω0; ω0) je lichou
funkćı v κ, takže integrál je reálný.

Tento integrál dále analyticky pravděpodobně řešit nejde.

5.1.2 Integrace napřed podle κ

Ve tvaru (5.10)

AR
t (x) = −0pi π

∂

∂xi
0

[

ν

(2π)3

∑

n∈Z

∫

R+

dλ λ

∫

R

dκ J|νn|(λρ)J|νn|(λρ0)e
−i(κ 0∆z+νn 0∆ϕ)

×
(

e−iω0t

−(ω0 + iε)2 + κ2 + λ2
+

eiω0t

−(ω0 − iε)2 + κ2 + λ2

)

]

(5.20)

integruji napřed podle κ – k tomu je potřeba znát informaci o rozložeńı pól̊u.

Póly

ω > λ

1

−(ω0 + iε)2 + κ2 + λ2
: κp1

= −
√

ω2
0 − λ2 − iεω0, κp2

=
√

ω2
0 − λ2 + iεω0. (5.21)

1

−(ω0 − iε)2 + κ2 + λ2
: κp1

= −
√

ω2
0 − λ2 + iεω0, κp2

=
√

ω2
0 − λ2 − iεω0. (5.22)

ω < λ

1

−(ω0 + iε)2 + κ2 + λ2
: κp1

= −i
√

λ2 − ω2
0, κp2

= i
√

λ2 − ω2
0. (5.23)

1

−(ω0 − iε)2 + κ2 + λ2
: κp1

= −i
√

λ2 − ω2
0, κp2

= i
√

λ2 − ω2
0. (5.24)

Pro 0∆z > 0 sč́ıtám rezidua v pólech v záporné imaginárńı polorovině komplexńı roviny,
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ω0 beru bez újmy na obecnosti kladné

AR
t (x) = −0piπ

ν

(2π)3

∑

n∈Z

∂

∂xi
0

[

(5.25)

ω0
∫

0

dλ λ J|νn|(λρ)J|νn|(λρ0)e
−iνn 0∆ϕ

× − sign 0∆z

2
√

ω2
0 − λ2

(

e−iω0tei|0∆z|
√

ω2
0
−λ2 − eiω0te−i|0∆z|

√
ω2

0
−λ2
)

+

∞
∫

ω0

dλ λ J|νn|(λρ)J|νn|(λρ0)e
−iνn 0∆ϕ

× − sign 0∆z

2i
√

λ2 − ω2
0

e−|0∆z|
√

λ2−ω2
0

(

e−iω0t + eiω0t
)

]

kde pokud dojde ke změně znaménka 0∆z, změńı se polorovina ve které integruji a póly
změńı znaménko (to opravňuje použit́ı |0∆z| namı́sto 0∆z.) Dále uprav́ım na

AR
t (x) = −0piπi

ν

(2π)3

∑

n∈Z

∂

∂xi
0

[

(5.26)

ω0
∫

0

dλ λ J|νn|(λρ)J|νn|(λρ0)e
−iνn 0∆ϕ sign 0∆z

√

ω2
0 − λ2

sin

(

ω0t − |0∆z|
√

ω2
0 − λ2

)

+

∞
∫

ω0

dλ λ J|νn|(λρ)J|νn|(λρ0)e
−iνn 0∆ϕ sign 0∆z

√

λ2 − ω2
0

e−|0∆z|
√

λ2−ω2
0 cos (ω0t)

]

což je integrál, který se mi nepodařilo vyřešit.
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Kapitola 6

Závěr

V práci jsem nalezl distribučńı vyjádřeńı pro čtyřproud osciluj́ıćıho elektrického dipólu.
Na jeho základě a na základě vyjádřeńı Greenovy funkce [2] jsem nalezl vyjádřeńı elektro-
magnetického pole buzeného dipólem ve tvaru integrál̊u (3.59)–(3.62). Tyto integrály se mi
však nepodařilo algebraicky spoč́ıst. Jejich platnost jsem ověřil provedeńım limity nulové
frekvence a porovnáńım s výsledkem z [2].

Jako ilustraci př́ıstupu výpočtu na základě rozkladem Greenovy funkce do vlastńıch
hodnot D’Alembertova operátoru jsem spočetl ekvivalentńı vyjádřeńı elektromagnetického
pole dipólu ve tvaru integrál̊u (5.18), (5.26), které rovněž pravděpodobně nelze algebraicky
vyjádřit.

Ve čtvrté kapitole jsem rozebral možnost algebraického řešeńı pro př́ıpad dipólu vzdá-
leného ve směru podél struny a ve směru kolmém na strunu. Byly rozepsány d́ılč́ı typy
integrál̊u, které je nutno vyřešit pro rozřešeńı daného rozvoje – typicky takového druhu,
že je nelze algebraicky spoč́ıst. V rozvoji 0∆z byly integrály (3.59)–(3.62) rozřešeny až na
složku AR

ϕ(x), která byla nalezena z kalibračńı podmı́nky (4.24) až na funkci ρ, 0ρ, 0∆z
nezávislou na 0∆ϕ.

Nalezené výsledky je možno použ́ıt např. pro daľśı numerické řešeńı, nebo jako vý-
chodisko pro daľśı analytické řešeńı problémů souvisej́ıćıch s elektromagnetismem v okoĺı
kosmické struny.
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