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Uvod!

Kosmické struny jsou (vedle magnetickych monopélu a doménovych zd{) topologické de-
fekty vzniklé pii fazovém piechodu v raném vesmiru.

Velmi uspésné kalibracéni teorie pole (kvantova chromodynamika a Weinberg-Salamova
teorie) jsou zalozeny na lokalnich kalibra¢nich symetriich. Ty predpovidaji pii dostatecné
vysoké energii fazovy ptrechod, pfi kterém se lokalni kalibracni symetrie méni - za vyssich
energii je pfislusna kalibra¢ni symetrie vyjadiena obecné vétsi grupou. V pripadé Weinberg-
Salamovy teorie dochazi k fazovému prechodu pti energiich priblizné rovné klidovym hmot-
nostem W a B bosont, tj. 100 GeV, kvantova chromodynamika jevi fazovy prechod pii
energiich 100 MeV (tento pfechod na tzv. kvark-gluonové plazma byl jiz tispésné experi-
mentalné pozorovéan).

Piedpokladd se, Ze k jednomu nebo vice fazovym piechodiim doslo pii energiich 10'°—
10% GeV (teplota velkého sjednoceni). Vice viz napt. [4]. Pro vznik topologickych defektu je
dulezité, ze snizovani teploty nebylo zcela rovnomeérné, takze k fazovému prechodu na fazi s
nizsi symetrii doslo na mnoha mistech zaroven. Symetrie se tedy narusila v téchto oblastech
ndhodné (navzdjem nezavisle) — podobné jako krystaly vzniklé tuhnutim kapaliny maji
jinak orientované krystalové miizky a tedy jiné vyznacné sméry. Nova faze se sitila v podobé
rozrustajicich se ,bublin“. V misté, kde se faze s jinak narusenou symetrii potkaly vznikaly
topologické defekty: 0-rozmérné magnetické monopdly, 1-rozmérné kosmické struny a 2-
rozmérné doménové stény. Obdobny mechanismus i stejné topologické defekty muzeme
pozorovat napft. u supratekutého hélia, nebo u kapalnych krystali, které podstupuji fazovy
prechod z faze s rota¢ni symetrii (SO(3)) do faze s vélcovou symetrii (SO(2)).

Kosmické struny jsou tedy velmi tenké (fddové tloustky protonu) a extrémné husté
objekty, které tvoif bud'to uzaviené smycky, nebo jsou nekonecné. Uzaviené smycky, kteréd
lze topologicky stahnout do bodu, se postupné vyzaii v podobé gravita¢nich vin, zatimco
topologicky nestahnutelné smycky a nekonec¢né struny jsou stabilni i globalné - mohou se
vsak navzajem protnout a zménit tim svoji topologii.

Ptimou kosmickou strunu popisujeme metrikou, ktera odpovidda Minkowského pro-
storocasu v polarnich soutradnicich tak, ze struna lezi v p = 0. Uhel ¢ vSak neprobihd
interval o velikosti 27, ale obecné mensi. Struna tedy vytvaii kénickou singularitu, kdy
prostorocas v okoli struny je lokdlné plochy, veskera krivost je soustifedéna na struné a je
charakterizovana pravé deficitnim dihlem. Lokélné jsou velmi dobfe splnény podminky pro

1V nésledujicim tivodu je cerpano piedeviim z piehledového ¢lanku [4], kde se lze o problematice
kosmickych strun a jinych topologickych defektu dozvédét vice.



takovy popis — jak podminka, ze struna je dostatecné tenka, tak, ze struna je dostatecné
rovna.

V blizkosti kosmické struny se magnetické a elektrické pole chovaji jinak, nez bychom
bézné ocekavali. Jak je ukdzano v [1], [2], v blizkosti kosmické struny na sebe naboj,
elektricky dipdl a magneticky dipdl pusobi prostiednictvim samo-interakce (samotny naboj
je od struny odpuzovén, dipély se natéceji ve sméru podél struny), rovnéz multipélovy
rozvoj jejich poli v nekoneénu muze byt jiny.

V této préaci se zabyvam vypoctem interakce elektromagnetického zareni s kosmickou
strunou. Protoze v prostorocasu s deficitnim tihlem nelze snadno popsat elektromagnetické
vlnéni rozkladem do rovinnych vln, je potieba tlohu fesit jinak. Vyuzivam v praci faktu, ze
prostorocas v okoli kosmické struny je lokélné plochy a elektromagnetické pole pii daném
rozlozeni naboju lze tedy najit feSenim vlnové rovnice. Jako zdroj elektromagnetickych
vln volim oscilujici elektricky dipdl. Jim buzené elektromagnetické pole najdu aplikaci
Greenovy funkce prislusné k D’Alembertovu operatoru v prostorocasu struny (vypoctena
v [2]). Toto pole jiz zahrnuje interakci kosmické struny s elektromagnetickym zérenim
dipdlu.

Zkoumam dva hlavni ptistupy. Prvni spoc¢iva v piimé integraci Greenovy funkce zizené
s ¢tyfproudem popisujicim oscilujici dipdl (distribuéni vyjadreni ¢tyiproudu je v praci od-
vozeno). Druhy pristup zahrnuje rozklad Greenovy funkce na vlastni stavy D’Alembertidnu.
Vhodnou zdménou poradi integralu se snazim dospét k vyhodnéjsimu lépe integrovatelnému
tvaru.

Ani jeden z téchto pristupt vsak nevede k analytickém vyjadreni rozptylu elektromag-
netické viny, ani (kromé specidlnich piipada natoceni dipélu) v piipadé siteni rovinnych
vln podél struny a lomu rovinnych vln na struné (coz odpovidé piipadu, kdy je budici dipdl
vzdalen ve sméru podél struny, nebo ve sméru kolmém na strunu).

Znaceni

V préci pouzivam bézné znaceni. Vektory a formy znac¢im tucné, jako

o
ox’

(2 ptitom znaéf i-tou soutadnici.) V soufadnicovém zdpisu zna¢im feckymi pismeny (mimo
1, i, , p) prostoroc¢asové indexy. Neni-li uvedeno jinak, plati vztah v libovolné bézi. Casto
je v textu uvedeno, ze indexy v dané kapitole probihaji bézi (1.1) nebo (1.4). Latinkou psané
sc¢itaci indexy probihaji vzdy prostorovou ¢ast baze (1.4).

Jednotlivé indexy z mnoziny {t, z, p, p}, resp. {t, z, i, i}, necisluji. Namisto toho po-
kud chei zapsat danou hodnotu (obecného) indexu A%, uzivam piimo jméno soufadnice:
Al A% AP A% resp. Al A% AP, AP, Proto nézvy soufadnic vyjadiené feckymi pismeny
nejsou pouzity pro oznaceni obecnych indexu.

Pro derivace veli¢in podle vlastniho ¢asu pouzivam znaceni

A(T) = ;—TA(T) )

g, dz’,

vi



Kovariantni derivace v ptipadé tenzoru takto nezna¢im, namisto toho uzivam bézné znaceni
TA(7).

Pokud derivuji kovariantné funkci se dvéma argumenty a nemam ji vyjadienou v
soufadnicich (typicky gradient Diracovy d-funkce), pouzivam symboly OV, resp. "'V pro
oznaceni derivace v levém, resp. pravém argumentu dané funkce. Jedna-li se o derivaci s
vice slozkami, vyzna¢im je indexem u daného symbolu jako OV, resp. 0V,

vil



Kapitola 1

Uvod do problematiky

1.1 Shrnuti vlastnosti prostorocasu kosmické struny

Podle [2] je prostorocas kosmické struny udan v bazi
dt, dz, dp, doy, (1.1)

metrikou
g = —dtdt +dzdz +dpdp + p*dpde, (1.2)

kde
t,zeR, peRY g€ (—7/v;n/v).

Parametr v charakterizuje deficitni ihel podle vztahu Ay = 27 (1 — v71).

7 tvaru metriky je patrné, ze Ricciho tenzor je nulovy a prostorocas v okoli kosmické
struny je plochy. (Metrika prostorocasu struny je stejnd, jako metrika Minkowského pro-
storocasu v polarnich soutadnicich, jen s tim rozdilem, Ze soutradnice ¢ nabyva jinych
hodnot. Prostorocas lokdlné nelze mimo osu p = 0 odlisit od prostoro¢asu Minkowského).

Je-li splnéna Lorentzova kalibracni podminka (A* ,), potom (pro nulovy Riccitiv tenzor)
plati mezi ¢tyfproudem a ¢tyipotencialem nasledujici vztah

Ang’ =T (1.3)

V [2] je vypoctena retardovand Greenova funkce °G™*(x|z’) v nésledujici bézi

(dp —ipde). (1.4)

-

1
dt, dz, uEﬁ(depdw), h=—

V této bazi ma metrika tvar
g=—dtdt +dzdz + pp + pp. (1.5)
Vlnova rovnice (1.3) ma v bézi (1.4) tvar (viz [2])

LA = —J;, LA, =—J., T'LA,=—J, “LA,=-J

o

(1.6)
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Operator (1.7) je pritom skaldrni D’Alembertuv operator v cylindrickych soutadnicich.
Retardovanou Greenovu funkei spliiujici®

°L°G™ (x|x') = §(x|2), supp,’G*(z|z’) C budoucnost(z’), (1.9)

uvadim podle [2] ve dvou tvarech. Ruzné tvary Greenovy funkce budou uzity v ruznych
pristupech k feseni problému oscilujiciho dipélu. Nejprve uvedeme Greenovu funkci ve
formé sumy pies vlastni hodnoty D’Alembertova operatoru:

ret / v 6—1(_WAt+HAZ+VnA<p) /
G (x]2") = (2n)? Z/d/\)\/dl{/dw Jimsol(A0) T nsa (M)
”GZ]R+ R

—w? 4+ k2 + A2
Cret

(1.10)
Zde At =t —1t', Az=2z—2, Ap=p— ¢, ace je integraéni cesta, podél reilné osy,
ktera obchazi poly w = £v/k? + A2 tak, ze Imw < 0, aby byla splnéna podminka (1.9).
Alternativné muze byt tento integral vycislen jako

kg

oGret<x|$/) — %H(At) Z eiU(ASD+27Tk/V)5 (_At2 —+ Tl%) (111)
k=k;
. v O(ADG (A2 — A2 — (p+ p’)z) chon .
— (=17 ¢ i ) S(n, Ap) + i Sh(n, Ap) | ,

pricemz funkce Sh(n, Ap), S(n, Ap) a parametr 7 jsou definovany jako
sinv (m — Ap) N sinv (7 4+ Ayp)

S(n, Ap) = 1.12
(0. &¢) chvn —cosv (mr — Ap)  chvn—cosv (m+ Ayp)’ (1.12)
h - A h A

Shin, Ap) = — v (T = A9) shv(r+a¢) (1.13)

chvnp —cosv (m — Agp)  chvn—cosv(m+ Ap)

At2 — A 2 2 02
chn = S (1.14)
2pp’
ri = AZ2 + p? + p* — 2pp cos (Ap + 21k /) (1.15)
a hrani¢ni meze pro sumaci k; a k¢ jsou ur¢eny podminkami

Ap+2m (ki —1) /v < —1 < Ap+27k; Jv, (1.16)
Ap+2rks Jv <7 < Ap+2m(k +1) /v. (1.17)

Pro podrobnéjsi informace viz [1] a [2].

budoucnost(z) zna¢f mnozinu totoznou s vnitikem svételného kuzele pifslusejictho bodu z, supp, f(z)
znadi nosi¢ (support) funkce f(x), tedy mnozinu takovych bodi, na nichz je f(x) nenulov.



Kapitola 2

Vypocet ¢tyrproudu casove
proménného dipolu

Pro dalsi vypocty je nutné znat distributivni vyjadfeni ¢tyiproudu bodového naboje a
casové proménného dipélu. S jejich vyuzitim pak budeme studovat jimi buzené elektro-
magnetické pole. Tyto vztahy budou vypocteny s pouzitim toho, ze prostorocas je lokalné
plochy.

2.1 Odvozeni distribuéniho ¢tyrproudu dipdlu rozvo-
jem o-funkci ve vyrazu pro ctyrproud bodového
naboje

Vyjdeme z vyrazu (viz [5] 6.93) pro distribucéni étyiproud bodového nédboje se svétocarou

x(7) a ctyirychlosti u,(7)

Ja(x):e/dré(ﬂx(r))ua(ﬂ. (2.1)
Predpokladejme, ze dipdl je slozen ze dvou naboju, které se pohybuji podél svétocar

Yo(7), z(7) v tésné blizkosti svétocary %(7). Budeme piitom predpokladat nésledujici

vzajemnou polohu naboju

£2°(r) = % (r)  51°(r) (2.2)

Zde jsme vsechny tfi svétocary parametrizovali vlastnim casem svétocary % (7). Ctyirych-
losti *u(7) tak nejsou normalizované a dostavame pro né

_ D*z%(7)

+ «
u(r) dr

= %(7) £ %ZQ(T) (2.3)



Pritom zde i v dalsim textu pouzivam znaceni

A(r) = %Am . (2.4)

Protoze vie odvozujeme pro lokdlné plochy prostorocas a baze (at uz (1.4), nebo (1.1)) je
konstantni v case, piSeme rovnou misto vSech kovariantnich derivaci podle vlastniho casu
derivace

Ve vztahu pro vypocet ctyiproudu nezalezi na parametrizaci svétocary, jelikoz zména
normovani ¢tyfrychlosti je kompenzovana prislusnou zménou integra¢ni proménné. To nam
umozinuje pouzivat definici ¢tyirychlosti jako derivaci podle vlastniho ¢asu sttedu dvojice
naboju, pokud podle tohoto vlastniho ¢asu také integrujeme.

Nyni rozepiseme ctyrproud dipdlu jako soucet ¢tyiproudu jeho jednotlivych naboju a
provedeme rozvoj pro mald 1(7).

Jo(z) = T, (2) + Ju(2)

o0

— e / dr [5 <m‘+:v(7')> ua(1) =0 (x‘_x(7)> _UO‘(T)}

—00

=e / dr [5(:1:|0x(7)) Oue (1) + 0(x|%(7)) %la + ON§(2|%(7)) - 1%, (7)

—00

— 5(2|% (7)) %ua(7) + 5(2|%(7)) %la + OV 6 (2% (7)) - %lo'lLa(T):|

o0

=e / dr [(5(3:\%(7))@(7) + O (x|% (7)) - 1(7) Oua(T)] .

—0o0
V limiteé |1 — 0 tak, ze p = el zustdvd konecné dostdvame

o0

Jo(z) = /dT [6(2]%(7))pa(T) + OV (2|%(7)) - P(T) “ualT)] . (2.5)

—00

2.2 Odvozeni distribuéniho ¢tyrproudu rozvojem in-
tegralu vzniklého zhlazenim c¢tyrproudu.

Zde provedeme kontrolu predchoziho vypoctu tak, ze distribuéni ¢tyrproud dvou opacnych
naboju



Jo(x) = Tu(z) + Ju(x)

o0

=e / dr [5 (3:‘%(7‘)) T (1) =0 (:v)_$(7')> _an(T)]

—0o
zhladime s testovaci funkei ¢®(x)

/dx 0 (x)Jo(z) = /dx e (z) (Pal(z) + “Ju(z))

o

:e/wpwww%m—wWMWMﬂ

= ¢ / dr [gpa (%c(7) + 11(7)) (Oua(T) + %la(7)>

— 00

= " (*2(r) = 317) (“alr) = 3ia(7) ]

o

= e [ ar [17 (")) ) + ¢ Col)ia()]

—0o0

Nyni si staci uvédomit, ze toto lze také zapsat jako

o0

[ ar [ dz [P0 (O0s8(al(r))e (@) Yaalr) + Bale(D)e @] - (26)
Distribuce odpovidajici tomuto zhlazeni je
Ja(2) = /dT [0(2[%(7))pa(7) + OV (2|%(7)) - p(7) Uua()] (2.7)

coz je vidét po vytknuti o*(z) pred zavorku v (2.6). Tento vysledek je totozny s (2.5).
S vyuzitim identity

ON(aly) = —"V(zly) (2.8)
tento vztah muzeme upravit na
Tu(w) = [ dr [sGale(pa(r) = (W) @l'e(r) - p() walr)] . (29)



Kapitola 3

Primy vypocet potencialu buzeného

bodovym dipdlem

3.1 Volba vhodného tvaru zavislosti dipdlu na case,

rozpis do slozek

Nejjednodussim zdrojem, jehoz pomoci muzeme studovat chovéani elektromagnetického
vlnéni v okoli struny je Hertzuv dipél. Zvolime tedy dipdlovy moment obecné tak, aby
kmital s konstantni frekvenci, ale v obecném sméru. Fazovy posun volime tak, aby zjed-
nodusil nésledujici vypocéty (v nasledujicim textu nebude samotna fize v plné obecnosti

0, (3.1)

S vyuzitim ortogonality metriky (1.2) snadno dopo¢teme kontravariantni tvary dipélovych

potieba).
Dt T) =
Dp
Dy
momentu
pi(r)=0,
pZ(T) — Opz
p(r)=Pec
p?(r) = ¥ cos (

woT)

(3.2)

0s (woT) = p, cos (woT) ,

:0p<’0

—~= cos (woT) .
02

Jelikoz je ale vypocet ¢tyfpotencidlu jednodussi v bazi (1.4), prevedeme dip6lové mo-
menty do ni. (Vypoéteme inverze vztahu (1.4) )

PG (B—n). (3.3)



Tedy kovariantni slozky dipolového momentu jsou

pt(T) = 0,
po(1) = . cos (woT),
pu(7) = %, cos (woT),
pa(T) = Yucos (wor

pi(1) = 0,
p(r) = p.cos (woT),
p(1) = “ppcos (woT),
pH(r) = Y, cos (wor

(3.4)
(Op,, 4 0%”) . (3.5)
(3.6)



3.2 Vypocet primou aplikaci Greenovy funkce

Vyjdeme z vyrazu (1.6) vyjadiujiciho vinovou rovnici, kterou chceme fesit, v bazi (1.4).
Greenova funkce vzhledem k operdtorum L je vyjadiena vyrazem (1.11). Integrujeme tedy
pifmo Greenovu funkci aplikovanou na étyiproud (2.5) s tim, ze dosadime %; = —1

/dx / dr %G (z]2) [r)V 5 («' ‘0 )) p'(7)], (3.7)
/dx /dT 0G™* (x| 2) [ (:B ‘0 )pz( )} , (3.8)
— [ / ar G ale') [5 (| () 5,()] 3.9

—/dx' /dT_lGret(x|x')[ (2] %(7)) pa(7)] - (3.10)

Zde jsme vyuzili prostorovy charakter dipélu p a vyjadieni (1.6) v bazi (1.4). Navic diky
konstantnosti této baze a lokalni plochosti prostoro¢asu muzeme rovnou psat %pa = Pa-

Integraci rozdélime do dvou éasti: Podle [2] lze Greenovu funkci rozdélit na dva ¢leny —
na geodeticky ¢len odpovidajici prvnimu fadku (1.11) (potencidl vznikly jeho integraci je
souctem prispévku , klasického“ zareni dip6lu podél vsech geodetik, kterymi se lze ze zdroje
k testovanému bodu dostat) a rozptylovy ¢len (ktery charakterizuje rozptyl na kiivosti
struny jako takové — odpovidd druhému ¢lenu (1.11) ).

Oznacme A% (z) tu ¢ast étyfpotencidlu, kterou ziskdme pomoci geodetické ¢dsti Gre-
enovy funkce a AR(x) tu ¢dst étyipotencidlu, kterou ziskdme integraci rozptylové ¢ésti
Greenovy funkce. Potom zjevné plati

Ay(7) = AS () + AR(2). (3.11)

Integraci A% (z) a AR(z) provedeme zvl4st.

3.2.1 Integrace geodetické ¢asti Greenovy funkce

V této ¢ésti provedeme standardni integraci geodetické casti integralu (3.7)—(3.10), ve
kterych dosadime za Greenovu funkce jeji geodetickou c¢édst a integraly zjednodusime.
Pfipomenme, ze Greenova funkce mé dva argumenty x, =/, kde pies ' integrujeme. Tyto
proménné v integralech vystupuji prostrednictvim vyrazu definovanych v prvni kapitole:



At=t—t, Az=2z—-2 Ap=p—¢.

0= / dr / da:eAt ( AR 4 12) [O9:5 (| % () p(7)]

(3.12)
:——/df/deAt ( A# 4 12) [5 ('] %2(7)) pa(7)]
- (3.13)
S /dT/dl‘ o( At HECTERIG (A + 1) [0 (2] (7)) pu(7)]
- (3.14)
Af(a) = — 5 OodT / da’ O(At) kz e BRI (AL 4 17) [0 (2| % (7)) palT)] -
- o (3.15)

Scitani zde probihé pres viechny nulové geodetiky spojujici body z s polohou zdroje % (7),
meze kg, k; jsou dany (1.16)—(1.17).

Provedeme integrovani vzhledem k pravé J-funkci a zménime integra¢ni meze podle
f-funkci.

, (3.16)

M) = o [ar g [Z AR 1) i(ﬂ]

—00 plo=0ra (T)

- /dr Z 5 (=(t =2 +%2) pu(7), (3.17)

1 & i wk/v -
G(x) = —5- / dr kzk oi(PBpt2mk/v) 5 (=t =7)+ %) pu(r), (3.18)
t
1 71, TTR/V .
Ai@) = —g [ dr S B (- ) gyl (319)
e k=k;

Zde ke znaceni Ap, Ap, Az z prvni kapitoly zavadime

Ne=2-"% "Dp=p-"p, Ne=p-"%,
%2 = (°A2)* + p* + (%)? — 2%pcos (OAgp + 27Tk/y) .



Pouzijeme identitu

(@)= Y o oz — w) (3.20)

o= 1/ (0)

a zderivujeme J-funkci v prvnim integralu podle prostorovych souradnic. Do sumy pres
kofeny pritom zahrnujeme jen ty, pres které integrujeme, tedy ty, které splinuji podminku
kladenou na retardovanou Greenovu funkci ¢ > 7.

o [ (r2)
Al (z) = 5 / dr [Z & (A +17) 8:1:2 pZ(T)] : (3.21)
— 00 k=k; m/a:Oxa(T)
1 <
AZ () = o QTan(t — ), (3.22)
1”( )
AG - i(°Ap+2rk/v)  + . _ 0 .
() o 2 e 5 Orkp“(t L), (3.23)
1 ( ) 1
AG _ —i(°Ap+2nk/v) Lt . 0 . _
. (x) 5 2 e 5 Or’kp“(t L) (3.24)

Integraci v (3.21) nyni provedeme nejprve pouzitim vztahu (3.20), zderivovanim a zhla-
zenim J-funkce, coz odpovida nahrazeni derivace d-funkce podle vztahu

/ ) = ; IZL‘—$ f”<x0) r—1z
SN = 2 Qmwwm“ )t T [ )] @ (3.25)

z0:f(20)=0

AS(z) = 1 t dr {i <L §(r—t+rg) — 4—13 5(T—t+07‘k)) %@pi(ﬂ}

27—‘-700 k=k; 474’% Tk $la:0$a(7')
kg
1 19(r}) ., 1.0(r?)
= —— — it — = "t — 2
%gbwﬂm Tt e V| (3.26)
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o(rz)

Po provedeni derivace ziskdme nasledujici celkovy tvar.

8x/i
1 o .
A80) = s 2 (s (8 2mk/0) (5700 =)+ (e =) +
A5 (50— ) + oo (0= ) - (3.27)
Oy,
1
= (= peos (D + 20K/2)) (1t~ 0 + 570~ )
1 o
A@) = 4n Oy, D palt =), (3.28)
1 a ,
Ag(x) T T 4n Oy Z el Aw%ﬂkﬁ)pu(t — ), (3.29)
k=k;
1 &L
AS(:E) - _47T qdk Z eil< AQDJFQWIC/V)pﬁ(t - 0Tk)7 (330)
k=Fk;

resp.

Z %p,(t — ) cos (A + 21k /v) + pu(t — %) sin ("Ap + 27k /v)

47 % 9% ’
(3.31)
Z Op,(t — i) cos ("Ap + 27k /v) — py(t — ) sin (CAp + 27k /v)
47 Oy, ’
(3.32)

Za predpokladu %p = 0 tento vysledek prechdzi (az na jinou definici p?) v geodetickou
¢ast pole statického elektrického dipélu 3.10 v [2].

3.2.2 Integrace rozptylové ¢asti Greenovy funkce

V této ¢ésti dosadime v integrélech (3.7)—(3.10) za Greenovu funkci jeji rozptylovou ¢ést
a upravime je do vhodnéjsiho tvaru. Jednak vyuzijeme, ze ¢tyirychlost je kolmé na vektor
dip6lového momentu (3.1), coz ndm zaruci, ze ctyirychlost nevystupuje v prostorové ¢asti
potencialu a dipélovy moment v ¢asové slozce ¢tyfpotencialu vystupuje jen ve zizeni s

11



gradientem o-funkce. Rozepiseme integrély jako

A / " s [ 9]

[ Wi 0 (2] % (7)) P’ cos (wor)] (3.33)
1
/dx /dT 872 oy [% S(n, Agp)]

x [0 (/] % (7)) . 1L cos (wor)] | (3.34)

AS(SL’) = — /dx’ _/ dr %% EEZ S(n, Ag) + i Sh(n, Agp)]
x [0 ('] % (7)) Yy <L cos (woT)(7)], (3.35)

A¥z) = — / W / dr 8—;% {;}i—z S(1, Ag) — i Sh(n, A@)]
x [0 (/] % (7)) P L cos (woT)] - (3.36)

Zde

0= 0(a0)0 (A - Az~ (p+p)’) (3.37)

zastupuje Heavisideovy funkce, které vymezi integracni meze v integralu pres 7. Vztah
mezi  a 7 je dan definici (1.14) a funkce S(n, Ap), Sh(n, Ap), jsou definovany vztahy
(1.12),(1.13). 1, Ag, Az jsou funkce z’. (Viz zavedeni v podkapitole vénované integraci
geodetické ¢asti Greenovy funkce.)

Diracovy o-funkce jsou normalizovany vuéi metrickému objemovému elementu dz’. Gra-
dient v casové slozce MV, (3.34) derivuje v pravém argumentu J-funkce, lze jej tedy z inte-
grovani pres dz’ vytknout. Zaménou integralu pres x’ a pres 7 a vyintegrovanim o-funkce
v prostorové ¢asti obdrzime tvar

r , 0 v © [ 1
Al(z) =~ [ dr%’ — |—=— S(n, A 3.38
t (J7> / T P COs (CUOT) o' [871'2 pp/ [Shﬁ (777 QD) pratpa(n) ( )
V prostorové casti navic provedeme derivace % cos(wpT) s prisludnou zménou znaménka a

12



obdobné ziskame

R 14 @ I 1 .
Az (J}) = — / dr @m _% S(’I], Agp):| Opz Wo S (WOT) x/a:%a(ﬂ, (339)
r © [chn ,
AR(z) = 22 128, A h(n, A
o (@) +/dT 72 op _ShnS(n, ) + i Sh(n, 90)]
x %, wo sin (woT) : (3.40)
x/azoma(T)
r O [chn ,
ARy =+ [ dr 22 |28, Ag) — i Sh(n, A
() +/ TS o _ShnS(n, ¢) — i Sh(n, 90)}
x %y wo sin (woT) . (3.41)
.Z/D‘ZOZ’O‘(T)

Zamérme se na upravu gradientu v (3.38), ktery provadime v bazi (1.1). Funkce 7 zavisi
kromé 7 na prostorovych soutradnicich p’, 2/, ¢/, musime tedy derivace provést s ohledem
na to, ze je n funkci téchto proménnych. Muzeme psat

0 1 oS 0S 1 S chn dch
- —S(n, Ap) | = =iy —+ | =— - — ! I ,
dx" \shn oy onshn  sh®n ) Oz
kde se z duvodu, které budou ziejmé pozdéji, zatim nevénujeme skokové funkci ©. Provedli

jsme neékolik tprav: Nejprve jsme rozepsali iplnou derivaci S(n, Ap) podle tetizkového
pravidla na parcialni derivace podle jednotlivych proménnych
ds [0S +@ dp 9dchn . 0I5 3Acp+§if)chn
det \da' )~ dnd(chn) dz "I (Ap) d¢'  Inshny It
S(n, Ap) je funkcei proménné Ag. Pripomenme definici Ap = ¢ — ¢'. Také jsme vSechny
derivace 8‘171- vyjadiili pres derivace podle 88‘;}11-", které bude snazsi vyjadrit, jak se ukaze
nize. Rovnéz jsme pouzili upravu
dp  (d(chn) - 1
d(chn) dn ~ shp

Nakonec vyuzivame identitu shn = v/ch?n — 1, ktera plati pro n > 0, coz je ale splnéno.
Zbyva rozepsat derivace chmn, pomoci kterych mame vyjadieny ptfedchozi derivace

vvvvvv

shn

(3.42)

(3.43)

gchn 0 (AtQ—(z—z’)Q—p2—p’2 0 (3.44)
d¢' Oy 2pp/ ’ '

5’Chn:£ At? — (2 —2/)2 — p? — p? :z—z’ (3.45)
0z 0z 200’ pp '

8ch77:(z—z’)Z—AtQ—i—pQ—p’Q:_pchn+p’ (3.46)
op’ 2pp” pp '

13



Regularizace distribuce spojené s rozptylem na struné

Nez provedeme gradient v (3.38), je potfeba odstranit problém, ktery by vznikl, pokud
bychom neopatrné neuzili derivaci v oboru distribuci. Zatimco funkce

S
shy S(n, Ayp) (3.47)

vystupujici v integralu (3.38) je integrovatelna v 7, jeji gradient jiz integrovatelny neni. Je
proto potieba zvolit vhodnou regularizaci a tesit integraly v oboru distribuci.

O je soucinem O(At) a 6 (At? — Az? — (p + p')Q). Prvni z téchto vyrazu zarucuje, ze t >
T a tedy, ze uzita Greenova funkce je retardovana, druhy z nich se stara o to, aby se naboj
projevoval jen uvniti svého svételného kuzele. Gradient funkce (3.47) je problematicky
integrovatelny v bodé, kdy svételny kuzel dipélu protind kosmickou strunu — ¢len 6(At)
tedy v rozptylové ¢asti hraje jen pasivni roli (projevi se v integra¢nich mezich) a muzeme
nahradit © za 0 (At? — Az% — (p+ p')?) (s tim, Ze naddle budeme vzdy pozadovat t > 7).

Problémy s integrovatelnosti vyresime zavedenim regularizace

0 (Atg — A2 —(p+ p')2> — 0 (AtQ — A2~ (p+p) = 5) , (3.48)

kde € > 0 je infinitezimalni realnd proménna. Na zavér provedeme limitu ¢ — 0.
Pievedeme © do parametru 7 zavedeného pozdéji v (3.51) a upravime na

0 (At2 — A2 —(p+ ) —5) =0(2pp (chnp—1)—e)=0(n—ce) . (3.49)

Integral (3.38) tak piejde na tvar

r o [ v 0(n—c¢)% cos(wer)
A¥z)y= - [ d - | — A :
t (:E) / T ax/z |: 7T2 ppl Sh?] S(T/a 90) a—tga(r) (3 50)

dn  dchn % cos (woT)
872 ’ [ (n 8)d(chn) ox"  pp' shn

0 [ 1 % cos (wor)
ox' | pp' shn

S(n, Ap) +

+0(n—e) S(n, Asﬁ)} ]

plo=0pa (7-)

Zde jsme provedli derivaci zvlast vzhledem ke skokové funkei, jejimZ zderivovdnim vzniké
o-funkce s ptislusnym argumentem.
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Pirechod k parametru n v integraci pres svétocaru dipélu

V dalsich vypoctech se jevi jako vyhodné pouzivat misto vlastniho ¢asu dipdlu parametr
n zavedeny v (1.14). K n prejdeme pomoci vztahu

pr’
(r—1)

Od této chvile jiz tedy n neni funkei z’, ale integra¢nim parametrem. Abychom zachovali
konzistentni znaceni a vyhnuli se zbytecnému vypisovani dlouhych tvaru, definujme

T=t— A2+ p2+ p2+2ppchy, dr = shn dn. (3.51)

0 0
_o0: 7% _qgppchntp
P WX VY 3.52
(n) Opp %p o
9 [ 1 %cos(wyr)
S = [ L eos (wor) / A 3.53
(T’) 8&7” ppl Sh ;r](l.7 x/’ 7_) (77(17, x 77—)’ (IO) x,a:%a(T(n)) ( )

V definici (3.53) nejprve provedeme derivaci s tim, ze n(z, z’, 7) zde vystupuje jako funkce
a poté dosadime (3.51) a nahradime x’ za polohu svétocéry dipélu %(7(n)), kterd je para-
metrizovana parametrem 7).

Nyni muzeme integral (3.50) upravit déle — provedenim integralu z é-funkce a skokové
funkce obdrzime

v 1 % cos (woT
M) = o | g s s, 00
T 1snmn (T_ ) n=e, T=—~/ Az2+(p+p’ )2+t
v o[ %p
— [ d hn = b4
voms | 12 shn =) (3.54)
Tento tvar zapiseme jako
A v [ O%p
AR (z) = 1i —+—/d hnZ= :
0 () ot | she * 872 g (1 —1t) s E(n) (3:55)

£

kde jsme oznacili

v (p+%) % — Ay Y cos(—wo\/0A22 +(p+ %92+ w0t>

A=
82 P VOAZ2 + (p+ P)>

S(0,°A¢) + O(e),
(3.56)
A je normalizacni konstanta pred clenem ﬁ, ktery zarucuje, ze po jeho pricteni k

divergentnimu integrélu v (3.55) obdrzime konecény vysledek, a to invariantné vzhledem k
pouzité regularizaci.
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Vysledny tvar rozptylové casti integralu pres svétocaru

Pokrac¢ujme déle v upravéch ¢asové slozky ctyipotencialu dipélu. Integral (3.55) s uvdzenim
vztahu (3.44), (3.45), (3.46), a rozpisu derivace (3.42) pfepiseme jako

7 (S o Lg—) (%p—mh“o * pApZ> cos(woT)

AR¥z) = lim | — + — U o
o (@) e—0 \ she 82 g —/(°Az)2 + p2 + (P)2 + 2 pchn
T (—Op“’g—g — Opr Ot S) cos(woT)
s V(22 + p? + ()? + 2 Ppchn

g
; <12z . . ; s, 1 88 a8
Nyni 'udelame' per-partes na Clen. v ‘mtegralu obsahujici Sy o tak, ze integrujeme oy 8
funkci, kterd je s ni v soucinu derivujeme:

00 cos(woT) 8 S pchn+% 77—1-0 A2 COS(UJOT pch 77+0 Az
/ T S TR T i S\ P -

shn ‘pp
VA2 +p2+ ()2 +2%pchn | /(PAz)2+p2 + ()2 +2 Ppchy

£

Opp
V(°Az)2+ p2 + (%)2 + 2 %pchn

7°d _86;277 S <0pppchn+ P Opz Az) cos(on) 4 %p 5 Cos(wm-)
- n

\/ Az)2 + p? + (%)% + 2 Ppchn)’

—wp sin(woT) Hr ppch T]+O PAY
shn on S <Op Op —p Op

B+ 2 1 ) 12 ppch

(o] C O z 4
/d Oppp hZ: -9 Ap )cos(w(ﬂ')
n

€

Povrchovy clen se odecte s regularizaci ﬁ, druhy integral se odecte s prislusnymi cleny
(3.57). Ctvrty integral upravime s piihlédnutim ke vztahu mezi n a 7 (3.51). Vysledny
integrdl jiz neobsahuje divergentni ¢leny, takze provedeme limitu € — 0 a ziskdme tvar
casové slozky ¢tyrpotencialu

(3.58)

v 7 S0, )% (=52 + PP LD ) cos(wor)

0 V(A2 42+ ()2 + 2p%ch)?
Op@g_i(n’%go) cos(woT) + w;;ffp sin(woT) S(17, °A¢) ( %z Az + %ppchp’r];— p> ]
VA2 +p7 + (%)? +2p%ch

n

16



Konecény tvar ¢tyipotencialu je

AR(z) — /

0

S(n, OAgo ) (=%* Az + %Y*pchn + %) cos(weT)
VA2 £ g2 1+ (%) + 2p%chy)?
P? 52 (0, °Ap) cos(wor)
\/0A22+p + ()2 +2p%chn

| wo sin(wor) S(,"Ap) (p* "Az — Ppchn — )
°Az2 + p* + ()? +2p%pchn

AR(x) _ / S(n, °Ap)%. wo sin (woT)
82 \/0A22+p + (%)2+2p%chn’

N chnS(n, "Ap) +iSh(n,"Ap) shn
AMx) = +— [ d wp sin (woT),
) se2 ) B2 2t )2+ 2opehy o)

. y chn S(n,°Ap) — i Sh(n, "Ap) shy
AZ(zr) = 4+— [ dn i Wo sin (woT),
n () 872 VA2 + 2+ ()2 +2p%chn Dy o sin (o)

[e.e]

chn S(n, "Ap)

AR ) = L/d
» () ]2 / n\/oA22+p2_|_ (%)% +2p%chn

Opp wo sin (woT),

Opw wo sin (woT).

v T Sh(n, “Ap) shn
/ d
v

82 J °Az2 + p* + (p)? +2p%chn
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3.2.3 Limita nulové frekvence

Pro kontrolu spravnosti dosavadnich vypoctu provedeme limitu wy — 0 — ta by se méla
shodovat s vysledkem 3.10 v [2], tedy s polem statického dipélu. Faze oscilaci dipélu (3.4)
jsou zvoleny tak, aby pro wg — 0 byly naboje v maximélni vzdalenosti urcené jejich
amplitudou.

Snadno se presvédcime, ze prostorova ¢ast diky vlastnostem sinu v souladu s [2] vymizi,
zatimco ¢asova slozka (3.59) prechdzi na

At = L [ dn<3(n,%s@) (=" Dz + P (p chn + %)) (3.65)
i \/ (°A2% + p* + (%) + 2p% chn)’
5 (1, "Ap) >
_|_
VOAZZ 2+ (D)2 4+2p% chp )

coz se (az na jinou definici amplitudy dipélového momentu %?) shoduje s 3.10 [2].
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Kapitola 4
Specialni pripady reseni

Integraly (3.60)—(3.62), (3.59) pravdépodobné analyticky Fesit nelze. Zabyval jsem se tedy
moznosti vyfesit nékteré specialni piipady. V zdsadé jsou dvé moznosti rozvoju: bud'to
zkoumame limitu % — oo, ktera odpovida tomu, ze dip6l budici elektromagnetické viny je
velmi vzdéleny od struny, nebo limitu % — oo. Ta je snazsi a odpovidd tomu, Ze dipdl je
vzdaleny podél osy urcené strunou. Elektromagnetické vinéni se tedy siti podél struny.

Jiz nyni uvedu, ze ani jeden z téchto rozvoju se mi nepodarilo analyticky zcela vytesit.
(Nejjednodussi rozvoj, % — oo, je spocten az na integracni konstantu vzhledem k Ay
v integrélu (4.43)) . Tato kapitola tedy shrnuje ptistupy, kterymi jsem se snazil integrély
spocist. Pro zjednodusSeni se v dalsim textu omezim na to, ze uvedu problematické integraly
bez konstant nedulezitych pro vypocet. U integralu, které jsou tesitelné snadno, jen uvedu
odkaz na feseni bud'to podle [3], nebo [2].
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Nejprve shriime problematické ¢leny integralu (3.60)—(3.62), (3.59)

sin (wOT) 0
S(n, Ag) 4.1
/ \/OAZ2+P + (%)2+2p%chn (n."A¢) (4.1)
sin (woT) chn 0
dry S(n,°Ay) (4.2)
0/ VA2 +p2+ (9)2+2pPchn
sin (wOT) shn 0
Sh(n,"Ap) 43
/ \/OAZ2+P + (%)2 +2p%chn (n,"2¢) (4.3)
cos(on) oS,
, Ap) 4.4
/ \/0A22+p + (%)2+2p%chn ago’(n 2 (4.4)
/dﬁ sin(woT) S(n, Ag) (45)
AZ2+p?+ (%)2+2p%chny 7 ’ :
0
7 sin(woT) chn 0
d A 4.
/ Toaz2 ¢ p*+ ()2 +2p%chn S0, 2¢) (4.6)
0
/dﬂ cos(woT) S(n,°Ay) | (A7)

0 \/(0A22+p + (%)2 + 2p%chn)’
cos(wot) chn

/ dn =S(n,"Ap) - (4.8)
0 \/(%Z2 +p*+ ()? +2p%pchn)

Podle (3.51) je

T=t— A2+ p2+ (9)2+2p%chn. (4.9)

Problém s fesitelnosti téchto integralu spociva predevsim v tom, ze se v nich vyskytuje
zaroven netrivialni raciondlni vyraz v chn , funkce chnv obsazeny ve funkcich S, Sh a
funkce sin nebo cos s komplikovanym argumentem. Pokusime-li se rozvinout nékterou z
téchto funkci do Taylorovy Tady, integrovat ¢len po ¢lenu a opét fadu secist, narazime na
problém, nebot Taylorova fada nekonverguje stejnomérné na intervalu (0, 00). Integral se
sumou nelze zaménit.
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4.1 Rozvoj pro % — oo

Rozvineme-li v integralech (4.1)—(4.8) funkce pro % — oo (tedy zdroj zéieni je vzdaleny
ve sméru podél struny), muzeme nahradit
VOAZZ 4 p2 4 ()2 4 2p % chn ~ Az, (4.10)
Tt - Az (4.11)

a integraly nabudou formy

[e.9]

sinwg (t — "Az) 0
A 4.12
s / dn S(n,"Ay) (4.12)
0
sinwy (t — °Az2) 0
N /dn chnS(n, " Ayp) , (4.13)
0
. _ OA
=2 [y shsiGs ') (114)
z

0

coswy (t — "Az) ]o IS,
N dna (0, Ap) . (4.15)

0
Integraly (4.5)—(4.8) dévaji v této limité stejny vysledek jako jiz néktery z predeslych
integrali, jen s jinou mocninou "Az.

Podle (B3), (B5) a (BY) v [2] plati

/ S(n, Ap) = 2: (vt ke —h +1) . (4.16)
0

2 O
/dn chn S(n, Ap) = -l Z cos (A + 27k /v) (4.17)
0 v k=k;
/dn g;, (n,°Ap) = 0. (4.18)
0

Integral (4.14) je tfeba vyftesit. Aplikaci per-partes jej muzeme upravit na tvar

/dn shn Sh(n, Ap) = [Chn Sh(mAso)} - /dn Chng Sh(n, Ay). (4.19)
0
0

Aby integral byl dobfe definovan, je nutné, aby v > 1, coz odpovida pravé deficitnimu
uhlu. Vy¢cislime derivaci
0 shnv shv (m — Agp shnv shv (m 4+ Ap
— Sh(n, Ap) = — ( ) ( )

5 5 (4.20)
on (chvn —cosv (m— Ayp))”  (chvy —cosv (1 + Agp))

21



Obdobné integrély jsou podobné integrélum 3.514.1-3.514.4 v [3], proto predstavuji nadéjny
vysledek pro dalsi vypocty. Piesto se mi jej nepodafilo roziesit.
Dosazenim (4.16)—(4.18) do (3.59), (3.60), (3.63) vyjadiime

cos(woT’) — wp sin(we’)Az

Al(z) = (—v+k —k +1) (% =D "Az) T OAL3 (4.21)
— i cos (A + 27k /v) p coslinT) ;WW(())AS;(WOT,) e
k=k;
AMa) = —ﬁ (vt by — k1) 22 §2“2(“’°T/) , (4.22)
Al(z) = —ﬁ ;Z; cos (Ap + 27k /v) b SXIZ(wOT/) : (4.23)

kde zavddim znaceni 7/ = t —°Az (v souladu s (4.11)) abychom zduraznili, ze nejde o funkci
integra¢ni proménné 7).

Vypocet z kalibracni podminky

Jelikoz vyrazy (4.21)-(4.23) jsou, stejné jako geodetické cleny potencidlu (3.27)—(3.30)
vyjadreny jiz bez integralu, cisté algebraicky, je mozno prevést obtizné fteSitelny urcity
integral (4.14) pfes n na neurcity integral pres ¢. RozepiSseme kalibra¢ni podminku

A%, =0. (4.24)

V cylindrickych soutradnicich (1.2) jsou Christoffelovy symboly

1
[Pop=—=p, TP =T1%=—, (4.25)
p
zbylé jsou nulové. Proto
Aaipg™” = (Aap — TapAy) g7 = 0 (4.26)
prejde na
1 1
_At,t + Ap7p + Az,z + A(p,(p? + p?Ap = 0. (427)
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Rozepisme jednotlivé derivace v kalibra¢ni podmince vystupujici

sin(wet’) + wo cos(wot’)’°Az

Ast(x) = —(—v+k —k +1) ( - ZOAZ) 47 OA 23
ks | / >
+ A
+ Z cos (Ag + 21k /1) % pwy sin(wot’) 4:?);22(0007 ) Az
k=
Aip(x) = 0,
L . Wo sin (w7’
AZRVZ(J:) B 471'( vtk =k +1 )0]9 00Az2( o”)
R 1
Afi(z) = 3 Z Sppsin ("Ap + 2k /v) (57 (t — Ory) + —p?(t — )
47 o2 = i

LA (F(t— ) + Orik'za—ork))—

— (% — peos ("Ap +2rk/v)) (Bt — i) + %'ﬁ(t—ork)))

kg

o Az Z . Az Z’“f .
A - ‘z - "Z t - )
2:(7) 4 O3 p=(t = i) + 4 Orf j— Bl ")

47 %2% (p — % cos (Ap + 2rk/v)) "

AG (z) = Z ppp t_ork COS(OA(,O+27Tk/V)+p¢(t—0rk)81n<0Agp+2ﬂ-k/l/)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

N Z Op,(t — %) cos ("Ap + 27k /v) + p(t — k) sin (OAgo + 27k /v)

493 % (p — Y cos (Ap + 27k /v)) !

Y

(4.33)

Z %P, (t — %) cos (*Ap + 21k /v) — Po(t — %) sin (CAp + 27k /v)

47 %2 (p —pcos (Ap + 27k /v)) "

Z %p,(t — ) cos ("Ap + 2rk /v) — po(t — ) sin ("Ap + 27k /v)

47 %3 (p — % cos (Ap + 21k /v)) "
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Rozvedeme-li vyrazy v limité z — oo a zanedbame c¢leny vyssiho nez druhého radu, zjed-
nodusi se na

sin(woT’) + wp cos(wet’)°Az

AR (z) = —(—v+hk —k +1) (% — P °Az) wy e
ke /
0 wp cos(woT’)
+ k:zk cos (Ayp + 27k /v) ppPWOW (4.35)
Af(x) =0, (4.36)
1 %. wo sin (woT’)
R _
AL = v~k ) B (3
kg
1
A5 = g 2 ((hosin (s 20k i) 7t~y
+ Az 5 (t — ) — (p P COS ( Ay + 27rk/y)) ot — m))
1 1 ke
G e . .. . 0
AT(2) = oaa Z:pz ) + oA k; Bt — ), (4.38)
AC (z) = Z %p,(t — %) cos (*Ap + 27k /v) + P (t — %) sin (OAgp + 27k /)
" 4mA22% (p—pcos Dy + 2mk/v)) ! !
(4.39)
AC (@) = — Z Op,(t — %) cos (A + 27k /1) — P(t — i) sin (PAg + 27k /v)
o 47 °%Az2 (p — Y cos (PAp + 27Tk/y))_1 :
(4.40)

NapiSeme-li nynf kalibra¢n{ podminku (4.27) do ¢lenti prvniho fadu v °Az, obdrzime rovnici

kg
1
O:@( (—v+k —k +1)%, 4—cos(w07' __,;pZt_Tk) (4.41)
ke
1 . Pyt — %) sin (*Ayp + 27k /v)
i 8 t— OA AR = P
+4”;§p( "+ Z 47 %p
Z této rovnice plyne (do prvnfho fddu rozvoje v °Az)
0> w? %, wo sin(wer’) sin (°Ap + 27k /v)
R 0 0 1%
Aj, = OAZ(( vtk —k+1)% —costT Z z pE )

(4.42)
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Integrovanim této rovnice ziskdme tvar

2 2

R _ P 0A, 0, 0
Ay = @((_I/—ka —k +1)"Agp pz4—COS(w0T/) (4.43)

Z I wo sin(wer’) cos ("Ap + 27rk/1/)) (0% ),
4m %pp

kde jsme automaticky uréili zavislost na % zdmeénou ¢ — %A v prvnim élenu. (K tomuto
kroku jsme opravneéni, protoze v Greenové funkci ¢ nikdy nevystupuje samostatné.)

Jelikoz jsme vyraz (4.43) ziskali z kalibra¢ni podminky (4.27) jako neurcity integral, je
C(p,%,°Az) integracni konstanta nezavisld na ¢ (a tedy, protoze ve vsech integrovanych
vyrazech vystupuje ¢ jen prostfednictvim °A¢p, nezavisld na %.) Stdle viak muze zdviset
na p, %, °Az, coz znamen4, Ze (4.43) neni tiplnym vyjadrenim Ag, jen omezuje jeho mozny
tvar.

4.2 Rozvoj pro % — oo

Pro % — oo jiz nelze zanedbat ¢leny obsahujici integraéni proménnou ve vyrazu s odmoc-
ninou

VOAZ2 + 02+ ()2 +2p P chn ~ /(%)? + 2p fpchr (4.44)
Tt —/(%)2+2p%chy. (4.45)

Zédnou z funkef sh7, chn, sin wor nelze rozvinout kolem nekoneéna v proménné % tak, aby
byly ¢éleny vyssich fadi zanedbatelné (funkce maji v nekonecnu vyznamnou singularitu).
Rovnéz presné rozepsani nékteré z téchto funkei do nekonecné fady i integrovani ¢len po
¢lenu neni mozné, protoze nelze splnit podminky pro vétu o zdméné sumy a integrélu.
Integraly se tedy nezjednodusi.
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Kapitola 5

Vypocet z Greenovy funkce v
integralni formé

Vypocet ¢tyipotencidlu z Greenovy funkce v integralnim tvaru (1.10) se jevil jako velmi
nadéjna metoda — zaménime-li totiz poradi integrace, harmonickou ¢asovou zavislost dipé-
lového momentu muzeme v integralu pres jednu z proménnych nahradit §-funkei, které zrusi
néktery z dalsich integralu. V této ¢asti tuto metodu predvedeme na vypoctu ¢asové slozky
¢tyrpotencidlu tak, ze se vzniklou d-funkci vyintegrujeme dvé rizné mozné proménné.

Vzhledem k tomu, ze integraly ¢asové ¢asti nesly vyjadrit zcela, neuvadim integraci
prostorové casti, které by se pocitaly obdobné, jako slozka casova.

5.1 Vypocet casové slozky ctyrpotencialu
Dosadime (1.10) a (2.5) do (3.7)

—i(—wAt+rAz4+vnAp)
R . 4 (&
Al (x)_—/dx'(%)gz /d/\)\/dm/dw/dr —
ne’ gt R

R4 Cret R

< Jontol (AT nrol (M) V30 (a2 (7)) p' e (7) (5.1)

Nyn{ jednak nahradim ¢asovou slozky ¢tyirychlosti %u; = —1 (dipdl stoji), jednak provedu
per partes na derivaci se zménou znaménka (celkové znaménko se tedy nezméni). Rovneéz
dosadim o = 0, protoze tato slozka Greenovy funkce vystupuje v ¢asové casti.

0 v efi(fwAtJrnAerunAap)
)= o). [ AN [de [dw [ d
o) Oz’ | (2m)? =z / / Ii/ w/ T2 N
n R+

R Cret R

(5.2)

' =%(7), t'=7
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Také jsme preintegrovali pres 2/, tedy prechdzeji t' — 7, 2’ — %*. Pfipomenime zavedeni
(3.4).

A , 1 ; ;
p' =% coswyr = Op’§ (70T 4 ¢!oT) (5:3)
At:t—T,AZZZ—Z/,ASO:SO—Sda---a (5-4)
OAZ:Z_Z[),OASO:SO_SO()’"" (55)

z ¢ehoz ovsem nahradim jen At. Dosadim ¢asovou zavislost dipdlu

R 1 z —w(t— T)+I€OAZ+I/710AQ0)
A = — d A [ d d d
() 2(91;0 27r32/ /K/ w/T —? 4 K2+ A2

Cret

I (M) il (Apo) (€707 + 6“"‘”)] (5.6)

Vyuziji identitu §(z — x¢) = f dg e'1®=20) pro vyintegrovani pies 7.
1 ( —i(wo+w)T + ei(wo—w)’r)
R _ 0.1
Af(@) = =5 5 6 3Z/d)\)\/dﬁ/dw/dr — e
XJlml()‘p)‘]h/n(Apo)e_i(_wt—l—nOAZ—FWLOASD)] (57)
Tedy

.0 v d(wo +w)) + 6(wy — w))
R _ 0
Af(x) = K Ok E /d)\)\/dm/dw i

nEZR+ R Cret

X I ) (M) (Apo)e_i<_‘”t+“OAZ+””OA“”>] (5.8)

Regularizace

Pro vymezeni integracni cesty ¢, se uziva nasledujici regularizace (Pod vemi vyrazy
obsahujicimi ¢, ¢’ rozumime, Ze na zavér provedeme limitu ¢, — 0+ a ze ¢leny O(e),
O(g') lze zanedbat. Ocarkovanim e znac¢ime zahrnuti nepodstatné konstanty do &', nebo
obecné prechod k jiné proménné vyjadiujici stejnou regularizaci.)

4 ezw(t—T) d iw(t—7) 59
/ w—w2+/£2—|—)\2_/ w—(w—ie)Q—i—/iQ—i—)\?’ (5.9)

Cret R
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protoze potom pol lezi v horni poloroviné, po které integruji je-li ¢ > 7.

Necham tedy stat € ve vyrazu dole a integruji pres w pres R. Infinitezimélni kladné e
mi zachova informaci o tom, jak integrovat dale, abych zustal v regularizaci odpovidajici
retardované Greenové funkci.

AR

6—iw0t eiwot
dA A
@:EO Z/ / <—(—w0—i6)2+/<2+)\2 * —(wo—i€)2+/<2+)\2)

nEZ
Yivm

(27)?

X Tl (AD) Tjm) (Apg) e (7 2z rvm ) (5.10)

5.1.1 Integrace napred podle A\
Podle 6.541.1 v [3] plati

o0

/ z J,(ax)J,(bx)

0

d
2_f 5 = L(bc)K,(ac), 0 <b<a,Rec>0, Rev > —1 (5.11)

Splnéni podminky pro v je zaruceno absolutni hodnotou, navic je vidét, ze nam podminka
kladné realné ¢asti urci znaménko odmocniny pravé diky tomu, ze plati

Rec; = Rey/—(wp + i€)2 4 K2 > 0, (5.12)

Recy = Re /—(wy — i€)2 + K2 > 0. (5.13)
Pro |k| > |wo| plati

(k)= Vr2—wi—ig (5.14)
co(k) = /K2 —wi+ie (5.15)
Pro |k| < |wo| plati

ci(k) = —iJwi —K2+¢, (5.16)
(k)= Wi —Kk2H4€. (5.17)

Integral tak muzeme prepsat do tvaru

0 z V?’LO

ARz 87r2 { Astun o) (5.18)

X <e‘i“0t Lin| (Pminc1(K))Kjun| (Pmaxci ()

+ eiwot I|m(pminCQ(f@))K|un|(Pmax@(’i)))] :
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kde
Pmin = MiN(po, p), Pmax = max(po, p) (5.19)
a c1(k), ca(k) jsou podle velikosti k a wy definovany vztahy (5.14), (5.15), nebo (5.16),
(5.17) s tim, ze muzeme polozit £’ = 0, ¢imz provedeme limitu ¢’ — 0+.
Pro k € R\(—wp; wp) je imaginarni slozka integrandu nulové, pro k € (—wp; wp) je lichou
funkci v k, takze integral je redlny.
Tento integrédl dale analyticky pravdépodobné fesit nejde.

5.1.2 Integrace napred podle x
Ve tvaru (5.10)

i 9 v —i( Kk PAz+vn °A
Al(z) = % T@xé [WZ/d)\)\/d/{ Jjon|(Ap)Jjpni(Apo)e (1D D)
nelpy R

(5.20)

e—iwot eiwot
X
(—(wo TR (g — i+t XA’)

integruji napted podle k — k tomu je potfeba znat informaci o rozlozeni polu.

Pély
w > A
—(wo +Z~5>12 T2 T —/wi = A2 —icwy, Kp, = \/wi — A Ficw. (5.21)
—(wp — Zg)lz TRz TV Wi — A2 Fidcwy, Kp, = /Wi — A2 — iewp. (5.22)
w <A

1
D oRp, = —i/ A2 —WE, K, = 14/ A2 — Wi (5.23)

—(wo +1ie)? + K2 + A2

1
D oKp, = —i/ A2 —WE, Kp, = 14/ A2 — Wi (5.24)

—(wp — €)% + K2 + A2

Pro Az > 0 séitdm rezidua v pélech v zdporné imaginarni poloroviné komplexni roviny,
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wp beru bez ijmy na obecnosti kladné

7 0
Aa) = =P ot > ot [ (5.25)
nez

/dMJlum(Ap)Jun|()\Po)6_i””0A“"
0

: 0
—sign"Az ot iOAS ST 1OA A /N2
% g <€—zw0t€z| Az|\/wi—A2 _ ezwote—z\ Az| wo—/\Q)

2y/wg — N2
* /dMlem(Ap)Jun|(Apo)e‘i”"0A“”

: 0
sign "Az 2 4
% g €7|OAZ‘ A2—w? (efzwot ezwot)
92

7 _ 2
A2 — W

kde pokud dojde ke zméné znaménka °Az, zméni se polorovina ve které integruji a pdly
zmén{ znaménko (to opraviiuje pouziti |°Az| namisto ?Az.) Déle upravim na

v 0
A(x) = —p'mi (%)32 6’:66[ (5.26)
nez

, 0A 2
AAA T (A0) T (Apg)e— v e SIBL B2 Slgn sin (w t— Az w2 — )\2)

0

% | ) oA
4 / dX )\ J‘an ()\p)J‘an ()\po)e—zljn OA@% 6_|OAZ| V )\2—0.}(2) COS (Wot)]
BRad()

wo

coz je integral, ktery se mi nepodafilo vytesit.
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Kapitola 6
Zaver

V préaci jsem nalezl distribu¢ni vyjadieni pro ¢tyrproud oscilujictho elektrického dipdlu.
Na jeho zdkladé a na zdkladé vyjadieni Greenovy funkce [2] jsem nalezl vyjddient elektro-
magnetického pole buzeného dipdlem ve tvaru integralu (3.59)—(3.62). Tyto integraly se mi
vsak nepodarilo algebraicky spocist. Jejich platnost jsem ovéril provedenim limity nulové
frekvence a porovnanim s vysledkem z [2].

Jako ilustraci pristupu vypoctu na zakladé rozkladem Greenovy funkce do vlastnich
hodnot D’Alembertova operatoru jsem spocetl ekvivalentni vyjadreni elektromagnetického
pole dipélu ve tvaru integrélu (5.18), (5.26), které rovnéz pravdépodobné nelze algebraicky
vyjadrit.

Ve ¢tvrté kapitole jsem rozebral moznost algebraického feseni pro ptipad dipélu vzda-
leného ve sméru podél struny a ve sméru kolmém na strunu. Byly rozepsany diléi typy
integralu, které je nutno vyftesit pro rozteseni daného rozvoje — typicky takového druhu,
7e je nelze algebraicky spocist. V rozvoji "Az byly integraly (3.59)—(3.62) rozieseny az na
slozku A% (z), kterd byla nalezena z kalibracni podminky (4.24) az na funkci p, %, °Az
nezavislou na “A.

Nalezené vysledky je mozno pouzit napi. pro dalsi numerické feseni, nebo jako vy-
chodisko pro dalsi analytické feSeni problému souvisejicich s elektromagnetismem v okoli
kosmické struny.
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