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ABSTRAKTY

v
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Abstrakt

V predlozené praci studujeme vliv rychlosti ¢ocky a zdroje na frek-
venéni posuv a pomér specifickych intenzit v pribéhu gravitaéniho
mikrocockovani. Vyjdeme z rychlostné zavislé ¢ockové rovnice a vyhod-
notime zavislost poloh obrazi na hlové vzdéalenosti zdroje od cocky.
S pouzitim specidlni teorie relativity odvodime vyraz udédvajici pomér
naméiené a vyzarené frekvence a vyraz popisujici pomér naméfené
a vyzafené specifické intenzity. Ukdzeme, Ze obrazy maji obecné odligné
frekvencni posuvy a intenzity. Néasleduje numerické vyhodnoceni téchto
vztahil pfi nékolika pevnych konfiguracich i pfi ¢asovém vyvoji.

Klicova slova: gravitaéni mikroc¢ocky, specidlni relativita, frekven¢ni po-
suv.
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Abstract

In the present work we study the influence of source and lens velocities
on the frequency shift and the change of intensities during gravitational
microlensing. We start from the velocity-dependent lens equation and
illustrate changes of positions of the two images with respect to the
angular displacement between source and lens. We derive expressions
describing the frequency shift and the shift of intensities using the
special theory of relativity. We show that the images generally have
different shifts of frequency. We then evaluate the derived expressions
in several configurations and illustrate their dependence on time.
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1

Uvod

Jev gravita¢ni cocky je dobfe znamy napf. u kvasaru ¢i jinych velmi vzdélenych
zdroju zareni ve Vesmiru. Pokud mezi pozorovatelem a zdrojem lezi napi. kupa
galaxii, drdha zafeni se ohyba a pozorovatel registruje vicenasobné ¢i deformované
obrazy zdroje, napt. Einsteinuv kiiz u ¢ocky G2237 + 0305 nebo témeér dokonaly
Einsteintuv prstenec SDSS J162746.44-005357.5.

Stejny jev, ovSsem v mensim méritku, nastava i u hvézd, tj. kdyz zdrojem i coc-
kou je pouhd hvézda. V tomto ptipadé vznikaji obecné dva obrazy zdroje; pouze
ve specialnim pripadé, kdy zdroj je v prislusném case ,,za ¢ockou*, vznika Einsteinuv
prstenec.

Pti vypoctu polohy obrazi se bézné pouziva kvazistatické priblizeni: v kazdém
okamziku se vychazi pouze ze vzdjemné prostorové konfigurace zdroje, ¢ocky a po-
zorovatele, pricemz jejich vzajemné rychlosti se zanedbavaji, viz [I], str. 423, [2],
str. 423. Ovsem rychlosti zdroje i ¢ocky v nadf Galaxii ¢ini fddové az 1073 rych-
losti svétla, takze lze ocekavat i specidlné relativistické efekty. Presnéjsi odvozeni
¢ockové rovnice je provedeno v ¢lanku [3], str. 28-30. Ukazalo se, ze tihel ohybu pa-
prsku zavisi na rychlosti ¢ocky. V nasi praci na tento vysledek navazeme a budeme
studovat vliv rychlosti cocky a zdroje na frekvencni posuv a na pomér pozorované
a vyzarené specifické intenzity.

V druhé kapitole popiseme geometrické parametry tlohy. Pritom zavedeme pii-
slusné souradné systémy a napiSseme transformacni vztahy mezi nimi — ty budou
hrat v nasi praci podstatnou roli. Nasledovat bude formulace tlohy.

Ve treti kapitole nalezneme vyraz pro frekvenéni posuv zpusobeny pohybem
zdroje a cocky se zapoctenim specialné relativistickych korekci. Déle stanovime
pomér pozorované a vyzafené specifické intenzity.

Ve ¢tvrté kapitole numericky vypocéitame casovou zavislost frekvenéniho posuvu
a podilu specifickych intenzit pii pohybu zdroje a ¢ocky vuci pozorovateli. Budeme
sledovat velikost dopplerovského a gravitacniho prispévku k frekvenénimu posuvu
a nalezneme asymptotiku téchto clenu.

Nasledovat bude strucna diskuse vysledku a zaver.
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Formulace problému

2.1 Zavedeni veli¢in a souradnych soustav

Ve vzdélenosti Dg od pozorovatele méjme zdrojovou hvézdu, jejiz zafeni je de-
tekovano pozorovatelem. Fotony putujici od zdroje k pozorovateli jsou pod vli-
vem gravita¢nich poli hmotnych objektu (hvézd apod.) a jejich drdha je obecné
zakfivenaﬂ Nebudeme se zde zabyvat problémem v plné §iti, pojedndva o ném
clanek [4]. Predpoklddejme pro jednoduchost, ze ve vzdalenosti D < Dg od po-
zorovatele a v dostatecné malé thlové vzdalenosti od zdroje se nachazi jedina dalsi
hvézda, fikejme ji cocka. Vlivy dalsich hvézd apod. zanedbame. Odlehlost mezi zdro-
jem a ¢ockou na nebeské sfére popiseme pomoci dvoukomponentového tithlu 3, jeho
orientaci zvolime od ¢ocky ke zdroji.

Se zdrojem, ¢ockou i pozorovatelem spojime ruzné klidové souradné soustavy.
Pii jejich zavedeni se budeme drzet znaceni pouzivaného v ¢lanku [3]. Veliciny
meéfené v soustavé pozorovatele oznacime ¢arkou ’, v soustavé zdroje hvézdickou *,
v soustavé cocky bez specidlniho znaceni.

Pocatek soustavy pozorovatele v case t' = 0 zvolime ve stiedu ¢ocky L, prislugné
osy oznacime ¢arkami, viz obr. [1} Pozorovatel O se ve své soustavé nepohybuje, jeho
soufadnice jsou tedy ' =1’ =0, 2/ = D, a jeho ¢as znacime t'.

Cocka se vici pozorovateli pohybuje rychlost V', 0 niz budeme predpokladat,
ze je konstantni, resp. ze jeji zmény za dobu trvani nami sledovaného jevu — gra-
vitacni cocky — jsou zanedbatelné. Pocatek soustavy ¢ocky zvolime ve stredu cocky,
v ¢ase pozorovatele t' = 0 tedy soustavy ¢ocky a pozorovatele splyvaji. Hmotnost
¢ocky oznacime M.

Pocétek soustavy zdroje v ¢ase t’ = —(Dg— Dy ) = —Dpgs ma v soustavé pozoro-
vatele polohu r(t' = —Drg) = (61 Ds, $2Ds, —Drs). To vyzaduje dva komentére.
Zaprvé, cas udavame pomoci vzdélenosti diky tomu, ze rychlost svétla je v nasi kon-
venci rovna jedné. Zadruhé, velikost ihlu 3 je fadové thlova milivterina ¢i méné,
mame tedy trojuhelnik OPS s velmi malou odvésnou P.S, coz nas opraviiuje k apro-
ximaci |OP| ~ |OS| = Dg. Takové aproximace budeme bez dalstho komentare casto
vyuzivat. Rychlost zdroje v soustavé pozorovatele oznacime W a budeme ji brat
za konstantni (ve stejném smyslu jako V).

I Pfesnéji feceno, fotony se pohybuji v zakiiveném prostoroéase.
2Vsechny velikosti rychlosti budeme brat v jednotkach rychlosti svétla c.
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Obr. 1: Polohy pozorovatele, cocky a zdroje v prislusnych casech. Velikost thlu 3
byla pro ucely obrazku neimeérné zvétsena.

Nakonec zavedme vektor n! = (—6;, —6,, 1)/v/1 + 62 popisujici smeér piiletu
fotonu po pruchodu kolem ¢ocky pozorovateli v ¢ase t' = D méfeném v jeho sou-
stavé. Dvourozmérny thel 8 méfeny od cocky pak udava fiktivni polohu zdroje —

polohu obrazu zdroje vytvoreného gravitacni ¢ockou, viz nize.

2.2 Vlastni formulace dlohy

Mame cocku resp. zdroj ve znamych vzdélenostech Dj resp. Dg od pozorovatele,
které se pohybuji konstantnimi rychlostmi V' resp. W vzhledem k pozorovateli.
Predpokldddme, ze zndme tihel 8 a hmotnost M ¢ocky. V ¢ase t' = Dy, je pozoro-
vatelem detekovan foton ve sméru n).

Zajima nés vypocet poméru namérené a vyzarené frekvence w'/w* jakoz i pomér
pifslusnych intenzit I /I* v piipadé, Ze velikosti rychlosti V', W ¢ini fddove 1073
nebo vice, a tedy se jiz mohou zacit projevovat specialné relativistické efekty. Pri-
spévek od téchto efektu je zajimavy diky tomu, ze pii vypoc¢tu poméru frekvenci se
bézné pouziva ,kvazistatické®, tj. nerelativistické priblizeni.
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Vypocet frekvenéniho posuvu

3.1 Transformacni vztahy mezi soustavami

Ve specidlni teorii relativity je pfechod mezi vzajemné se pohybujicimi soustavami
realizovan Lorentzovou matici. Protoze budeme téchto transformaci casto vyuzivat,
explicitné je vypiseme.

Ptechod ze soustavy pozorovatele (Carkované) do soustavy ¢ocky (nec¢érkované)
Ize blocich zapsat ve tvary]

C) - ( —/VYXV 1+ (’yv_—wlg/'VV/v2 ) (ff) : (3.1)

kde vy je Lorentzuv faktor odpovidajici rychlosti V', 1 je jednotkova matice 3x3
a V'V znad¢i tenzorovy soucin (pro odliseni budeme ve skaldrnich sou¢inech vzdy
vypisovat tecku). Odvozeni nenf slozité, zndme-li specidlni Lorentzovu transformaci.
Vektor ' sta¢i rozlozit na slozku rovnobéznou s rychlosti a provést specidlni Lo-
rentzovu transformaci. Slozka kolma k rychlosti se transformuje pomoci zobrazeni
identity, detailnéji viz. [5], str. 301. Inverzni transformace se lisi jen znaménkem
u rychlosti V. Prechod ze soustavy pozorovatele do soustavy zdroje je analogicky,
v poslednim vztahu zaménime V' za W a (t, r) za (t*, r*).

vvvvvv

neméame piimo zadanu rychlost zdroje v soustavé cocky U = drg/dt. Ale ctyivektor
(dt, drg) lze dle (3.1)) vyjadrit pomoci (dt’, drl), kde pomér dry/dt’ = W. Odtud
vychazi rychlost zdroje méfend v soustavé cocky

g W-onwVily-DHrV (32)
w(l-V-W) . .

Vypocet je opét explicitné proveden v [5], str. 301. Chceme-li piejit ze soustavy cocky
do soustavy zdroje, staci opét provést zdménu ve vztahu (3.1): (¢, ') — (¢, r),

(t,r)— (t"r*)aV = U.

1To, zda slozky vektorii jsou zapsany do sloupce & fadku, je ziejmé z kontextu.
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3.2 Coc¢kova rovnice

Pti priletu fotonu v blizkosti ¢ocky dochézi k zakriveni jeho drahy. Pokud proléta
dostatecné daleko od horizontu ¢ocky (vzhledem k tomu, ze jde o hvézdu, a ne
napi. o cernou diru, je tento predpoklad dobfe splnén) a pokud vzdélenosti mezi
zdrojem, cockou a pozorovatelem jsou velké (budeme uvazovat faddové jednotky
kpc), lze pouzit bézné aproximace, ze drahu fotonu nahradime lomenou carou,
pricemz ,,bod zlomu“ se nachazi v bodé, ktery je z celé drdhy nejblize ¢occe — tuto
vzdélenost ozna¢ime R. Daleko od ¢ocky (u zdroje i u pozorovatele) se foton pohy-
buje ptimocare.

Proc¢ se zabyvame pohybem fotonu, kdyz nés zajimaji frekvence a specifické
intenzity? Jak uvidime nize ve vztahu pro Doppleruv jev, relativni zména frekvence
zpusobend pohybem zdroje zavisi nejen na jeho rychlosti, ale také na sméru Siteni
svétla vzhledem k této rychlosti.

Chceme nyni popsat pohyb ohyb drahy fotonu v nasi aproximaci. Oznacime
asymptoticky smér emise fotonu ze zdroje jednotkovym vektorem n/, a asymptoticky
smér pifletu fotonu k pozorovateli jednotkovym vektorem n/. Oba necht jsou méreny
v soustavé pozorovatele.

Velikost 1hlu «;, o ktery se draha fotonu odchyli od puvodniho sméru, neboli tihel
sevieny vektory m., a n,, vychdzi v prvni aproximaci OTR pfi zanedbani pohybu
¢ocky (viz [6], str. 169-172) .

AGM
o= (3.3)
kde R je vySe zavedena vzdalenost fotonu od ¢ocky pri nejvétsim pftiblizeni, jde
vlastné o impaktni parametr. Pokud bychom jesté oznacili impaktni parametr fo-
tonu §iticiho se pfimocaie od zdroje k pozorovateli vzhledem k ¢oc¢ce pismenem Rg,
pak bychom z podobnosti piislusnych trojuhelniki snadno dostali ,,kvazistatickou®
¢ockovou rovnici pro velikost R (viz [I], str. 422-423)

R?> -~ RsR — R% =0, (3.4)

kde jsme oznacili délkovy (kvazistaticky) Einsteinuv polomér

. [4GMDps . -

a O se nazyva thlovy Einsteintv polomér.

Tato cockova rovnice viibec neobsahuje rychlost ¢ocky vuci pozorovateli, je od-
vozena za predpokladu, Ze je tato rychlost zanedbatelnd (proto jsme mluvili o kva-
zistaticnosti). Nds v8ak zajimaji specidlné relativistické efekty, a je tedy namisté
pouzit STR i pii odvozeni ¢ockové rovnice. To je detailné provedeno v ¢lancich [3],
str. 28-30, a [4], str. 124002-18 az 20. Ukéazalo se, ¢ockova rovnice zustdva formélné
stejnd, jen thlovy Einsteintv polomér 8 je tieba nahradit vyrazem

AGMDrs(1-V;)
0p(V) = , 3.6
=(V) \/C2DLDS\/1—V2 (36)
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Obr. 1: Zavislost thlovych vzdéalenosti obrazu zdroje od ¢ocky v ¢ase t' = Dy, na u-

hlové vzdalenosti zdroje od ¢ocky v ¢ase t' = —Dpg. Vidime, ze 61 > 1 resp. 05 < 1.
Cerchované je nakreslena asymptota o rovnici 8 = (3, k niz se blizi 6, pfi rostoucim
G.

ktery je narozdil od O rychlostné z4visly. Cockovou rovnici lze zapsat téz v ihlovych
proménnych

0* — 03 — 03, =0, (3.7)
jeji dveé Teseni maji tvar
1 1 62
0,=|-+4/-+-2L .
1,2 5 1 + 52 3, (3.8)

kde thly 6, a 8, udavaji polohu obrazu zdroje na nebeské sfére mérenou od cocky
a uvazovanou v soustavé pozorovatele. Na obr. [I] vidime tihlové vzdalenosti obrazu
zdroje od cocky v ¢ase t' = Dy v zavislosti na thlové vzdalenosti zdroje od ¢ocky

v ¢ase t' = —Dyg. Pro  — oo plati ve vedoucim radu
01 = ﬁa (39)
92
0, ~ —?Eg (3.10)

neboli jeden z obrazu prakticky splyva s polohou zdroje a druhy naopak témér
splyva s polohou ¢ocky. Pti  — 0 jsou oba obrazy ve vzdalenosti fg na ,,opaénych
stranach® cocky. V bodé g = 0 nase ¢ockova rovnice prestava platit — misto dvou
obrazu vznika cely Einsteintuv kruh.
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3.3 Doppleriuv efekt a vztah pro pomér frekvenci
a intenzit

Zmamy vztah pro podélny Doppleruv efekt v pripadé vzdalujiciho se zdrojeE] svétla
zni
wp = wzYp(l — ) (3.11)

a vztah pro pricny Doppleruv jev, kdy rychlost v je kolma ke sméru Sifeni signalu
n vzhledem k pozorovateli,
wp = Yy Wwp, (3.12)

lze snadno zobecnit do ti{ dimenzi:
wz =wpY(l—mn-v). (3.13)

Oveérit jej muzeme polozenim n 1| v, coz odpovida vzdalujicimu se zdroji.
V nasi situaci muzeme psat

w=uww(l-n, V), (3.14)
w=wyw(l—ns-U), (3.15)
kde w, W’ resp. w* jsou frekvence elektromagnetického zareni v soustavach ¢ocky, po-
zorovatele resp. zdroje a n, je jednotkovy vektor ve sméru vyzareni fotonu ze zdroje
méfeny v soustave ¢ocky. Z poslednich dvou rovnic vyplyva vztah mezi vyzarenou
a pozorovanou frekvenci

w'=wywyw(l—nl-V)(1—-n,-U), (3.16)

jenz bude zékladem pro nase vypocty. Pro pohodli jej nechdme v tomto tvaru, i kdyz
nakonec budeme chtit pomeér o' /w*.

Kromé frekvenéniho posuvu budeme pocitat rovnéz zménu pozorované speci-
fickd| intenzity vzhledem k vyzafené specifické intenzité. K tomu vyuzijeme Loren-
tzovsky invariant I, /w? (viz [7], str. 589). Odtud vyplyva, ze

I BAN

= =(—, 3.17
I* (w* ( )
kde I/, je pozorovand intenzita na frekvenci w’ v klidové soustavé pozorovatele a I

je vyzarena intenzita na frekvenci w* v klidové soustavé zdroje. Z poméru frekvenci
tedy snadno muzeme ur¢it pomeér specifickych intenzit.

3.4 Vypocet frekvenéniho poméru

Vzhledem ke vztahu (3.16) se dloha redukuje na vyjddieni zavislosti vektoru m,
na znamych veli¢inach, pfedevsim na n). Nejprve transformujeme polohovy vek-
tor fotonu u pozorovatele ze soustavy pozorovatele do soustavy ¢ocky, ¢imz ziskame

2Zde uvazujeme obecné: mame na mysli zdroj Z vzdalujici se od pozorovatele P rychlosti v.
3Tj. na dané frekvenci.
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vyjadieni n,(n)). V soustave cocky pak uzijeme vztah mezi polohovym vektorem fo-
tonu u pozorovatele a u zdroje, jenz udava zavislost n(n,). Z téchto dvou vysledku
a vztahu jiz obdrzime vyraz pro prevraceny pomeér frekvenci. Nakonec pro-
vedeme jeho inverzi a uloha bude vyfeSena. Vypocitat pomér specifickych intenzit
ze vztahu je jiz trividlni.

Provedeme naznacené kroky. Polohu fotonu u pozorovatele (tj. daleko od cocky)
méfenou v jeho soustavé muzeme zapsat ve tvaru (viz [3], str. 29)

(") =7, +n,(t' — D), (3.18)
kde vektor r/ = (0, 0, Dy) udavé polohu pozorovatele v jeho soustavé a n/ =
(=0, 1)/V1+ 62. Vyuzivame zde toho, ze daleko od ¢ocky je jiz pohyb fotonu
pifmocary. Nyni provedeme Lorentzovu transformaci ctyivektoru (¢, r,,(t')) do sou-
stavy ¢ocky, ¢imz ziskdme ¢tyivektor (¢, rp,(t')). Do 7,,(t") dosadime za cas t/
a obdrzime

Tpo(t) = a + nyt, (3.19)
kde
Dy [1=w'
azl_ng_vl V2 (n;-V—Vz)V—(l—Vz)n; +’r';, (320)
1 -1 1 _7\71
nozl_ng_VlVVn;+(Tn;'V—1 V. (321)

Déle pouzijeme vztah mezi asymptotickou polohou fotonu u zdroje r,4(t) a u po-
zorovatele 7,,(t) (viz [3], str. 29), popisujici odchyleni fotonu v gravitatnim poli
cocky,

AGM n, - rp(t)(a —n, - a n,)
s(t) = Tpolt &
Tps(t) = Tpo(t) + 2 (n, x a)?

do néhoz dosadime za r,,(t) z rovnice (3.19)) a za 7,:(t) z nésledujici rovnice

, (3.22)

Tps(t) = a5 + nt, (3.23)

jez vyjadiuje, ze u zdroje je draha fotonu rovnéz primocara. Vektor ng bereme jako
jednotkovy.

Pro zjednoduseni vypoctu muzeme jiz nyni provést urcité aproximace. Vektor a
popisuje polohu fotonu nejblize u ¢ocky, jeho smér je ptiblizné kolmy na spojnici
pozorovatel-cocka, naopak vektor n, miti prakticky od ¢ocky k pozorovateli. Muzeme
tedy cekat, ze skalarni soucin n, - a bude maly. Vypoctem se presvédcime, ze

DL<ni)z — 1) _ DL92
w(l—-n,-V)  2yw(l-n,-V)

n, a= (3.24)

kde v ¢lenu n), — 1 = 1/v/1+6% — 1 jsme provedli rozvoj do vedouctho fadu
v proménné § = |@|. Vzhledem k tomu, ze velikost 6 je ve fyzikdlné zajimavych
situacichﬁ rfadové nékolik tthlovych milivtefin, muzeme ¢len se skalarnim souc¢inem

4Tj. kdy dochézi k pozorovatelnému efektu gravitaéni ¢ocky.
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n,-a ve vztahu (3.22)) zanedbat. Totéz muzeme udélat i ve jmenovateli, rozepiSeme-li
(n, x a)?* =a® — (n,-a)’* =~ d* kde a = |a|.
Srovnanim koeficientu u ¢ potom ziskame vyraz pro n,

A4GM a

2 a?’

kde a resp. m, jsou dany vztahy (3.20) resp. (3.21)). Nyni néasleduje elementérni,
ovSem netrividlni ¢dst vypoctu: dosazeni posledniho vyrazu do vztahu (3.16) a je-

ho tpravy. Na vhodnych mistech opét pouzijeme rozvoj do vedouctho fadu v 6,
v rychlostech naopak zatim zadné aproximace nedélame. Vysledek lze zapsat ve tva-

ruf]

w* , 4GM’}/V<1—‘/;«)0WJ__(1_WZ)0VJ_
S 1—n'- 1—
P}/W( n, W) C2DL6 6(1 - Wz) 5

w/
kde W, a V| jsou pruméty vektoru W a V' do roviny nebe.

Pted hranatou zavorkou posledniho vyrazu stoji ¢len, jenz evidentné popisuje
dopplerovsky frekvenéni posuv zpusobeny pohybem zdroje vuci pozorovateli. VSim-
néme si, ze tento Clen také obsahuje zavislost na existenci ¢ocky: diky ni se méni
smér piiletu fotonu k pozorovateli n).

Vyraz v hranatych zavorkach predstavuje prispévek k frekvenénimu posuvu zpu-
sobeny ohybem drahy fotonu v gravitacnim poli ¢ocky, jeho velikost je dana prede-
vSim ¢lenem

(3.25)

ng —n,

(3.26)

AGM 2R,

2D L9 N R ’
neboli pomérem dvojnésobku gravitacniho (Schwarzschildova) poloméru ¢ocky a im-
paktniho parametru fotonu mijejiciho ¢ocku. Pro bézné hvézdy je gravitaéni polomér
hluboko pod povrchem, coz zarucuje, ze v redlnych podminkach je vyse uvedeny
faktor maly, napt. pro ¢ocku o hmotnosti a velikosti Slunce a foton prolétajici tésne
kolem povrchu fotosféry by vysel zhruba 4 - 1075,

Zajimav3d situace nastava, kdyz V- = W: gravitacni ¢ast“ v tomto fadu pribli-
zeni uplné vymizi a zustane pouze dopplerovsky ¢len. Tento vysledek je v souladu
se vztahem (3.16)) vzhledem k U = 0. Gravitacni clen taktéz vymizi, pokud V a W
maji nenulové pouze z-ové slozky.

Abychom ziskali pomér w’/w* rozepsany do piispévku jednotlivych ¢lenu, prove-
deme rozvoj do prvniho fadu v proménné § a v gravitaénim clenu

(3.27)

oL w_ewest
Wt (1= W) ’ -

4GM*)/V OWL OVL
m[(l—vz) g~ (1=W)— }} (3.28)

Tento vztah zustava presny v rychlostech a plati dobfe pro dostateéné malé velikosti
uhlu #. Na druhou stranu nesmi # — 0, protoze v tom piipadé vyraz diverguje.

Ve slozené zavorce vyrazu rozpoznavame skalarni soucin 8 - W | pochéze-
jici z Dopplerova vztahu a gravitaéni ¢len. Jak uvidime nize, prvni z nich prevazuje
pro Vétélﬁ hodnoty 6, gravitacni ¢len prevlada pro velmi malé 6.

52-ova komponenta vektoru @ je brana jako nulova.

6 Ale stdle dost malé kvili pouzitym rozvojim.
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Vypocet pomeéru specifickych intenzit je jiz snadny, podle (3.17)) za pouziti ana-
logickych rozvoju jako u posledniho vyrazu vychazi

I 1
—w:—{1—wz—3e.wl+

12GM")/V o- WJ_ 0 - VJ_
2D, [( Va)—f— (1—WZ)T] } (3.29)

O prispévcich jednotlivych clent lze udélat podobneé zévéry jako u poméru frekvenci.



KAPITOLA

4

Numerické vysledky

4.1 Rozdily frekvenéniho posuvu u jednotlivych
obrazu

Nez se budeme zabyvat ¢asovym vyvojem frekvencniho posuvu, podivame se na pro-
blém staticky, tj. pro danou konfiguraci poloh ¢ocky a zdroje a dané rychlosti
vypocitame polohy obrazu a u kazdého z nich prislusny frekvenéni posuv a pomeér
specifickych intenzit.

Jde vlastné jen o aplikaci vyse uvedenych vztahtu. Staci vyftesit ¢ockovou rovnici
(3-7), ¢imz ziskdme dvé hodnoty 6y, 6, a ty pak dosadime do vztahu (3.28). Vypocet
W' jw* a Il /17 je potom jiz trividlni. K numerickému teseni jsme pouzili jazyk C,
zdrojovy kod je v souboru pomer.c.

Hmotnost ¢ocky volime rovnou hmotnosti Slunce M), vzdélenost ¢oc¢ky od pozo-
rovatele D = 8kpc, vzdalenost zdroje od pozorovatele Dg = 10 kpc, coz odpovida
hvézdam v nasi Galaxii. Tyto hodnoty nebudeme déle ménit.

Vliv rychlosti V' a W na velikost frekvenéniho posuvu jsme jiz kvalitativné
popsali u vztahu , nyni probereme konkrétni ¢iselné hodnoty. Pro jednoduchost
zvolime B = (0, 1) 0. Ve vyrazu jesté oznacime

1

A= ——— 4.1
Ww(l — Wz)2 ( )
_ AGMy

Jako prvni vezmeme V' = (2, 6, —5)-10~% ¢, W = (7, 3, —6)-10~* ¢, coz odpovid4
,obecné® vzajemné orientaci rychlosti V-a W. V druhém sloupci Tabulky [l jsou
piislusné ¢iselné hodnoty. Uhlovy Einsteinuv polomér méa velikost fadové desetiny
uhlové milivtefiny, coz je dano predev§sim volbou hmotnosti M ¢ocky, vzdalenosti
Dy, Dg a v mensi mife také rychlosti V' ¢ocky, viz vztah (3.6). Podle prumétu 6,
a 05 na smeér 3 je jasné, ze prvni obraz je thlové vzdalenéjsi od ¢ocky, vné Einstei-
nova kruhu (kruhu o poloméru g opsaného kolem ¢ocky na nebeské sfére), druhy
je blizsi, uvnitt Einsteinova kruhu. Ptichézeji na tadu jednotlivé ¢leny ve vyjadieni
, kde jsme provedli rozndsobeni obou zavorek, takze soucet clenu dava celkovy
efekt. Prvni ¢len A(1 — W,) je nejdulezitéjsi a je spolecny pro oba obrazy. Hodnota
mensi nez jedna je zpusobena vzdalujicim se zdrojem. ,,Smérovy clen“ —A Q- W,
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odpovidajici pricnému Dopplerovu jevu, je v absolutni hodnoté vétsi u prvniho ob-
razu nez u druhého, nebot 0; > 65. Néasledujici dva , gravitaéni cleny* jsou naopak
v absolutni hodnoté mensi u prvniho obrazu nez u druhého, nebot zavisi na 6!
a 01 > 6y. Déle jsou vypocteny frekvencni pomeéry a pomeéry intenzit a nakonec
jejich rozdily mezi obéma obrazy. U druhého obrazu, jenz je blize cocce, je v tomto
pripadé frekvencéni posuv i pomér intenzit vyraznéjsi.

Muzeme se také podivat pfimo do vystupu programu pomer . exe:
M = 1.00 M_Slu
DL = 8.00 kpc
DS = 10.00 kpc
V = [ 0.0002000, 0.0006000, -0.0005000] c
W= [ 0.0007000, 0.0003000, -0.0006000] c
beta = [ 0.0000, 1.0000] thetaE

Uhlovy Einsteinuv polomer:
1.3727270773e-001 muarcsec = 2.1847629986e-009 rad

Uhlove polohy obrazu (v jednotkach thetaE):
thetal = [ 0.0000000000e+000, 1.6180339887e+000]
theta2 = [ 0.0000000000e+000, -6.1803398875e-001]

Prumety uhlu thetal, theta2 do smeru vektoru beta v jednotkach thetaE:
1.6180339887e+000
-6.1803398875e-001

Porovnani clenu ve frekvencnim pomeru prvniho obrazu:
0.999399890065850
-1.05923e-012
2.02296e-012
-4.04632e-012

Porovnani clenu ve frekvencnim pomeru druheho obrazu:
0.999399890065850
4.04591e-013
-5.29617e-012
1.05934e-011

Pomer omega’ / omega* pro oba obrazy:
0.999399890062767
0.999399890071552

Pomer omega’ / omega* pro oba obrazy pocitany primo:
0.999399890062768
0.9993998900715562

Pomer omega’ / omega* pro oba obrazy "presne":
0.999399890062768
0.999399890071552
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Rozdil frekvencniho pomeru druheho a prvniho obrazu:
8.784e-012

Relativni pomer (omega’ - omega*) / omega* pro oba obrazy:
-6.001099372326e-004
-6.001099284482e-004

Pomer I’omega / I*omega pro oba obrazy:
0.998200750367994
0.998200750394315

Relativni pomer (I’omega - I*omega) / I*omega pro oba obrazy:
-1.799249632006e-003
-1.799249605685e-003

Hodnoty frekvenéniho poméru jsou zde pro kontrolu vypocitany vice zpusoby:
pomoci vysledného vztahu (3.28]), ,pocitany primo“ znamenda ciselny vypocet U,
ng a dosazeni do (3.16)), ,,presne” je bez aproximaci v . Chyba frekvencéniho
posuvu je tedy na poslednim vypsaném desetinném misté, pomeér intenzit ma asi
trojnasobnou chybu.

Nynif polozime W = (7,0, —6) - 10~*¢ a rychlost V nechdme stejnou: V' =
(2, 6, —5)-10~* ¢. Tedy prumét W je kolmy na 3, a tedy i na 6 5. Jak se muzeme
presveédéit ve tfetim sloupci tabulky [I}, diky volbé W jsou dva ¢leny u kazdého z ob-
razi nulové. Frekvenéni posuvy jsou zhruba o 1077 vétsi nez predchazejici situaci,
nebotf vy je nyni mensi a koeficient A je vétsi. Rozdil frekvenénich posuvii mezi
obrazy je v tomto pifpadé jen o mélo vétsi nez pii prvni volbé W, piiblizné 10,
Pokud bychom volili V| kolmé na 3, tak by naopak vymizel posledni ¢len u obou
obraz.

Dalsf mo7nd volba je V| = W, éfselné V = (7, 3, =5)-107* ¢, W = (7, 3, —6)-
10~ ¢, viz étvrty sloupec tabulky [l Gravitacni ¢leny maji navzéjem opaéna znamén-
ka a jejich spoleény ptispévek ke frekvencnimu posuvu je v nami dosazené ptresnosti
zanedbatelny. Pokud bychom zvolili V- = W tak by se gravitacni ¢leny ve vztahu
odecetly uplné, tj. gravitaéni pifspévek k frekvenénimu posuvu by byl v rdmci
aproximaci pouzitych pii odvozovani tohoto vztahu nulovy.

4.2 Casovy vyvoj frekvenéniho poméru

K provedeni vypoctu casové zavislosti frekvenéniho poméru obou obrazu staci rozsirit
vyse pouzivany staticky program pomer.c. Vyjdeme z pocateéni polohy zdroje 3
a s konstantnim ¢asovym krokem At pocitame pohyb zdroje i ¢ocky po nebeské
sfére. Pohyb v radidlnim sméru zanedbavame, na uvazovanych casovych skalach (ma-
ximélné roky) je vzhledem k velikosti vzdalenosti D a Dg nepodstatny. Okamzité
uhlova vzdélenost zdroje od cocky je rovna aktualni hodnoté 3. Vypocet poméru
frekvenci a intenzit je jiz stejny jako ve statickém ptipadé. Zdrojovy kéd programu
je v souboru vyvoj.c.

Nejprve se podivejme, jak se s casem méni polohy obrazu. Jistou informaci mame
jiz z grafu na Obr. . Casovy vyvoj poloh obou obrazii a zdroje je na Obr. a Rych-
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612-8/6, 8/ 0k

Obr. 1: Hodnoty prumétu 6, 85 do sméru B a velikost § v zavislosti na case
v piipadé, kdy zdroj miji ¢cocku v zanedbatelné malé ihlové vzdalenosti.

12

10

(=)

01,2'ﬂ//67 ﬂ / eE

[\]

-10 -5 0 ) 10

Obr. 2: Hodnoty prumétu 6, 85 do sméru B a velikost § v zavislosti na case
v pripadé, kdy zdroj miji ¢ocku ve vzdalenosti ptiblizné 1,4 0.
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losti jsou voleny v obou pifpadech V' = (3, 3, —=5) - 107%¢, W = —(5, 5, 7) - 107* ¢
s ohledem na to, aby se zdroj mohl ,,potkat“ s ¢ockou, tzn. aby v urc¢itém okamziku
bylo B = 0 (samoziejmé s piesnost pouzité aritmetiky). Cas méffme v jednotkéch
Einsteinova casu, tj. casu, za ktery se tthlova vzdalenost zdroje od ¢ocky zméni prave
o uhlovy Eisteinuv polomér g, pricemz v misté nejmensiho 3 pokldadame ¢ = 0 (to
nijak nesouvisi s ¢asem ¢’ = 0, kdy v nasem analytickém vypoctu dochézelo k ohybu
fotonu). Na Obr. [1] je pocdtecni hodnota 3, = (6, 6) 0. V case t’ = 0 nastavd § = 0
a polohy obrazu jsou 0. Po dostateéné dlouhé dobé ¢’ jeden obraz prakticky splyva
se zdrojem a druhy s ¢oc¢kou. Obr. 2] se 1isi volbou pocatecniho 3, = (6, 8) 0, coz
znamena, ze zdroj miji ¢ocku v uhlové vzdalenosti priblizné 1,460g. Asymptotika
zustéva stejnd jako na obr. [I}

Muzeme téz znazornit polohy zdroje a obrazu na nebeské sfére v zavislosti na ¢ase
(parametricky), viz. obr. [3| Volili jsme pro jednoduchost 8, = (—1,2, 0,3)0g, V =
(=3,0, =5) - 107 ¢, W = (5, 0, =7) - 10~* ¢. Pislusejici si polohy zdroje a obrazi
vzdy lezi na pfimce prochazejici pocatkem.

Nyni se zaméifme na Gasovy vyvoj ¢lent ve vztahu a celkového frek-
vencniho posuvu. Rozlisime dva ptipady: obecny, kdy zdroj miji cocku ve vzdalenosti
radoveé 6, a specidlni, kdy béhem casového vyvoje nastane § ~ 0.

Pro demonstraci obecného ptipadu zvolime V' = (3, =2, —=5) - 107%¢, W =
(=5, =5, —6)-107* ¢, pocatecni hodnotu B, = (7, 1) g, krok 0,1t a délku vipoctu

2
1k
<
2 0
=)
SN
1
—9 | | |
-2 -1 0 1 2

Obr. 3: Uhlové soufadnice zdroje a obrazll v zévislosti na ¢ase. Carkované je nakres-
len Einsteinuv kruh — kruh o polomeru 0g. Céra spojuje vybranou polohu zdroje a
k ni odpovidajici obrazy. Cocka je v bodé (0, 0).
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14 tg. Hlavni prispévek k frekvenénimu posuvu dava konstantni ¢len
A(1—W,) =0,9993999300418824. (4.3)

Velikosti ostatnich prispevku k frekvenénimu posuvu v zavislosti na case pro
prvni obraz (blizs ke zdroji) je na obr. i Vidime, Ze ,smérovy clen“ —A6 - W, se
chova asymptoticky linearné, coz je v souladu s chovanim 6; ~ 3 pro dost velké
0, impaktni parametr se totiz stava zanedbatelny, smér vektoru 3 se uz prakticky
nemeéni a jeho velikost 3 se méni linedrné s casem.

Uvedena asymptotika ma vSak omezenou platnost, protoze striktné vzato pfi
f — oo roste A; nade vSechny meze a vztah prestava platit vzhledem k
pouzitym aproximacim. Navic 6, — 0, a tedy gravitacni piispévky umérné 61
diverguji.

Uvazovany clen —A 6@ - W, ma nulovou hodnou v case priblizné —0,5tg, tedy
predtim, nez dojde k maximalnimu priblizeni. To je zpusobeno volbou sméru W,
v inkriminovaném case je W kolmé na 3, tedy i na 6, coz implikuje W, -6, = 0.
Ze stejného duvodu je v tomto ¢ase nulovy i ¢len A B(6;) (1 — V,) 6, - W, druhy
gravitacni ¢len se nuluje pfiblizné v case 1tg diky volbé sméru V. (Pokud bychom
vhodné zvolili W rovnobézné s V| tak by se smérovy ¢len i oba gravitacni ¢leny
nulovaly ve stejném case ¢’ = 0.) Oba gravitacni ¢leny se blizi k nule pro dost velké
3, resp. dost velky cas |t'|, coz muzeme vysvétlit chovanim 60; ~ (3, viz (3.9).

Casovy vyvoj pifspevki k frekvenénimu posuvu druhého obrazu je na obr. |5
Vzhledem k tomu, ze velikost 65 je pouze asi 0,1 az 0,2 0g, je smérovy ¢len druhého
obrazu fadové mensi nez oba gravitacni cleny. Gravita¢ni ¢leny se nuluji ve stejnych
casech jako ty u prvniho obrazu a vykazuji linearni asymptotické chovani. To neni
piekvapenim, nebot jsou oba timérné 6, a plati .

Odchylky frekvencéniho posuvu od konstanty pro oba obrazy jsou na obr. @
Jde v podstaté jen o soucet smérového ¢lenu a obou gravitacnich ¢lenu. Vidime, ze u
druhého obrazu jsou zmény frekvencéniho posuvu vyraznéjsi nez u prvniho. Piispévek
od gravita¢nich ¢lentt u druhého obrazu pii rostoucim [ je zde tedy vyraznéjsi nez
prispévek smérového clenu u prvniho obrazu. Déle je jasné, ze vzajemné rozdily frek-
vencniho posuvu mezi obrazy se zvyraznuji pii rostoucim |¢'| resp. 5. Pfipomenme
jesté, ze naznacend asymptotika neznamend divergenci frekvenéniho posuvu, nebot
nase vztahy prestavaji pri prilis velkém g platit z vyse uvedenych duvodu. N&as vztah
je spolehlivy zhruba do 3 v fddu desitek ¢ stovek Einsteinovych polomért.

Pro zmeény specifickych intenzit plati analogické zéveéry, viz obr. [7] Vzhledem ke
vztahu jsou zmeény specifickych intenzit trojnasobné v porovnani se zménami
frekvenénich posuvii (konstantni élen [A (1 — W,)]? = 52 (1 — W.) ™ jsme odecetli).

Nyni pfichdzi na fadu jind, specidlnéjsi konfigurace. Zménime pouze 3y = (7, 2) 0g
a rychlosti nechdme stejné: V = (3, =2, =5) - 107%¢, W = (=5, =5, —6) - 107* .
Smér [y je volen antiparalelni k thlové rychlosti W, /Dg — V| /D;, vzdjemného
pohybu zdroje a ¢ocky po nebeské sfére vuci pozorovateli. To znamenad, Zze v Case
t" = 0 nastdva 0 ~ 0, vzheldem ke konecéné presnosti vypoctu nikdy nenastane
6 =0 — v tom pripadé by vznikl Einsteinuv kruh. Na obr. [§] jsou opét prispévky k
frekvenénimu posuvu. Kiivky zde o¢ividné maji skoky, na rozdil od téch na obr []
Vysvétleni je prosté. Tésné pred ,,setkdnim* a tésné po ném jsou sméry 3 navzajem
opacné, pii f — 0 plati 8, — +0g3/5 a 8 — —0g3/3. Obrazy si tedy po ,,setkani“
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Obr. 4: Hodnoty ¢lentu ze vztahu ([3.28)) pro prvni obraz v zévislosti na ¢ase pii volbé
V =(3,-2,-5)-107*c, W = (=5, =5, —=6) - 107 ¢, B, = (7, 1) 0. Teckované je
nakresleno asymptotické chovani ¢lenu —A 60 - W, pro velké (.
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3 | | {
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-1+ \\\ ;
i \\\ n
_3 l | | S
4 2 0 | |
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Obr. 5: Hodnoty ¢lenu ze vztahu (3.28) pro druhy obraz v zavislosti na ¢ase pii volbé
V=3, -2, —5)- 107" ¢, W = (=5, =5, —=6) - 107 ¢, B, = (7, 1) 0. Teckované je
nakresleno asymptotické chovani gravita¢nich ¢lent pro velké f3.
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Obr. 6: Zmény frekvenénich posuvii obou obrazu v zavislosti na case pii volbé
V =(3, -2, -5)-107%¢c, W = (=5, =5, —=6) - 107*¢, B, = (7, 1) . Teckované

je nakresleno asymptotické chovani pro velké f3.

15— I I

/15— [AQ=W))%) /1071

/
w

(

—15 | | |

t/tg

Obr. 7: Zmény poméru intenzit obou obrazu v zavislosti na ¢ase pii volbée V' =
(3, =2, =5) - 107*¢c, W = (=5, =5, —6) - 107*¢, B, = (7, 1) 0. Teckované je na-

kresleno asymptotické chovani pro velké f3.
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zdroje a ¢ocky , vymeéni strany“: prvni obraz je opét blize zdroji a druhy obraz je
zase blize k ¢occe. Kromé téchto skoku jsou ale prubéhy jednotlivych élentu podobné
jako na obr. |4 a nebudeme je dale popisovat.

Zmeény frekvenénich posuvi v tomto pripadé jsou na obr. [0} Opét si véiméame
skoku v ¢case t' = 0. Asymptotika je viak prakticky stejnd jako na obr. [6]
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Obr. 8: Hodnoty ¢lenu ze vztahu ([3.28)) pro prvni obraz v zévislosti na ¢ase pii volbé
V =(3,-2,-5)-107*c, W = (=5, =5, —=6) - 107* ¢, B, = (7, 2) 0. Teckované je
nakresleno asymptotické chovani ¢lenu —A 60 - W, pro velké (.
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obraz 2 -----
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Obr. 9: Zmény frekvenénich posuvi obou obrazu v zavislosti na case pii volbé
V = (3, -2, -5)-107"c, W = (=5, =5, —=6) - 107*¢, B, = (7, 2) 0p. Teckované
je nakresleno asymptotické chovani pro velké (3.
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Diskuse

V nasi praci predpoklddame jen jednoduchou ¢oc¢ku — jedinou hvézdu, pritom nezane-
dbatelné ¢ast hvézd jsou vicenasobné hvézdné soustavy. Mohlo by tedy mit vyznam
prozkoumat specialné relativistické spektralni efekty u hvézd s vice slozkami.

Podle vztahu by se mohlo zdat, ze frekvenéni posuv u druhého obrazu
(blizstho ¢occe) muze pii rostoucim [ divergovat vlivem rostoucich gravitaénich
¢lenu. Vztah by pak implikoval vysoky pomeér nameérené a vyzafené speci-
fické intenzity, a to paradoxné pro zdroj hodné uhlové vzdaleny od cocky. To je
samoziejmé nesmysl. Vztah byl ziskdn s pouzitim rozvoje do prvniho fadu
v gravitacnich ¢lenech, pro zachovani platnosti tohoto vztahu musi gravitacni ¢leny
zustat dostatecné malé. Pokud by ¢ockou byla degenerovana hvézda nebo ¢erna dira,
bylo by v tomto rezimu tfeba integrovat drahy fotonu v rezimu silného pole obecné
teorie relativity. Pro nedegenerovanou hvézdu bude obraz pti dostatecném piiblizeni
k nule cockou zakryt. V kazdém pripadé se vSak z hlediska pozorovatele v této li-
mité obraz natolik zmensuje, ze navzdory potencidlnimu rustu specifické intenzity
jeho celkovy svételny tok klesa rapidné k nule. Jeho posunuté spektrum tak bude
potlaceno vuéi spektru prvniho obrazu.

Vztah pro frekvenéni posuv jsme se pokusili porovnat se vztahem (167) v ¢lanku
[4], str. 22. Rozvojem naseho vyrazu v rychlostech jsme ziskali vyjddfent

/ 2 2
ow =n, - W 1—|—n’O-W—|—(n’O-W)2—m —m—l—
w* 2 2
AGM~ry (1-V,)0 - W —(1-W,)0 -V (5.1)
C2DL9 9(1—Wz) ’ .

kde dw = w'—w*. Tento vztah ¢dstecné pripomind citovany vztah (168), ktery je vsak
v jinych proménnych a ve snaze tyto vztahy ztotoznit jsme nebyli uspésni, ackoli
citovany vztah by mél byt zobecnénim naseho vyrazu. Pii porovnavani numerickych
vysledku ziskanych z citovaného vztahu (168) ¢ presnéjsiho rozvoje vztahu (167)
z téhoz ¢lanku jsme zjistili rozdily v fadu 107!, Piic¢inu vidime v tom, Ze jsme
patrné neprovedli korektni prechod od nasich proménnych k proménnym uzivanym
v clanku [4].

Z tabulky [1] i grafu na obr. a8 je vidét, ze casoveé zavislé pifspévky k frek-
venénimu posuvu ¢inf velmi zhruba 107! (asymptotika je omezend platnosti vztahu
(3-28), nelze tedy brét piilis velké |']), coz je samoziejmé ovlivnéno ndmi zvolenymi
parametry. Neocekavame vsak, ze pri jiné neptilis odlisné volbé parametru bychom
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dostali diametralné odlisné vysledky. Rozdily frekvenénich posuvu ¢ini také zhruba
107! (opét s omezenym casovym vyvojem). Podle nasich vysledki tedy muZzeme
fici, ze i pti fantastické presnosti dnesnich méfeni je méfeni casovych zmén frek-
vence zpusobenych gravitaéni mikrocockou v nasi Galaxii ¢i rozdilu frekvenci mezi
obrazy téhoz zdroje velmi komplikovanym problémem.

Oprostime-li se vsak od hodnot parametru typickych pro bézné galaktické mi-
krococky, lze z odvozenych vztahu vidét, ze efekty mohou byt nezanedbatelné pro
dostatecné vysoké relativistické rychlosti a pro paprsky prochéazejici blize k hori-
zontu. V tomto pripadé jiz pro exaktni vysledky nestaci pouzit post-newtonovskou
aproximaci a je tieba prejit k plné obecné relativistickym vypoctum.
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Z.aver

V nasi praci jsme studovali vliv rychlosti ¢ocky a zdroje na frekvenéni posuv a pomeér
specifickych intenzit v prubéhu gravitaé¢nitho mikrocockovani.

Prevzali jsme rychlostné zavislou ¢ockovou rovnici a vyhodnotili zavislost poloh
obrazu 6 na poloze zdroje B. S pouzitim STR jsme odvodili pro zcela libovolné
rychlosti vyraz udavajici pomér namétrené a vyzarené frekvence a vyraz popisujici
pomér namérené a vyzarené specifické intenzity. Tyto vyrazy obsahuji 0, obrazy
tedy maji obecné odlisné frekvencni posuvy a intenzity.

Déle jsme provedli numerické vyhodnoceni téchto vztahu — pii nékolika pevnych
konfiguracich i pri ¢asovém vyvoji. Zjistili jsme, ze casové zmény frekvenéniho po-
suvu jsou pro typické galaktické mikrococky velmi zhruba v fddu 107!, jejich
naméfeni by tedy bylo velmi obtizné. Odvozené vztahy vsak naznacuji, ze efekt
muze byt dostatecné silny pro paprsky prochazejici dostateéné blizko ¢ockujici ne-
utronové hvézdy nebo cerné diry.
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