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nich aplikaci. Krok za krokem se sezndmime s maticemi sousednosti a pokryvanim
uplnych grafi iplnymi bipartitnimi grafy. Predstavime si rovnéz Hadamardovy
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Uvod

S maticemi se zpravidla blize seznamujeme v zakladnim kurzu linearni algebry.
Dozvidame se, jak s jejich pomoci popisovat homomorfismy vektorovych prostor,
resit soustavy linearnich rovnic ¢i jak vypocitat jejich charakteristické polynomy
a vlastni ¢isla. Vyznam matice jako nedocenitelného néastroje pro popis a reseni
matematickych problému vsak samotnou linearni algebru dalece presahuje.

V této préaci se budeme vénovat vybranym maticim, jejichz prvky jsou pouze
c¢isla —1, 1 nebo 0. Na prikladu téchto matic si ukédzeme, jak lze vyuzit prostiredky
linearni algebry k dokazovani poznatkl z oboru geometrie, kombinatoriky ¢i teo-
rie grafii. Nasim cilem je nabidnout ¢tenafi uceleny, srozumitelny a nazorny vy-
klad protkany mnohymi obrazky a priklady, diky kterym se ¢tenar snadno sblizi
s kazdou z predlozenych matic.

V prvni kapitole si pripomeneme nékteré zakladni pojmy linearni algebry
a teorie grafii. Uvedeme také nékolik dilezitych poznatkti a dokazeme nékterd
zakladni tvrzeni.

Ve druhé kapitole si predstavime matice sousednosti a jejich vyuziti pti jed-
noznacné reprezentaci grafii. Ukdzeme si, jak vypadaji matice sousednosti spe-
cidlnich typu grafii. Nakonec se podivame na problém pokryvani uplnych grafi
uplnymi bipartitnimi grafy.

Treti kapitola nas zavede do svéta Hadamardovych matic. Zkusime si zkon-
struovat jejich specidlni typ — Sylvesterovy—Hadamardovy matice — a prozkou-
mame jejich neobycejné vlastnosti. Zavérem si predstavime Hadamardovu do-
mnénku, jeden z doposud stéle otevienych problémi matematiky.

Ctvrté kapitola nés prenese do mésta Lisdkova, kde pomtizeme vyfesit jeden
kombinatoricky problém mistnich radnich. Uzitecnym nastrojem se nam ukazou
byt incidencni matice systému podmnozin, které si nasledné predstavime také
na prikladu kone¢nych projektivnich rovin.

V posledni, paté kapitole zavedeme incidenéni matice orientovanych i neori-
entovanych grafii. Ukazeme si souvislost inciden¢ni matice s Laplaceovou matici.
To vse nakonec vyuzijeme k urcovani poc¢tu koster (nejen) tplnych graft.

Veérime, ze si text najde své ¢tenare mezi Sirsi matematickou komunitou, vyso-
koskolskymi studenty prirodovédecky ¢i technicky zamérenych oborii a budoucimi
i stavajicimi uciteli matematiky.



1. Zakladni poznatky

Uvodni kapitolu vyuzijeme pro prehledné zavedeni zdkladnich definic a pojmi.
Napri¢ uc¢ebnicemi se definice mirné lisi, proto se snazime presné vymezit vyznam
dale pouzivanych pojmi, abychom zamezili pripadnému zmateni. Zaroven chceme
¢tenari poskytnout ucelenou pomucku a minimalizovat nutnost listovat v jiné
literature.

1.1 Linearni algebra

V této sekci pripomeneme nékteré zakladni pojmy a poznatky z linedrni algeb-
ry. Vzhledem k tomu, Ze neni mozné zde uvadét a dokazovat vSechny vlastnosti
dale vyuzivanych pojmi, omezime se predevsim na uceleny a jednotici prehled
jejich definic a ¢tenére pripadné odkazujeme na ucebnici J. Becvére [1], ze které
v nésledujicim textu vychazimdl|

Definice 1 (Matice). Necht X je neprdzdna mnozina a m, n prirozena cisla.
Matici A typu n x m nad mnozinou X nazyvame schéma

a1; Q12 ... QAim

ao21 @929 ... QA9m
A= . . . . )

Ap1 Ap2 ... Apm

kde a;; € X pro kazdéi=1,...,nakazdéj=1,...,m.

Matici A budeme znacit téz symbolem (a;;) nebo také, pokud bude nutné
znat typ matice, (a;j)nxm €I Apxm. Je-li m # n, pak hovorime o obdélnikové
matici typu n x m. Je-li naopak m = n, pak hovorime o ¢tvercové matici radu n.
Dale rikdme, Ze prvek a;; stoji v matici na pozici ij.

111

Definice 2 (Téleso). Mnozinu T se dvéma bindrnimi operacemi ,+“ a -
nazyvame télesem, jestlize ma alespornl dva prvky a plati nasledujici axiomy:

(i) Va,b,ceT (a+b)+c=a+(b+c),

) Va,beT a+b=b+a,

) 0eT YaeT a+0=a,

)VaeT FI—a€eT a+(—a)=0,

(v) Va,b,ceT (a-b)-c=a-(b-c),

)dleT YaeT l-a=a-1=a,
YVaeT,a#0 Fa'teT a-al=ata=1,

(viii) Va,b,ceT a-(b+c)=a-b+a-c,

1Z4jemctim o cizojazyc¢nou literaturu doporu¢ujeme monografii R. A. Horna a Ch. R. John-
sona [6].



(ix) Ya,b,ceT (a+b)-c=a-c+b-c.
Jestlize je navic splnén axiom
(x) Ya,beT a-b=b-a,
potom nazyvame mnozinu T" komutativnim télesem nebo polem.

Symbolem Z, budeme znacit dvouprvkové pole obsahujici pouze prvky 0 a 1.

Tyto prvky jsou svazany binarnimi operacemi ,+“ a ,,-“ nasledujicim zpiisobem:
+10 1 10 1
00 1 0/0 O
111 0 110 1

Definice 3 (Okruh). Mnozinu R se dvéma bindrnimi operacemi ,+“ a ,-“
nazyvame okruhem, jestlize plati nasledujici axiomy:

(i) Va,b,ce R (a+b)+c=a+ (b+c),
(ii) Va,be R a+b=b+a,

(i) 30 e R VYae R a+0=a,

(iv) Vae R 3—a€R a+(—a)=0,

(v) Va,b,ce R (a-b)-c=a-(b-c),

(vi) Va,b,ce R a-(b+¢)=a-b+a-c,

(vii) Va,b,ce R (a+b)-c=a-c+b-c.

Jestlize je navic splnén axiom

(viii) Va,be R a-b=b-a,

potom nazyvame mnozinu R komutativnim okruhem. JestliZe je splnén axiom
(ix) 31€e R YaeR l-a=a-1=a,

potom nazyvame mnozinu R okruhem s jednotkovym prvkem. Jsou-li splnény oba

axiomy [(viii)| a[(ix)| nazyvdme mnozinu R komutativnim okruhem s jednotkovym
prvkem.

Definice 4 (Vektorovy prostor). Necht T je pole a V mnozZina s bindarni
operaci ,,+“. Necht je dano zobrazeni kartézského soucinu T' x V' do mnoziny V,
které dvojici prvki a € T av € V prirazuje prvek a - v nebo jednoduseji zapsano
av. Necht dale plati nasledujici axiomy:

(i) Yu,v,w eV (u+v)+w=u+(v+w),

)
(ii) Vu,v eV u+v=v+u,
(i) JoeV YueV u+4o=u,
)

(iv) VueV J—ueV u+(-u)=o,
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(V) Yu,oeV VYaeT a-(u+v)=a-u+a-v,
(vi) Vu eV Va,beT (a+b)-u=a-u+b-u,
(vil) Vu e V. Va,beT (a-b)-u=a-(b-u),
(viii) Vue V. 1-u=u.

Potom mnozinu V' nazyvame vektorovym prostorem nad polem T'. Prvky mno-
ziny V' nazyvame vektory, prvky pole T" skalary. Vektor oznaceny symbolem o
Z axiomu nazyvame nulovym vektorem prostoru V', vektor oznaceny symbo-
lem —u z axiomu nazyvame opacnym vektorem k vektoru u.

Prikladem vektorového prostoru nad télesem T je mmnozina T™ vsSech n-tic
prvki télesa T'. Operace sc¢itani n-tic a nasobeni n-tice skaldrem se pritom provadi
po slozkéch, tj.

(a1:a27 "'7&n) + (blab% 7bn> = (@1 + b17a2 + b27 vy A bn)a

clay, as, ..., a,) = (cay, cas, ..., cay).

Definice 5 (Podprostor). Necht V je vektorovy prostor nad polem T. Pod-
mnozinu W vektorového prostoru V nad polem T nazveme podprostorem pro-
storu V', jestlize je W vektorovym prostorem nad polem T vzhledem k tymz
operacim ,+“a ,-“.

Definice 6 (Linearni obal). Necht V je vektorovy prostor nad polem T' a M je
podmnozina vektorového prostoru V. Prinik vsech podprostorii V', které mno-
zinu M obsahuji, nazyvame linearnim obalem mnoziny M a znacime symbo-
lem [M]. Linedrni obal vektorti vy, vs, ..., vy vektorového prostoru V budeme
znacit symbolem [vy,vg, ..., Ugl.

Definice 7 (Linearni kombinace). Necht V je vektorovy prostor nad polem T,
V1,V ...,V €V aay,as,...,a; €T. Vektor

k
Z a;V;
i=1

nazyvame linearni kombinaci vektorii vy, vs, ..., v, s koeficienty aq,as, ..., a.
Jestlize k = 0, pak hovorime o prazdné linearni kombinaci, kterou klademe rovnou
nulovému vektoru o.

Definice 8 (MnozZina generatoru). NechtV je vektorovy prostor nad polem T
a M je podmnozina prostoru V. Mnozinu M nazyvame mnoZinou generatori
prostoru V', jestlize linearnim obalem mnoziny M je cely vektorovy prostor V.
Rikédme také, 7e mnozina M generuje prostor V.

Definice 9 (Linearni zavislost). Necht V' je vektorovy prostor nad polem T
a S je soubor vektorii prostoru V. Soubor S se nazyva linearné zavisly, jestlize
néktery vektor souboru S je mozno vyjadrit jako linearni kombinaci ostatnich
vektori tohoto souboru. V opacném pripadé se soubor S nazyva linearné neza-
visly.



Definice 10 (Béze). NechtV je vektorovy prostor nad polem T a B je podmno-
zina prostoru V. Podmnozinu B nazveme bazi vektorového prostoru V', jestlize
je linearné nezavislou mnozinou generatori prostoru V.

Definice 11 (Dimenze vektorového prostoru). Dimenzi dimV vektorového
prostoru V' nazveme mohutnost jeho libovolné baze.

Definice 12 (Nulovd matice). Matici O, = (0k1)nxm nad komutativnim
okruhem R nazyvame nulovou matici, jestlize oy = 0 pro vsechna k =1, ..., n,
=1, ...,m. Pokud je nulova matice ¢tvercova radu n, znacime ji symbolem O,,.

Definice 13 (Jednotkova matice). Necht R je komutativni okruh s jednotko-
vym prvkem. Ctvercovou matici I,, = (iy;) nad okruhem R nazyvame jednotkovou
matici, jestlize

i 1 prok=I,

M7 0 jinak.
Definice 14 (Matice samych jednicek). Necht R je komutativni okruh s jed-

notkovym prvkem. Ctvercovou matici J,, = (ji) Fadun nad okruhem R nazyvime
matici samych jednicek, jestlize j = 1, Vk,l =1, ..., n.

Definice 15 (Hlavni diagonala). Hlavni diagondlou ¢tvercové matice A radun
nazyvame posloupnost prvkia ajy,ass ..., a,,. O téchto prvcich rikame, ze lezi
na hlavni diagonale, nebo jen na diagonale matice A.

Definice 16 (Transponovana matice). Necht A = (a;;) je matice typun xm.
Transponovanou matici k matici A budeme nazyvat matici AT = (a;;) typumxn,
pro kterou plati a;; = aj, Vi=1,...n,Vj=1,...m.

Definice 17 (Podmatice). Matici, kterd vznikne z matice A vynechdnim né-
kterych radki a sloupcii, nazyvame podmatici matice A.

Definice 18 (Blokova matice). Necht A;;, i = 1,...n, j = 1, ...m jsou
takové matice, které splnuji nasledujici podminky:

e pro pevné zvolené i = 1,...,n maji matice A;; stejny pocet radki
Vi=1,...,m,
e pro pevné zvolené j = 1,...,m maji matice A;; stejny pocet sloupct
Vi=1,...,n.
Matici
An A oo A
= A'21 A.22 A?m
Anl An2 s Anm

sestavajici se z matic A;; rozmisténych podle uvedeného schématu nazyvime
blokovou matici. Jednotlivé matice A;; nazyvame bloky. Pocet radkii blokové
matice A je roven souctu poctu radki vsech matic A;; pro libovolné pevné
j=1,...,m. Pocet sloupcii blokové matice A je roven souctu poctu sloupcii
vSech matic A;j pro libovolné pevnéi =1, ... ,n.
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Definice 19 (Soucet matic). Necht A = (a;;) a B = (b;;) jsou dvé matice typu
n x m nad komutativnim okruhem R. Souctem matic A a B budeme nazyvat
matici A+ B = (a;; + b;j) typu m x n, ve které na pozici ij stoji soucet prvki,
které jsou v maticich A a B na pozici ij.

Definice 20 (Soucin matic). Necht A = (a;;) je matice typunxm a B = (by;)
je matice typu m X [ nad komutativnim okruhem R. Soucinem matic A a B
budeme nazyvat matici AB = (3}, aixby;) typu n x [, ve které na pozici ij stoji
soucet soucinii odpovidajicich si prvkii i-tého radku matice A a j-tého sloupce
matice B.

Definice 21 (Kroneckeriv soucin matic). Necht A = (a;;) je matice ty-
pun x ma B = (b;;) je matice typu k x | nad komutativnim okruhem R. Kronec-
kerovym soucinem matic A a B budeme nazyvat blokovou matici AQ B = (a;;B)
typu nk x ml, ktera je tvorena nm bloky a,;-ndsobkil matice B.

Definice 22 (Hodnost matice). Necht A je matice typu n x m nad polem T.
Hodnosti r(A) matice A nazyvame dimenzi vektorového prostoru generovaného
sloupci matice A jakozto vektory prostoru T".

Lemma 1. Necht jsou ddny matice B = (bij)ixm, C' = (C¢jk)mxn 0 hodnostech
r(B), r(C). Potom plati

r(BC) < min{r(B),r(C)}.

Diikaz.
Podivejme se nejprve na vyjadreni matice BC' typu [ X n:
Zg‘nzl bleﬂ ZT:I b1jCj2 e Z;nzl bljcjn
BC — Z;nzl ijle Z;nzl ijCjQ e Z;nzl ijCjn
Z;‘nzl bljcjl Z;nzl blejQ P Z;nzl bljcjn

Prozkoumame-li podrobnéji vektor uy, ktery je k-tym sloupcem matice BC,
muzeme odvodit nasledujici rovnost:

bircik + biacog + -+ - + bimConik b1 bio bim
U = ba1C1k + bagCop + + - + bamConi | — Cik ba1 +Cop, baz | .. Ao bom
bircir, + bicog + -+ + by Coni; by bi2 bim
Kazdy vektor ug, £k = 1, ...,n, je linearni kombinaci vektort, které tvori
sloupce matice B. Vektorovy prostor generovany vektory ux, k =1, ..., n, neboli

sloupci matice BC', je tedy podprostorem vektorového prostoru generovaného
vektory tvorenymi sloupci matice B.

Dimenze vektorového prostoru generovaného sloupci matice BC' je proto mensi
nebo rovna dimenzi vektorového prostoru generovaného sloupci matice B



([1], Véta 8.21). A protoze je hodnost matice rovna dimenzi vektorového prostoru
generovaného jejimi sloupci, je r(BC) < r(B).

Podivejme se na celou situaci znovu, tentokrat z pohledu radki. Vyuzijeme
vlastnost, ze hodnost 7(C') matice C' je rovna dimenzi vektorového prostoru ge-
nerovaného radky matice C' (viz [1], Dusledek 12.27).

Obdobné jako je kazdy vektor ve sloupci matice BC' linearni kombinaci vek-
torti ve sloupcich matice B, je kazdy vektor v fadku matice BC' linearni kombinaci
vektorti v fadcich matice C'. Dimenze vektorového prostoru generovaného radky
matice BC' je proto mensi nebo rovna dimenzi vektorového prostoru generovaného
radky matice C, a tedy r(BC) < r(C).

7 ptredchozich dvou nerovnosti plyne

r(BC) < min{r(B),r(C)}.

Definice 23 (Determinant). Necht A = (a;;) je ¢tvercovd matice radu n
nad komutativnim okruhem R. Determinantem det A matice A nazveme soucet

Z sgn P ap1)1ap(2)2 - - - AP(n)n,
PeS,

kde scitame pres vSechny permutace P symetrické grupy S, vSech permutaci
n-prvkové mnoziny.

Déle budeme pro vypocet determinantu vyuzivat jeho nasledujici vlastnosti
(viz [I], Véta 14.7 a Véta 14.11):

o Pri¢teme-li k nékterému radku (sloupci) ¢tvercové matice A linearni kom-
binaci ostatnich fadki (sloupcii) matice A, je determinant takto vzniklé
matice roven determinantu matice A.

o Determinant horni trojihelnikové matice, tedy ¢tvercové matice A = (a;;)
radu n takové, ze Vi,j =1, ...,n, %> j, je a;; = 0, je roven soucinu vsech
prvki jeji hlavni diagonély.

o Determinant matice A a determinant matice A k ni transponované jsou si
rovny.

o Determinant matice, v niz jsou nékteré radky (sloupce) jakozto vektory
linearné zavislé, je roven nule.

o Necht A = (a;;) je ¢tvercova matice fadu n > 1 nad komutativnim okru-
hem R. Potom Vj =1, ...,n plati

det A => (=1)"a,; det 4;, (1.1)
=1

det A = Z(—l)”jaji det Ajia (]_2)
i=1



kde A;; znac¢i matici radu n— 1, kterd vznikne z matice A vynechanim i-tého
radku a j-tého sloupce.

V piipadé pouziti rovnosti ([1.1)) budeme hovofit o rozvoji determinantu
podle j-tého sloupce, v piipadé rovnosti (1.2) budeme hovofit o rozvoji
determinantu podle i-tého radku.

1.2 Teorie grafi

Nasledujici definice nam predstavi nékteré zakladni pojmy z teorie grafi.
V pripadé hlubsiho zajmu o nékterou z pasazi teorie grafii se muze ¢tenar ob-
ratit na knihu B. Bollobése [2], ze které budeme vychazet.

Definice 24 (Graf). Necht V je neprazdna konecna mnozina a E je mnozZina
dvouprvkovych podmnozin mnoziny V. Usporddanou dvojici G = (V, E) nazy-
vame gralem. Prvky mnoziny V nazyvame vrcholy grafu G a prvky mnoziny E
hranami grafu G.

Chceme-li se odkazat na mnozinu vrcholii néjakého znamého grafu G, pou-
Zijeme symbol V(G). Obdobné mnozinu hran grafu G zna¢ime F(G). Rikdme,
ze hrana e prochazi vrcholy u a v, nebo ze hrana e spojuje vrcholy u, v, jestlize

e = {u,v}.

Definice 25 (Nakresleni grafu). Nakreslenim grafu G = (V, E) budeme na-
zyvat reprezentaci grafu v roviné, kde vrcholiim grafu odpovidaji navzajem riizné
body roviny a hranam odpovidaji oblouky rovinnych krivek, jejichz krajnimi body
jsou body roviny odpovidajici vrcholim, kterymi prislusné hrany prochazi.

Nyni si zavedeme nékteré dilezité typy grafti spolu s jejich standardnim zna-
¢enim. Uzite¢nou pomtckou nam pritom budou obrazky s priklady nakresleni
téchto grafu.

Definice 26 (Uplny graf). NechtV ={1,2,...,n},n>2aF = (‘;), kde (‘2/)
zna¢l mnozinu vsech dvouprvkovych podmnozin mnoziny V. Graf K, = (V, E)
nazyvame uplnym gratem. V tiplném grafu jsou kazdé dva vrcholy spojené hranou.



) 4

Obrézek 1.1: Uplny graf K.

Definice 27 (Prazdny graf). Graf G nazyvdme prazdnym (nebo téz diskrét-
nim), jestlize E(G) = 0.

Obréazek 1.2: Prazdny graf G.

Definice 28 (Cesta). Necht je V = {0,1,...,n}, n > 1 a £ = {{i,i —1};
i=1,...,n}. Graf P, = (V, E) nazyvdme cestou délky nf]

2V piipadé potieby bychom mohli zavést i cestu délky nula — graf s jedinym vrcholem
a zadnou hranou.
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Obrazek 1.3: Cesta Pj.

Definice 29 (KruzZnice). Necht V = {1,2,...,n}, n >3 a E = {{i,i+ 1};
i=1,...,n—=1yU{{l,n}}. Graf C, = (V, E) nazyvame kruznici (nebo téz cyk-
lem) délky n.

Obrazek 1.4: Kruznice Cj.

Definice 30 (Bipartitni graf, tfidy vrcholi). Necht V| a V5 jsou dvé ne-
prazdné konecné disjunktni mnoziny s n, respektive m prvky. Necht V =V, UV,
aE C{{u,v};u € Vi,v € Va}. Graf B, ,,, = (V, E) nazyvame bipartitnim grafem,
mnozinam V; a V, rikame tridy vrcholi.

11
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Obrazek 1.5: Bipartitni graf Bs 4.

Definice 31 (Uplny bipartitni graf). Necht Vi a Vj jsou neprazdné konecné
disjunktni mnoziny s n, respektive m prvky. Necht V.=V, U Vs a E = {{u,v};
u e Vi,v e Vo}. Graf K, ,,, = (V, E) nazyvame tplnym bipartitnim grafem.

I
1
17
2
117
3
A%

Obrézek 1.6: Uplny bipartitni graf Ks 4.

Definice 32 (Isomorfismus grafi). Dva grafy G = (V,E) a G' = (V' E')
nazyvame isomorfni, jestlize existuje bijekce f :V — V' takova, ze plati

{ry}e B = {f(2).f(y}ek"

Definice 33 (Podgraf). Graf H nazveme podgrafem grafu G, je-liV(H)CV (G)
a E(H) C B(G).

Definice 34 (Souvislost grafu, komponenta). Rikdme, Ze graf G je souvisly,
jestlize pro kazdé dva vrcholy x,y € V(G) existuje cesta P z x do y, ktera
je podgrafem gratu (G. Komponentou grafu nazyvame jeho maximalni souvisly
podgraf.

12



Definice 35 (Strom). Stromem nazyvame souvisly graf neobsahujici kruznici.

Definice 36 (Kostra). Necht G = (V| E) je graf. Kazdy strom G' = (V, E'),
kde E' C FE, nazyvame kostrou grafu G.

Pokud v nasledujicim textu o grafu G s vrcholy 1, ..., n bez dalsiho urceni
fekneme, Ze je kostra, myslime tim kostru Gplného grafu K,,. Rikdme tim vlastné,
ze G je strom. Poznamenejme jesté, ze anglickd terminologie je o néco intuitiv-
néjsi — kostra grafu (spanning tree) je stromem (tree) preklenujicim vsechny jeho
vrcholy (spanning).

Lemma 2. Graf G je kostra pravé tehdy, kdyz pro kazdé dva vrcholy z,y € V(G)
existuje prdvée jedna cesta z x do .

Diikaz. Necht graf G je kostra. Pak je graf G souvisly, a tedy pro kazdé dva
vrcholy z,y € V(G) existuje alespon jedna cesta z z do y. Predpokladejme,
ze existuji dvé rizné cesty z x do y. Sjednocenim téchto cest je graf obsahujici
alespon jednu kruznici. Graf G vSak zadné kruznice neobsahuje, ¢imz dochazime
ke sporu.
Necht v grafu G existuje pro kazdé dva vrcholy z,y € V(G) pravé jedna cesta
z x do y. To znamend, ze graf G je podle definice souvislosti souvisly. Graf GG
navic neobsahuje zadnou kruznici. Pokud by totiz obsahoval kruznici, ktera by
prochazela vrcholy x a y, potom by existovaly dvé rizné cesty z x do y, a tim
bychom dosli ke sporu. Graf G je souvisly graf bez kruznic, a tedy graf G je
kostra.
O

Lemma 3. Necht graf G je kostra s vrcholy 1, ... ,n a hranami ey, ..., e;. Potom
plati
k=n-—1.

Diikaz. Je snadné ovérit, ze tvrzeni plati pro n = 1,2,3. Predpokladejme, Ze
tvrzeni plati pro kostry s méné nez n vrcholy.

Necht G je kostra s n vrcholy. Necht e € F(G) je hrana spojujici vrcholy
z,y € V(G). Odebranim hrany e z grafu G vznikne nesouvisly graf G’ se dvéma
komponentami G a Gy. Grafy G a GG, jsou souvislé grafy neobsahujici kruznice,
a tedy kostry.

Pro pocet ny vrcholt grafu GGy a pocet ny vrcholi grafu Gy plati nq +ny = n.
Déle plati n; < n, no < n. Ozna¢me k; a kg pocet hran grafi G; a GG. Potom
je podle indukcéniho predpokladu ky = nqy — 1 a ks = ny — 1. Pro pocet hran k
grafu G tedy plati

k:k1+k2+1:n1—1—|—n2—1+1:n1+n2—1:n—1
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Definice 37 (Stupen vrcholu, izolovany vrchol). Necht G je graf a v jeho
vrchol. Symbolem degq(v) oznacme pocet hran grafu G obsahujicich vrchol v.
Cislo deg(v) nazyvame stupném vrcholu v grafu G. Je-li deg(v) = 0, nazyvame
vrchol v izolovanym vrcholem.

Definice 38 (Disjunktni grafy). O grafech G a G’ rekneme, Ze jsou (hranoveé)
disjunktni, jestlize E(G) N E(G') = 0.

Definice 39 (Disjunktni pokryti grafu). Necht G je graf a Gy, ...G,, jsou
jeho navzajem disjunktni podgrafy. Rikame, ze grafy Gy, ...G,, disjunktné po-
kryvaji graf G, jestlize

s

E(Gy) = E(G).

k=1

Definice 40 (Orientovany graf). Necht V je neprdzdnd konecnd mnozina
a E je podmnozina kartézského soucinu V' x V. Usporadanou dvojici G= (V,E)
nazyvame orientovanym grafem. Prvky mnoziny FE nazyvame orientované hrany
(nebo sipky). Orientovand hrana e je tedy usporadana dvojice (x,y), kde x,y € V.
Rikdme, Ze tato orientovana hrana vychazi z vrcholu = a kon¢i ve vrcholu .
Vrchol x nazveme zacatkem orientované hrany e, vrchol y koncem orientované
hrany e.

Bude-li z kontextu ziejmé, ze hovorime o orientovaném grafu, budeme jeho
orientované hrany volné nazyvat jednoduse hranami.

Pokud tekneme, zZe volime orientaci grafu G, myslime tim, ze pro kazdou
hranu e, € V(G) uréime jeden jeji vrchol jako zacatek a druhy jako konec. Vol-
bou orientace grafu G je jednoznacné dan orientovany graf G , proto mezi orientaci
a orientovanym grafem nebudeme déle rozliSovat a rovnéz orientaci budeme zna-

¢it G.
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2. Matice sousednosti

V predchozi kapitole, kterd nam pripomina nékteré zakladni poznatky, jsme si
predstavili graf jako uspotadanou dvojici sestavajici se z mnoziny vsech vrcholl
a mnoziny vsech hran. Déle jsme se seznamili s interpretaci grafu nakreslenim
do roviny. Jednou z dalsich moznosti, jak graf jednoznacné popsat, je vyuziti
matice s prvky 0 a 1. V této kapitole se seznamime s reprezentaci grafu pomoci
matice sousednosti, kapitola [5| nds potom provede jednoznac¢nym urcenim grafu
pomoci inciden¢ni matice.

Definice 41 (Matice sousednosti). Necht je dan graf G s vrcholy 1, ...,n
a hranami ey, ... e, k > 1. Matici Ag = (a;j)nxn nazyvame matici sousednosti
grafu G, jestlize

0 — 1 pro{i,j} € E(G), i # j,
Y1 0 jinak.

2.1 Vlastnosti matice sousednosti

Pojdme si ukazat matici sousednosti na ptikladu konkrétniho grafu. Uva-
zujme graf G s vrcholy 1, ...,6 a hranami e; = {1,3}, es = {1,4}, e3 = {1,6},
€4 = {2,3}, €5 = {2,4}, €g = {3,4}, er = {3,6}, €g = {4,6}

1 2

o
5

Obrazek 2.1: Graf G.

Graf G mé Sest vrcholi, proto ma matice sousednosti A grafu G Sest radku
a Sest sloupct, kde kazdy tadek a kazdy sloupec odpovida jednomu vrcholu.
Na pozici i v matici Ag najdeme podle definice ¢islo 1 v pripadé, ze vrcholy
i, 7 spojuje hrana, a ¢islo 0, pokud vrcholy 4, 7 nespojuje zadné hrana. Matice
sousednosti Ag grafu G tak vypada nasledovneé:

—_ O = = OO
OO ==, OO
— O = O
_ O O = =
O OO O OO
OO~ Rk O
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Matice Ag je, stejné jako vSechny matice sousednosti, symetricka. Zapis {i, j}
a {J, 1} totiz reprezentuje jednu a tu samou mnozinu, tudiz i jedinou hranu, a proto
je a;; = aji, Vi,5 =1, ...,6. Na diagondle matice sousednosti nalezneme samé
nuly, nebot hrany, které spojuji vrchol se sebou samym (tzv. smycky), definice
grafu nepripousti.

Soucet prvkia v i-tém tadku, stejné jako soucet prvka v i-tém sloupci, ma-
tice Ag je roven stupni vrcholu 7. V daném radku a také sloupci je totiz kazda
hrana, kterd vrcholem ¢ prochézi, reprezentovana jednou jednickou, zatimco na
zbylych pozicich jsou samé nuly. Kazda hrana grafu G je v matici reprezentovana
dvéma jednickami, totiz ve dvou ruznych radcich odpovidajicich vrcholim, kte-
rymi hrana prochazi. Soucet vSech prvkt matice Ag je proto roven cislu 16, tedy
dvojnésobku poc¢tu hran grafu G.

Podivejme se nyni na nékteré specialni typy grafi a prozkoumejme jejich ma-
tice sousednosti:

« Uplny graf K,, — V tplném grafu K,, pro kazdé dva rizné vrcholy existuje
pravé jedna hrana, ktera jimi prochézi. Proto jsou v matici sousednosti na
vsech pozicich mimo diagonalu jednicky, zatimco na hlavni diagonéle jsou
samé nuly.

e Prazdny graf — Matici sousednosti prazdného grafu, tedy grafu neobsa-
hujictho 74dné hrany, je nulova matice O,,. Rad n matice sousednosti je ro-
ven poctu vrcholt prazdného grafu. Je-li v nékterém grafu izolovany vrchol
(vrchol, kterym neprochazi zadna hrana), je pfislusny fadek i sloupec od-
povidajici danému vrcholu nulovy. Protoze jsou v prazdném grafu vsechny
vrcholy izolované, jsou také vsechny radky a sloupce jeho matice sousednosti
nulové.

« Bipartitni graf — Ukazme si matici sousednosti bipartitniho grafu na pri-
kladu konkrétniho grafu. Méjme bipartitni graf B,y = (V,E), kde
V = {12} U{LILIIT} a E = {{L,I},{1,IT},{2. I}, {2, II1}}.

1 I
11
2 @I

Obrazek 2.2: Graf By 3.

Matice sousednosti Ap grafu Bs 3 vypada nasledovné:

1 2 1 Il Il

1 0 01 1 0

2 0 01 0 1
Ap=1 110 0 0
IT 11 0 0 0 0
II7\0 1 0 O 0



Na prvni pohled odhalime, Ze se jedna o blokovou matici, jejiz diagonélu
tvori nulové podmatice fddu dva a tfi. Vezmeme-li libovolny bipartitni
graf B,,, a sefadime jeho vrcholy tak, Ze na prvnich m pozic umistime
vrcholy prvni t¥idy a za né potom n vrcholi druhé tiidy, dostaneme matici

sousednosti ve tvaru
A Om CmXTL
B = .
cr O,

nxm

2.2 Pokryvani tuplnymi bipartitnimi grafy

Predtim nez se budeme vénovat pokryvani tplnych graft iplnymi bipartit-
nimi grafy, zavedeme si pravé pro uplné bipartitni grafy jednu modifikaci matice
sousednosti, kterd se nam bude hodit pri dokazovani Grahamovy-Pollakovy véty.
Motivaci problému pokryvani iplnymi bipartitnimi grafy jsme spolu s dikazem
Grahamovy—Pollakovy véty prevzali z knihy J. Matouska a J. NeSettila [14].

Definice 42 (Redukovand matice sousednosti). Necht (V;,V3) je usporada-
na dvojice neprazdnych konecnych disjunktnich mnozin s n, respektive m prvky,
r = n + m. Necht K, ,, je uplny bipartitni graf s tfidami vrcholi V, a V,. Ma-
tici Ax = (@ij)rxr nazyvame redukovanou matici sousednosti grafu K, ,,, pokud

_— 1 proieViajgely,
Y1 0 jinak.

Jak se lisi matice sousednosti Ax uplného bipartitniho grafu od jeho redu-
kované matice sousednost Ag? Porovnejme nyni tyto dvé matice na pifkladu
tplného bipartitniho grafu K53 s tfidami vrchola {1,3} a {2,4,5}:

1 2
4
3 5)

Obrazek 2.3: Graf Ky 3.

01011 01011
10100 00000
Ag=10 101 1|, Ae=]0 10 1 1
10100 00000
10100 00000

V matici sousednosti kazdého tplného bipartitniho grafu najdeme vzdy radky
dvou typl. Radky odpovidajici vrcholiim z prvni t¥idy jsou navzajem shodné

!Uvedeny nazev neni ustdlenym matematickym terminem, pro potieby této kapitoly je viak
vyhodné si vyse definovanou matici pojmenovat.

17



vektory s jednickami na pozicich se sloupcovymi indexy z druhé tridy vrcholi
a nulami vsude jinde. Naopak radky matice sousednosti odpovidajici vrcholtim
z druhé tridy jsou navzajem shodné vektory s jednickami na pozicich s indexy
z prvni tiidy vrcholi a nulami vsude jinde.

Redukovanad matice sousednosti se odliSuje v tom, ze se ¢islo jedna muze ob-
jevit pouze v téch Fadcich, jejichz index najdeme v prvni t¥idé vrcholi. Radky
s indexy v druhé tridé vrcholi jsou proto nulové vektory a hodnost redukované
matice sousednosti je vzdy rovna jedné.

Na rozdil od matice sousednosti je v redukované matici sousednosti kazda
hrana grafu v matici zastoupena pravé jednou jednickou, proto je soucet vsech
prvkia matice roven poc¢tu hran. Navic plati pro matici sousednosti Ag a reduko-
vanou matici sousednosti Ag vztah Ag = Ag + ZZ.

Vratme se vsak k problému pokryvani iplného grafu K, tplnymi bipartitnimi
grafy. Co vlastné mame takovym pokrytim na mysli? Hleddme takové bipartitni
grafy By, ..., B,,, pro které plati:

e V(By) CV(K,),Vk=1,...,m
(vrcholy bipartitnich grafu tvori pouze vrcholy iplného grafu K,),

« E(Ky) = Ui, E(By)
(sjednoceni mnozin hran vsech bipartitnich grafti je mnozina vsech hran
uplného grafu),

4 E(Bk)ﬂE(Bl) = @, \V/k?,l = 1, s, k 7él
(mnoziny hran kazdych dvou riznych bipartitnich grafu jsou navzéjem dis-
junktni mnoziny).

Ukazme si nejprve, jak mizeme uUplnymi bipartitnimi grafy pokryt napti-
klad uplny graf K5 (obrazek . Vezméme nejprve vSechny hrany grafu K,
které prochazi vrcholem 1 (na obrazku jsou znézornény plnou carou). Tyto
hrany jsou pravé vsechny hrany uplného bipartitnitho grafu By = Kj4, kde
V(B1) = {1} U{2,3,4,5}. VSechny zbylé hrany uplného grafu K3, které nejsou
obsazeny v E(Bj), tvoii vSechny hrany uplného grafu K, s vrcholy {2,3,4,5}.
Timto se nam podaftilo uplny graf K5 disjunktné pokryt iiplnym bipartitnim gra-
fem B; a uplnym grafem Kj:

By =Ky, V(B)={1}U{23,4,5},
K, V(K,) = {2,3,4,5}.

Déle vezméme vSechny hrany tplného grafu Kj s vrcholy {2,3,4,5}, které
prochazi vrcholem 2 (na obrazku jsou zndzornény carkovanou carou). Tyto
hrany jsou pravé vSechny hrany uplného bipartitnitho grafu B, = K3, kde
V(By) = {2} U{3,4,5}. VSechny zbylé hrany tplného grafu K, které nejsou ob-
sazeny v E(Bjy), tvori vSechny hrany tplného grafu K3 s vrcholy {3,4,5}. Timto
zpusobem muzeme tplny graf K5 disjunktné pokryt dvéma tplnymi bipartitnimi
grafy By, By a Gplnym grafem Kj:

By =Ky4, V(B1)={1}U{2,3,4,5},
By = K3, V(B2)={2}U{3,4,5},
K37 V<K3) = {3747 5}
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Obrézek 2.4: Pokryti grafu K5 ¢tyfmi tiplnymi bipartitnimi grafy.

Kdyz budeme timto zptusobem postupovat dale, podaii se nam uplny graf K
disjunktné pokryt témito ¢tyrmi iplnymi bipartitnimi grafy:

By = K4, V(B))={1}U{23,4,5},
By = K13, V(By) = {2} U{3,4,5},
By = K1z, V(Bs) ={3}U{4,5},
By= K1, V(By)={4}uU{5}.

Stejnym zpusobem bychom jisté dokazali pokryt n — 1 Gplnymi bipartitnimi
grafy kazdy uplny graf K,,, n > 2. Predpokladejme, ze dokazeme disjunktné po-
kryt uplny graf K,,_; pomoci hran n — 2 uplnych bipartitnich grafi. Dale podle
vyse uvedeného postupu vybereme z uplného grafu K, jeden vrchol a hranami
uplného bipartitniho grafu Kj,_; pokryjeme vSechny hrany jim prochazejici.
Pak zbyva pokryt hrany tplného grafu K,,_1, coz podle indukéniho predpokladu
umime.

Otazka, kterou Tesili matematici R. L. Graham a H. O. Pollak v laboratorich
telefonni spolec¢nosti Bell, je nasledujici: ,Jaky je nejmensi pocet disjunktnich
uplnych bipartitnich graf, kterymi lze uplny graf K, pokryt?“ Pravé jsme si
ukazali postup, jakym je mozné pokryt uplny graf K, hranami n — 1 tplnych
bipartitnich grafi. Graham s Pollakem jednoduchym zptsobem ukézali, ze lepsi
pokryti neexistuje.

Véta 4 (Grahamova—Pollakova véta). Bud K, uplny graf s vrcholy 1, ... n.
Nejmensi mozny pocet navzdjem disjunktnich uplnych bipartitnich grafi, jejichz
sjednocenim ziskame uplny graf K,, je alespon roven cislu n — 1.

Diikaz. Méjme navzdjem disjunktni uplné bipartitni grafy By, ..., B, které
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pokryvaji vSsechny hrany tuplného grafu K, tj.
V(By) CV(K,) ={1,....,n},Vk=1, ...,m,

EB(K,) = U E(By),

EBy)NEB) =0,k 1=1,....mk#1L

Kazdému z tuplnych bipartitnich grafi B, priradime redukovanou matici sou-
sednosti Aj. Grafy Bj, mohou mit obecné réizny pocet vrcholf, a tim padem
i matice A, mohou mit rizny fad. Aby se ndm s témito maticemi lépe pracovalo,
pridame k nim nulové radky a sloupce tak, aby mély vSechny rad n. Pro kazdy
vrchol i = 1, ...,n, i € V(By,), pfiddme k matici Ay nulovy fadek a sloupec
a ve vysledné matici usporadame radky a sloupce tak, aby jejich poradi odpovi-
dalo poradi vrcholu grafu K,,. Takto vzniklou matici budeme znacit symbolem Aj..
Jak jsme si ukazali vyse, hodnost kazdé redukované matice sousednosti je rovna
jedné a ptridani nulovych radkl a sloupci jeji hodnost nezméni.

Uvazujme nyni matici A’ = A} + AL, +---+ A’ . Na diagonéle kazdé z matic A)
najdeme pouze nuly, proto i na diagondle matice A" najdeme pouze prvky rovné
nule. Dale pro kazdou hranu {i,j}, i # j, Giplného grafu K, plati, Ze je soucasti
pravé jednoho grafu By. To znamend, ze pro dany graf By a matici A) je bud
na pozici 27 ¢islo jedna a na pozici ji ¢islo nula, nebo naopak na pozici 5 ¢islo
nula a na pozici ji ¢islo jedna, podle toho, jestli vrchol ¢ patii do prvni nebo
druhé tifdy vrcholi. Pro vSechny ostatni matice A) = (aj;) je aj; = a; = 0.
Odtud plyne vztah A’ + A" = J, — I,,, tedy Ze soucet matice A’ s matici k nf
transponovanou je roven matici fadu n, kterd ma nuly na diagondle a jednicky
na vsech pozicich mimo diagonalu.

Protoze hodnost sou¢tu dvou matic je podle definice hodnosti zfejmé mensi
nebo rovna souctu hodnosti téchto matic, plati r(A") < r(A}) +---+r(A) = m.
Ukéazeme-li, ze je hodnost r(A’) matice A" alespon n — 1, jsme s dikazem hotovi.

Predpokladejme nyni, Ze r(A’) < n — 2. Pripisme dale k matici A’ fadek
samych jednicek. Vznikla matice typu (n+ 1) X n ma hodnost nejvyse n — 1. Jeji
sloupce jsou tedy linearné zavislé, a existuje tak netrivialni linearni kombinace
jejich sloupct rovna nulovému vektoru. Existuje tedy nenulovy sloupcovy vektor
= (11,...,2,)7 takovy, ze Az = (0,...,0)T a zarovenn 31, x; = 0. Z posledni
podminky, kterou jsme ziskali pfipsanim fadku samych jednic¢ek k matici A’, plyne
Jox = (0,...,0)T. Proto plati

e (A + ANz =2 (J, — L)z = 2" (Jyz) — 2" (I,x) = 0— 2"z = = a7 <0.
i=1

Zaroven je vsak

oT (A + ATz = 2T (Ax) + (2" A2 = 27(0,...,0)T +(0,...,0)x =0,

a to je spor.
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3. Hadamardovy matice

V této kapitole, ktera vychézi z clanku M. Stépanové [16], se budeme zabyvat
maticemi pojmenovanymi podle francouzského matematika Jacquese Salomona
Hadamarda (1865-1963). Takzvané Hadamardovy matice jsou ¢tvercové matice
s prvky 1 a —1, jejichz radky jsou, jakozto vektory, na sebe navzajem kolmé. Vyu-
ziti Hadamardovych matic v redlném svété dosdhlo doslova vesmirnych rozmeért.
Na Hadamardovych maticich je zalozen Hadamarduv (nékdy téz Walshuv) kod,
coz je samoopravny kéd vhodny pro nespolehlivé komunikacéni kandly. V roce
1971 byl pouzit pravé Hadamardav kéd k prenosu fotografii ze sondy Mariner 9
z Marsu zpét na Zemi (viz disertacni praci E. Suéreze [15])[]

Definice 43 (Hadamardova matice). Ctvercovou matici H, jejiz prvky jsou
pouze cisla 1 nebo —1 a kazdé dva riizné radky jsou na sebe kolmé, nazyvame
Hadamardovou matici.

3.1 Vlastnosti Hadamardovych matic

Zastavme se nyni na chvili u otazky, co znamend, Ze jsou na sebe fadky ma-
tice kolmé. Uvazujme matici H = (hjj)nxn. Dva fadky k£ a [ matice H jsou
na sebe kolmé praveé tehdy, kdyz je jejich skalarni souc¢in nulovy, tedy pokud
> i1 higluy = 0.V piipadé radkt Hadamardovy matice, jejiz prvky tvori pouze
c¢isla 1, znamena kolmost radkt také to, ze se kazdé dva rtzné radky pravé u po-
loviny prvka shoduji a u poloviny lisi. Z toho vyplyva, ze je-li tad Hadamardovy
matice vetsi nez jedna, musi byt nutné sudy.

Skalarni souc¢in radkového vektoru Hadamardovy matice sama se sebou je
roven n - 1 = n. Z téchto pozorovani vyplyva, ze pro Hadamardovu matici H
fadu n plati HH' = nl,, nebot na pozici kl v matici HH" nalezneme skalarni
soucin fadki k£ a [ matice H. Navic pokud predeslou rovnost vynasobime nejprve
zleva matici H~! a ndsledné zprava matici H, dostaviame

neboli vztah
H"H =nl,.

Tato rovnost nam prozrazuje, ze nejen radky, ale i sloupce Hadamardovy matice
jsou na sebe kolmé.

Zatim jsme se Hadamardovymi maticemi zabyvali obecné, aniz bychom si
polozili otazku, zda néjaka takova matice vibec existuje. Zkusme si tedy pro
nékteré nizsi rady sestavit konkrétni Hadamardovu matici. Hadamardovy matice
prvniho fadu existuji pravé dvé: (1) a (—1).

P1i sestavovani Hadamardovy matice druhého fadu uz musime vzit v tvahu
vzajemnou kolmost obou radki. Jak jsme zminili vysSe, kolmost fadki v pripadé

'Pro vice informaci o Hadamardovych maticich odkazujeme na praci P. H. J. Lampia [9].

21



Hadamardovych matic znamena to, ze se radky lisi znaménkem pravé u poloviny
prvkl. Zacneme-li proto sestavovat Hadamardovu matici druhého tadu tak, ze
zacneme prvinim rfadkem se dvéma jednickami, musi mit druhy radek obsahovat
¢islo 1 i ¢islo —1. Hadamardova matice druhého radu tak mtze mit napriklad

nasledujici tvar:
11
-1 1)

Hadamardovu matici tretiho radu se ndm samoziejmeé sestavit nepodari, protoze
pro zadné liché n > 1 Hadamardova matice n-tého radu neexistuje.

Hadamardovu matici ¢tvrtého radu miizeme zkusit sestavit opét podle pravi-
dla o rozdilnosti fadkl u poloviny prvkii:

1 1 1 -1
1 1 -1 1
1 -1 1 1
1 -1 -1 -1

Sestavit zkusmo Hadamardovu matici pro nékteré dalsi rady by se ndm nej-
spis podarilo, pojdme si vsak nyni ukazat systematicky postup pro generovani
Hadamardovych matic, takzvanou Sylvesterovu konstrukei.

3.2 Sylvesterova konstrukce

Jak tedy elegantné konstruovat nékteré Hadamardovy matice? Zacénéme se
dvéma Hadamardovymi maticemi S; a Sy prvniho, respektive druhého radu:

51:(1): SQZG _i);

a dale uvazujme Kroneckertiv soucin Sp ® Sy, tj. matici

11 11
B (S 8 [t -1 11
54_52®52_<52 —32>_ 11 -1 -1
1 -1 -1 1

Takto zkonstruovana matice S; je opét Hadamardova, nebot si zachovala tu vlast-
nost, ze se kazdy radek lisi od druhého pravé u poloviny prvki, a tedy zZe jsou
vsechny tadky této matice navzajem kolmé. U prvni poloviny radki totiz pouze
dvakrat za sebou opakujeme radky matice Ss, o kterych jiz vime, Ze jsou navza-
jem kolmé. U druhé poloviny radki radime za radky matice Sy radky matice S
s opacnymi znaménky. Diky této konstrukei jsou navzajem kolmé nejen tieti se
¢tvrtym fadkem matice Sy, ale i tieti a ¢tvrty fadek navzajem s prvnim a druhym
radkem matice Sy.
Zvazme také Kroneckerovy souciny

Sg = S ® Sy, S16=52® S, Sz2=952® Si6, ..., Sop = G2 @ Sok, ...

a jejich grafické vyjadreni (obrézek, ve kterém cislo 1 zastupuje ¢erny ctverec
a Cislo —1 zastupuje bily ¢tverec.
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Obrézek 3.1: Matice Sg, Sig a S3a.

Vsechny tyto matice ve tvaru Sor, k € Ny, maji navzajem kolmé radky, jsou
to tedy Hadamardovy matice.

Definice 44 (Sylvesterova—Hadamardova matice). Necht jsou dany matice

S = (1), S — G _1)

a predpis Sor = So ® Sor—1, k > 2. Matici Sy, k € Ny, nazyvame Sylvesterovou—
Hadamardovou matici fadu 2.

Sylvesterovy-Hadamardovy matice maji mezi Hadamardovymi maticemi vy-
sadni postaveni diky nékterym specifickym vlastnostem. Vsechny Sylvesterovy—
Hadamardovy matice jsou symetrické, v prvnim radku a prvnim sloupci maji
pouze prvek 1. Pro k£ > 1 je stopa téchto matic rovna ¢islu 0. Tu skutecné unikatni
vlastnost Sylvesterovych—Hadamardovych matic si vsak teprve predstavime.

3.3 Pocty zmén znamének

Pojdme nyni prozkoumat, kolikrat se méni znaménko v radcich Sylvesterovy—
adamardovy matice. Zatneme s matici Sy, kterou si zndzornime pomoci vyse
Had d t Z tici Sy, kt
pouzité mrizky, ve které cerny ¢tverec zastupuje Cislo 1 a bily ctverec zastupuje
¢islo —1.

Obrazek 3.2: Matice Sy.
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V prvnim radku matice Sy se znaménko nezméni ani jednou, ve druhém radku
se zméni znaménko trikrat, ve tretim radku jednou a ve ¢tvrtém radku dvakrat.
Poc¢ty zmén znamének v radcich matice Sy tedy tvoii vSechna cela ¢isla z uzavie-
ného intervalu [0; 3]. Pfitom pravé v fadcich konéicich ¢islem 1 (Cernym ¢tvercem)
jsou pocty zmén znamének sudé ¢isla. Prozkoumejme jesté pocty zmén znamének
v fadcich matice Sg, v néasledujicim schématu zapsané na konci radku.

N 2 W O

OO NN O 2 A W NN O

Obrazek 3.3: Matice Sy a Sg s poéty zmén znamének v jednotlivych tadcich.

Pocty zmén znamének matice Sy tvori opét vSechna celd ¢isla z uzavieného in-
tervalu [0; 7]. A opét plati, ze sudy pocet zmén znamének najdeme pravé v radcich
koncicich ¢islem 1. Abychom ukazali, Ze to neni jen nédhoda, zanalyzujme nyni
pocty zmén znamének v tadcich matice Sy vzhledem k matici S;. Pfipomenme
si, ze matici Sy muzeme chapat jako blokovou matici

Sy Sy

S = S, -8,

a ze vSechny prvky prvniho sloupce kazdé Sylvesterovy-Hadamardovy matice jsou
rovny ¢islu jedna. Situaci si rozdélime na dva pripady podle fadkt matice Ss:

o 1.-4. tddek

Pocet zmén znamének v prvnim az ¢étvrtém radku matice Sg zavisi jednak
na poc¢tu zmén znamének v prislusném radku matice Sy a také na tom,
jakym prvkem radek matice Sy konc¢i. Na poslednim prvku v fadku ma-
tice Sy totiz zavisi to, jestli dojde ke zméné znaménka mezi Ctvrtym a pa-
tym prvkem v radku matice Sg. Na paté pozici bude jisté cislo 1 a ke zméné
znaménka v tomto misté dojde jen tehdy, pokud prislusny radek matice Sy
konci cislem —1.

Oznacéme pocet zmén znamének v i-tém radku matice S; symbolem p;.
Konci-li -ty tadek, 1 < i < 4, matice Sy ¢islem —1, dochazi mezi ¢tvrtym
a patym prvkem i-tého radku matice Sy ke zméné znaménka a pocet zmén
znamének v i-tém radku matice Sy je roven ¢islu 2p;+1. Kon¢i-li naopak i-ty
radek matice Sy ¢islem 1, nedochazi mezi ¢tvrtym a patym prvkem i-tého
radku matice Sy ke zméné znaménka a pocet zmén znamének v i-tém radku
matice Sg je roven Cislu 2p;.
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e 5.-8. Tadek

V patém az osmém tadku matice Sg je na paté pozici ve vsech Tadcich
¢islo —1. Proto ke zméné znaménka mezi ¢tvrtym a patym prvkem dojde
prave tehdy, kdyz prislusny fadek matice Sy kondi éislem 1.

Tedy konci-li i-ty tadek matice S, c¢islem 1, je pocet zmén znamének
v (i +4)-tém fadku matice Sg roven ¢islu 2p; + 1. Kon¢i-li naopak i-ty
radek matice S, ¢islem —1, je pocet zmén znamének v (i + 4)-tém Fadku
matice Sg roven ¢islu 2p;.

Jak jsme praveé ukézali, poéty zmén znamének v fadcich matice Sg netvori
vSechna celd ¢isla z uzavieného intervalu [0; 7] pouhou nahodou. Pro kazdé celé
¢islo z uzavieného intervalu [0; 3] dostaneme totiz jak jeho dvojnéasobek, tak i dvoj-
nasobek zvétseny o jedna. Navic se d& vyse uvedeny rozbor aplikovat na libovolnou
Sylvesterovu-Hadamardovu matici. Proto tvori pocty zmén znamének v radcich
kazdé Sylvesterovy-Hadamardovy matice Sor, k € Ny, vSechna cela cisla z uza-
vieného intervalu [0; 2% — 1].

3.4 Hadamardova domnénka

Vratme se nyni opét k obecnym Hadamardovym maticim a shriime si, co jsme
doposud zjistili o jejich existenci a konstrukci pro rtizné rady. Nejprve jsme nasli
priklady Hadamardovych matic fadu 1, 2 a 4. Vyloud¢ili jsme existenci Hadamar-
dovych matic s lichym rfadem vétsim nez jedna. Poté jsme predstavili konstrukei
Sylvesterovych-Hadamardovych matic fddu 2*. Stale se tak nabizi otdzka: Exis-
tuji Hadamardovy matice vsech sudych rada?

Odpovéd na tuto otazku nam pomuze upresnit nasledujici véta. Predtim vSak
definujeme dva dilezité pojmy — normalizovand Hadamardova matice a H-ekvi-
valence Hadamardovych matic.

Definice 45 (Normalizovand H. matice, H-ekvivalence). Hadamardovu
matici, v jejimz prvnim radku a prvnim sloupci nalezneme pouze prvek 1, nazy-
vame normalizovanou Hadamardovou matici. Dvé Hadamardovy matice se nazy-
vaji H-ekvivalentni, pokud lze prejit od jedné k druhé pouze pomoci H-ekvivalent-
nich operaci — permutaci radki, resp. sloupci, a vynasobenim nékterych radki,
resp. sloupcii, c¢islem —1.

Poznamenejme jesté, ze kazda Hadamardova matice je H-ekvivalentni s néja-
kou normalizovanou Hadamardovou matici.

Véta 5. Necht H je Hadamardova matice radu n, n > 4. Potom je cislo n

délitelné ctyrmi.

Diikaz. Uvazujme normalizovanou Hadamardovu matici H fadu n, n > 4.
Sloupce matice H lze usporadat tak, aby jeji prvni tfi radky byly ve tvaru

1 ... 1 1 ... 1 1 ... 1 1 ... 1
1 ... 1 1 ... 1 -1 ... -1 -1 ... -1
1 ... 1 -1 ... -1 1 ... 1 -1 ... =11,
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kde a, b, ¢, d znaci pocet sloupct v jednotlivych skupinach.

Tyto radky musi splnovat podminku vzajemné ortogonality. Pridame-li k tomu
fakt, ze soucet prvki v prvnim fadku musi byt roven ¢islu n, dostaneme nésle-
dujici rovnice:

a+b+c+d=n,
a+b—c—d=0,
a—b+c—d=0,
a—b—c+d=0.

Secteme-li tyto ¢tyti rovnice, dostaneme vysledek 4a = n, ¢imz je véta dokdzana.
O

Nyni si miizeme odpovédét na otazku, zda Hadamardova matice existuje pro
kazdy sudy tad. Odpovéd je ne, neexistuje. Nabizi se vSak otazka nova. Exis-
tuje pro kazdé prirozené n délitelné ¢tyfmi néjakda Hadamardova matice radu n?
Sam Jacques Hadamard predpokladal, ze odpovéd na tuto otazku je kladna. Tato
takzvand Hadamardova domnénka dodnes zlstava otevienym problémem mate-
matiky. Béhem minulého stoleti prisli matematici s nékolika dalSimi moznostmi
konstrukei Hadamardovych matic. Presto byla napriklad Hadamardova matice
radu 428 poprvé predstavena az v roce 2005 v ¢lanku H. Kharaghaniho a B.
Tayfeh-Rezaie [8]. Nejmensim faddem, ktery je délitelny ¢tyimi a pro ktery zatim
nejsme schopni Hadamardovu matici sestavit, je dnes ¢islo 668 (viz napr. ¢lanek
M. Stépéanové [16]).
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4. Incidencni matice systému
podmnozin

Tato kapitola nas zavede do malebného mésta Lisdkova. Pomoci linedrni alge-
bry rozklicujeme feseni mistniho problému s priliSnym poc¢tem spolkil ve méste.
Zadéni prikladu je spolu s obecnym TeSenim prevzaté z knihy J. Matouska [13].

Piiklad 1 (Spolky mésta Lisdkova). Ve mésté Lisdkové Zije n obyvatel.
Nejoblibenéjsi zabavou lisakovskych obcanti je sdruzovat se do rozlicnych spolkii.
Tuto svou zalibu ale dovedli do takové krajnosti, Ze zacala ohrozovat samotné fun-
govani mésta. Proto se méststi radni rozhodli omezit pocet spolkii nasledujicimi
pravidly:

o Kazdy spolek musi mit lichy pocet c¢lenti.
e Kazdé dva rizné spolky musi mit sudy pocet spolecnych clenti.

Jaky nejvétsi pocet spolkii miiZe v Lisakovdl] za takovych podminek vzniknout?

4.1 Modelovy Lisakov

Nez zacneme priklad Tesit obecné, podivejme se na jeden modelovy Lisakov.
Zije v ném celkem dvanéct obyvatel: Marie a Jifi Novékovi; Jana, Jan, Péta
a Evicka Svobodovi; Hana, Josef a Pavlik Novotnych; a nakonec jesté Anna,
Martin a Kacka Dvorakovi. Béhem let v obci zalozili celkem osm spolkii:

+ C&tenarsky klub (CK) navstévuji Marie, Jifi, Jana, Pavlik a Anna,
 do radioklubu (RK) se zapsali Jifi, Jana, Jan, Martin a Kacka,

+ do krouzku ruc¢nich praci (KRP) chodi Péta, Evicka a Hana,

« Cleny rybarského svazu (RS) jsou Evicka, Hana a Josef,

» v péveckém sboru (PS) zpivaji Jifi, Jana, Evicka, Hana a Pavlik,

« trasy Klubu &eskych turisti (KCT) znaci Jiff, Jana, Evicka, Hana
a Anna,

» v Sokolu (8S) cvi¢i Marie, Jana, Jan, Péta, Hana, Josef a Martin,

« v ochotnickém divadelnim spolku (ODS) hraji Marie, Jifi, Jan, Péta,
Josef a Kacka.

1Ze zadani piikladu je ziejmé, Ze nazev Lisdkov toho nema moc spole¢ného s liskami, jako
spiSe s lichosti. V anglickém origindle knihy J. Matouska [I3], stejné jako jinde v anglické litera-
tufe, nese meésto nazev,Oddtown“. Jde o slovni hiicku vyuzivajici mnohoznacnosti anglického
slova ,odd“, které mizeme prelozit jednak jako ,lichy“, jednak také jako ,podivinsky“. Po-
znamenejme jesté, ze ndzev Lisdkov uvadi sam J. Matousek napiiklad ve svém cesky psaném
materialu [12].

27



Vytvofme nyni matici A = (a;;), ve které prehledné zaznamename vyse popsand
clenstvi. Kazdy radek matice bude odpovidat jednomu obc¢anovi a kazdy sloupec
jednomu spolku. Mame-li v nasem pripadé 12 obc¢ant a 8 spolki, bude matice A
typu 12 x 8. Na pozici 75 bude prvek 1, pokud ob¢an v i-tém radku patii do spolku
v j-tém sloupci, a prvek 0, pokud do spolku v j-tém sloupci nepatii. Pro nas
modelovy Lisakov bude matice A vypadat takto:

OO H OO R MHF OO FMFO KCT

Marie
Jiri
Jana
Jan
Péta
Evicka
Hana
Josef
Pavlik
Anna
Martin
Kacka

R oocoocooor ke~ o RK
coocoocor~~oo oo KRP
cooorRrrRrRrooooo RS
COORORFRMHOOR~O PS
R oocoroorror~r+~ ODS

oOrooOoORrRRORRHOR S

Soucet prvki ve sloupci matice tika, kolik ma vybrany spolek ¢lent. Naopak
soucet prvki v radku matice prozrazuje, v kolika spolcich se angazuje prislusny
lisakovsky obc¢an. Soucet vSech prvku matice A si potom muzeme predstavit jako
pocet vSech ¢lenskych legitimaci vydanych spolky mésta Lisdkova svym ¢leniim
(je-li napt. Marie ¢lenkou t¥{ riznych spolki, ma tii ¢lenské legitimace).

Podivejme se nyni, jestli by soucasné rozlozeni spolkt v Lisakové vyhovélo
pravidlim méstské rady. Prvni pravidlo 1ika, ze kazdy spolek musi mit lichy pocet
¢leni. To v nasem ptipadé plati pro vsechny spolky s vyjimkou ochotnického
spolku, ktery mé sSest c¢lent. Poznamenejme jesté, ze prvnim pravidlem radni
automaticky zakazuji spolky, které nemaji zadné cleny.

Druhé pravidlo méstské rady rtika, ze kazdé dva spolky musi mit sudy po-
¢et spolecnych clenu. Toto pravidlo naopak vylucuje, aby pti dodrzeni prvniho
pravidla byli v nékterém spolku zapsani vsichni lisdkovsti obcané, pokud tento
spolek neni jedinym spolkem ve mésté. Co kdyby mél Lisakov lichy pocet obyvatel
a vsichni se rozhodli cvicit v Sokole? Potom uz ale nejde zalozit napriklad pé-
vecky sbor vyhovujici prvnimu méstskému pravidlu, tedy s lichym poctem clent.
Vsichni zpévaci by totiz byli zaroven sokolové a pocet spoleénych clentt sboru
a Sokola by byl stejny jako pocet vSech zpévak, totiz lichy.

Zkontrolujme druhé meéstské pravidlo u naseho modelového Lisakova. Po-
¢et spolecénych ¢lent dvou spolkil ovérime snadno pomoci maticového vyjadreni.
Chceme-li naptiklad zjistit, kolik spolec¢nych ¢lentt ma Sokol a ochotnicky spolek,
zaméfime se na prislusné dva sloupce (sedmy a osmy) matice A a fadek po fadku,
a tedy obc¢an po obcanovi, budeme porovnavat hodnoty na ptislusnych pozicich.

Zacneme u Marie, kterda navstévuje obé dvé uvazovana spolecenstvi, tj. jak
Sokol, tak ochotnicky spolek. Obé hodnoty v Mariiné radku jsou tedy rovny jedné
— stejné tak jejich soucin. Naopak Jifi chodi pouze do Sokola, prislusné hodnoty
v Jititho radku jsou nula a jedna — jejich soucin je roven nule. Déle se podivejme
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na Pavlikiav radek. Pavlik nenavstévuje ani jeden ze dvou uvedenych spolki, obé
prislusné hodnoty jsou rovny nule — nulovy je pak i jejich soucin.

Pokud tedy dany obcan patii do obou uvedenych spolkii, je soucin dvou odpo-
vidajicich hodnot v jeho fadku roven jedné. Naopak pokud obcan nepatii do obou
spolku zaroven, je soucin roven nule. Pocet vSech spole¢nych ¢lenti Sokola a ochot-
nik, reprezentovanych sedmym a osmym sloupcem matice A, je tedy soucet zmi-
nénych soucini neboli Zgl a;raig, kde koeficient [ probihd pres vSech dvanact
obc¢ant Lisdkova. To ovSem neni nic jiného nez skalarni souc¢in dvou sloupcovych
vektort, které reprezentuji dva rizné spolky.

Skalarn{ sou¢in dvou sloupcti p a ¢ matice A, tedy vyraz Y12, aj,ay,, najdeme
na pozici pg v matici ATA. K ovéfeni druhého lisdkovského pravidla nam tedy
staci spoéitat souc¢in AT A a ovéfit, ze viechny prvky mimo hlavni diagonéalu jsou
sud4 ¢isla. Matice AT A pro nas modelovy Lisakov je nédsledujici:

10000011
11001101
1110000011 00\f11001110
01110000001 1/{{010000T11
000011100000/[{001000T11
0000011 10000[{00111100f_
011001101000([001111T10
011001100100([[000100T11
101110110010f(f[10001000
110110010001/[100007100
010000710
01000001
52003322
25002233
00322221
loo232221
“ 132225421
32224521
23222274
23111146

Ve vysledné matici AT A se mimo diagonalu objevuje né&kolik lichych &sel,
napriklad v prvnim radku a patém sloupci najdeme cislo 3. To znamena, ze prvni
a paty spolek (étenaisky klub a pévecky sbor) maji t¥i spolecné ¢leny, ¢imz je
poruseno druhé méstské pravidlo. Nas modelovy Lisdkov by tedy ani pred jednim
z pravidel méstské rady neobstal.

Pfesto se jesté na chvili vratme k matici A7 A. Zatim jsme interpretovali vy-
znam prvkld mimo diagonélu. Co vSak predstavuji prvky na hlavni diagonale? Jde
o skaldrn{ sou¢in sloupce matice A se sebou samym neboli ;2 af,, p € {1,...,8}.
Protoze se v matici A objevuji pouze ¢isla jedna a nula, plati 32, alzp =02, app,
p € {1,...,8}. To znamend, Ze ¢isla na hlavni diagonale matice AT A piedstavuji
soucet prvku v prislusném sloupci matice A neboli pocet vSech pozic, na kterych
je cislo jedna, cili pocet vSech obcantl, kteri jsou zapojeni v odpovidajicim spolku.
Proto prvky matice AT A na hlavni diagonale musi byt podle prvniho méstského
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pravidla lichd ¢&sla. A jak jsme ukazali vySe, prvky matice A”A mimo hlavni
diagonalu musi byt podle druhého méstského pravidla naopak suda cisla.

K ovéreni, zda konkrétni model Lisadkova splnuje pravidla méstské rady, tedy
sta¢i zaznamenat spolky a ob¢any do matice A a ovéfit, zda jsou v matici ATA
na hlavni diagondle pouze licha ¢isla a mimo ni pouze suda ¢isla. Jinak feceno,
Lisdkov vyhovuje pravidlim pravé tehdy, kdyZ je matice A7 A nad polem Zs, rovna
jednotkové matici I odpovidajiciho radu.

Zatim vsSak nevime, zda pro dvandct obcant a osm spolkt takova matice A
vibec existuje. Pojdme se proto vratit k zadani prikladu a zjistit, jaky maximélni
pocet spolkt muze pri dodrzeni obou pravidel vzniknout.

4.2 QObecné reseni

Priklad budeme nyni fesit zcela obecné, ze vseho nejdiive si proto zavedeme
znaceni, které budeme déle pouzivat. Ozna¢me O = {oy, ..., 0,} mnozinu vSech
obcant mésta Lisdkova a ddle S = {Sy, ..., Sk}, S; C O, Vi=1, ...k, k> 1,
mnozinu vSech jeho spolki. Vytvorme matici A = (a;j)nxk stejnym zpiisobem
jako v pripadé modelového Lisdkova: a;; = 1, pokud obcan o; patii do spolku Sj,
a a;; = 0, pokud obcan o; nepatii do spolku S;.

Déle sestrojme matici AT A ¥ddu k. Na pozici v p-tém faddku a g-tém sloupci
této matice najdeme skaldarni soucin p-tého a g-tého sloupce matice A. Konkrétné
jde o vyraz >, ajayq, ktery predstavuje pocet spolecnych ¢lent spolki S, a S,
(s¢itaci index [ probiha pres vSech n obyvatel). V piipadé p = ¢ se jedna prosté
o pocet ¢lenti jednoho spolku.

Prvni pravidlo méstské rady rika, ze kazdy spolek musi mit lichy pocet ¢lent,
a proto musi mit matice AT A i v obecném pifpadé na hlavni diagonale lich4 éisla.
Druhé pravidlo tika, ze kazdé dva spolky musi mit sudy pocet spolecnych ¢lenti.
Z toho plyne, Ze matice AT A m4 nutné na vSech pozicich mimo hlavni diagondlu
suda c¢isla. Cheeme-li tedy dodrzet pravidla méstské rady, ktera omezuji existenci
spolkil, musi byt matice AT A nad polem Z, jednotkova matice I, ¥adu k.

Jelikoz hodnost r(I;) matice I je vidy k a protoze hodnost souc¢inu dvou
matic je podle lemmatu 1| nanejvys rovna minimu hodnosti obou cinitel, je
r(ATA) < min{r(A),r7(AT)}, z ¢ehoZ dostavame k < r(A). Hodnost r(A) ma-
tice A typu n X k muize byt zfejmé rovna nanejvys n, tj. 7(A) < n, z ¢ehoz
vyplyva k < n. Lisakovsti radni tedy svymi pravidly stanovili, ze pocet spolku
ve mésté je nanejvys roven pocétu jeho obcant.

4.3 Existence vyhovujicich Lisakovi

7 teseni vyplyva, ze pokud je spolkil vice nez obcantl, neni mozné pravidla
mestské rady dodrzet. Otazka je, jestli pro kazdych n obcant a k spolkil, k < n,
dokazeme najit néjaké vyhovujici rozlozeni.

Nejjednodussim prikladem miize byt situace rozhadaného Lisakova. V tako-
vém meésté je vsech n obcani navzajem na ostii noze a predstava, ze by méli
néjaky spolek navstévovat spolecéné, je naprosto nemyslitelna. Proto si k£ z nich
zalozi spolek, ve kterém neni nikdo jiny nez dany obcan sam.
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Kazdy takovy klub mé pravé jednoho ¢lena, tedy lichy pocet. Zadné spolky
nemaji spolecné cleny, pocet spoleénych clenti kazdych dvou rtiznych spolka je
proto roven nule, tedy sudy. Tento Lisdkov tak bez problému splni obé lisdkov-
ské pravidla pro vytvareni spolkt. Timto postupem dokazeme pro kazdé n a k,
k < n, rozmistit n obc¢ani do k spolkii a vytvorit Lisdkov, ktery bude vyhovovat
pravidlim méstské rady.

Praveé jsme ukézali, Ze v modelovém Lisakové s osmi spolky mtzeme pravé
osm z dvanacti ob¢anti rozmistit do spolkl v souladu s obéma pravidly méstské
rady. Nasi LiSaci se vSak navzajem prateli a radi by navstévovali spolky spolec¢né.
Zkusme tedy upravit modelovy Lisakov néjakym méné dramatickym zptisobem,
nez je vytvareni jednoclennych spolkii.

Podivejme se, které konkrétni prvky matice AT A = (b;;)sxs jsou v nepofddku:

52 0 0 2 2
2500 2 2
00322 2 2

T 00232 2 2

ATA = 2 2 2 5 4 2
2 2 2 4 5 2
2 2.2 2 2 7 4
2 4

Prvky bis = bs1, bis = be1, bar = br2, bog = bga, bsg = bgs, byg = bga, bsg = bss,
bes = bgg by meély byt sudé, naopak prvek bgg by mél byt lichy. To znamena, Ze
lichy pocet spolecnych ¢lent maji dvojice spolku reprezentovanych v matici A
sloupcilab,1a6,2a7 2a8,3a8 4a8,5a8,6a8 Osmy spolek ma navic
v rozporu s pravidly sudy pocet ¢lent.

Ctenéfsky klub (prvni sloupec) a pévecky sbor (paty sloupec) maji tii spole¢né
¢leny: Jirtho, Janu a Pavlika. Jiti a Jana jsou zaroven ¢leny nékolika dalSich
spolkii, naopak Pavlik navstévuje pouze tyto dva spolky. Proto kdyz se Pavlik
odepise ze ¢tenarského klubu, bude to mit dva disledky. Jednak se upravi pocet
spole¢nych ¢lenti ¢tenarského klubu a péveckého sboru na dva, coz je pozadované
sudé cislo. Jednak se pocet ¢lent ¢tenarského klubu snizi na ¢tyfi, coz je sudy
pocet odporujici prvnimu pravidlu. To vSak zahy napravime.

Ctenaisky klub a Klub ceskych turist@t (Sesty sloupec) maji také tii spo-
le¢né Cleny: Jiriho, Janu a Annu. Jediné Anna navstévuje pouze tyto dva spolky.
Odhlasi-li se Anna ze ¢tenarského klubu, stanou se dvé véci. Zaprvé se snizi pocet
pocet spolecnych ¢lent ¢tenarského klubu a Klubu ¢eskych turistti na dva, coz je
v souladu s druhym méstskym pravidlem. Zadruhé tim upravime pocet clent
¢tenarského klubu na t¥i, coz je opét v souladu s prvnim meéstskym pravidlem.

Obdobné upravime pocty spolecnych ¢lenti radioklubu (druhy sloupec) se So-
kolem (sedmy sloupec) a ochotniky (osmy sloupec). Z radioklubu se odhlasi Mar-
tin, ktery navstévoval pouze radioklub a Sokol. Déle ptrestane radioklub navsteé-
vovat Kacka, ktera kromé toho chodila uz jenom k ochotnikiim. Témito upravami
snizime celkovy pocet ¢lent radioklubu z péti na tii, coz je podle pravidel. Na-
vic o jedna snizime pocet spolecnych ¢lenii radioklubu se Sokolem a s ochotniky
na dva, ¢imz se dostaneme do souladu s druhym méstskym pravidlem.

Posledni, co nam zbyva, je vyporadat se s ochotnickym spolkem. Ten ma
v rozporu s prvnim méstskym pravidlem Sest ¢lent. Navic ma v rozporu s druhym
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pravidlem sudy pocet spoleénych clent s krouzkem rué¢nich praci (treti sloupec),
rybarskym svazem (¢tvrty sloupec), péveckym sborem (paty sloupec) a Klubem
Ceskych turist (Sesty sloupec). VSechny tyto nesrovnalosti mize vyfesit Evicka,
kterd je clenkou vsech ¢tyt vyse zminénych spolkii. Pokud by se navic dala k
ochotniktiim, jejich pocet by se zvysil na sedm. A navic by se o jedna zvysil
spolecny pocet ochotnikii s krouzkem ruc¢nich praci, rybarskym svazem, péveckym
sborem i Klubem ¢eskych turisti. Tim by se i ochotnicky divadelni spolek dostal
do souladu s pravidly méstské rady.

VsSechny vyse popsané zmény, spoleéné s upravenou matici pro Lisakov, ktery
bezezbytku vyhovuje méstskym pravidliim, si miizeme prohlédnout na nasleduji-
cim schématu:

OOHOOH)—‘OOP—‘HOKCT

Marie
Jiri
Jana
Jan
Péta
Evicka
Hana
Josef
Pavlik
Anna
Martin | 0
Kacka \ 0

O O O O O = =
—_ = O =

o o o o o o~ ~ = o RK
O OO0 OO O - K~ = O

O O O O = = = O O o o o

O O O O O = = = OO o O
O O O = O = = O O = = O
O O R O O R K OO =~k O
O = O O = O F = =2 O

o 0o o0 o o kR~~~ o o o o KRP
-0 O O = O

O o0 O~ RFRk = oo oo o RS
O 0O O~ O KR K~ OO~ = O PS
O H O O R = O R R R~ O~ S

_ o O O = O

Pojdme si jesté vypoctem ovérit, ze upravend matice A pro vyhovujici Lisdkov
spliiuje nutnou a postacujici podminku — tedy ze odpovidajici matice AT A je nad
polem Zs rovna jednotkové matici. Pokud bychom pocitali nad polem R realnych
cisel, je

ATA =

NN OO N WG
NN OO U
NN WSO
NN WD OO
NN R UT RO N NN
MO RO O R RO DN N N
PSSV S SO N
R NN NN NN

Po prechodu k poli Z, proto plati
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ATA =

(>l ololNoloBoll S
SO OO oo —Oo
[(>leleNeoNellS =)
[l elell S =N el
OO O+ OO oo
SO R OO o oo
O RO OO o oo
_ o OO oo oo

7 vypoctu je zrejmé, ze se nam skutecné modelovy Lisdkov se dvanécti oby-
vateli a osmi spolky podarilo upravit tak, ze splnuje obé méstska pravidla. Tedy
nejen ze vzdy existuje trividlni feseni (rozhadany Lisdkov), ale existuje i varianta,
v niz jsou lisdkovské spolky viceclenné.

Stejnym zplisobem, jakym jsme konstruovali matici A pro mnozinu vsech ob-
¢anu a spolkil mésta Lisdkova, muzeme obdobnou matici zkonstruovat pro libo-
volnou mnozinu a systém jejich podmnozin.

Definice 46 (Inciden¢ni matice systému podmnozin). Necht je ddna ne-
prazdnd mnozina M ={my, ..., m,} a systém jejich podmnozin S={Si, ..., Sk},
k>1,5; CM,Vj=1, ...,k Matici A = (a;j)nxr Dazyvime incidencni matici
systému podmnozin S mnoziny M, jestlize

— 1 prom; €5},
Y1 0 jinak.

Sl = {CL, b: C}

Y

Obrézek 4.1: Prvky potenéni mnoziny P(M) mnoziny M.

54 = {b, C}

87 = {C}

Prikladem systému podmnozin néjaké mnoziny muze byt potenéni mnozina,
tedy mnozina vSech podmnozin dané mnoziny. Uvazujme tfiprvkovou mnozinu
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M = {a,b,c} a jeji potenéni mnozinu P(M) = {{a,b,c},{a,b},{a,c},{b,c},
{a}, {b}, {c}, 0}, kterd je spolu se znaCenim jednotlivych podmnozin zakreslend
na obrazku (usporddand je vzhledem k inkluzi).

Sestavme nyni incidenéni matici Ay, mnoziny M systému vSech podmno-
zin P(M). Mnozina M mé t¥i prvky, proto ma matice Ay, tii fadky. Potenéni
mnozina P(M) mé 23 = 8 prvkil, proto ma matice Ay osm sloupcii. Inciden¢ni
matice Ay vypada nasledovneé:

Sy Sy Sz Sy S5 Sg Sy Ss

a1 1 1 0 1 O 0 O
Ay=0b|1 1 0 1 0 1 0 0
c\1 0 1 1 0 0 1 0

Kazdy z prvkt mnoziny M je obsazen celkem ve ¢tyfech podmnozinach mno-
ziny M (v jedné triprvkové, dvou dvouprvkovych a jedné jednoprvkové), proto
je v kazdém tadku matice A,; prvek 1 prave ctytikrat. Pocet jednicek v j-tém
sloupci matice A indikuje, kolik ma podmnozina S; prvk.

Vzhledem k tomu, Ze potencni mnozina P(M) obsahuje vSechny podmnozZiny
mnoziny M, jsou sloupce inciden¢ni matice A, tvoreny vSemi navzajem ruz-
nymi vektory o tfech soutradnicich, které obsahuji pouze prvky 1 nebo 0. Sloupce
matice Ay; tedy predstavuji vSech osm prvki pole Z3. Obdobné mame-li libo-
volnou konecnou n-prvkovou mnozinu N a jeji potencni mnozinu P(N), predsta-
vuji sloupce incidenéni matice Ay systému vsech podmnozin P(N) mnoziny N
vsech 2" prvki pole Z7.

4.4 Konecna projektivni rovina

Jednim z prikladi mnozinovych systémii se specidlnimi vlastnostmi jsou ko-
necné projektivni roviny. Pojdme si proto ilustrovat incidenéni matici prave na pii-
kladu kone¢né projektivni roviny. Nékteré zakladni poznatky o konecnych projek-
tivnich rovinach zde uvadime bez dikazu. V pripadé hlubsiho zajmu o konecné
projektivni roviny se miize ¢tenar obrétit na knihu J. Matouska a J. Nesetfila [14].

Definice 47 (Konec¢na projektivni rovina). Necht P je konecna mnozina
a necht L je systém podmnozin mnoziny P. Prvkiim mnoziny P budeme rikat
body, prvkiim mnoziny L budeme rikat primky. Usporddanou dvojici (P, L) nazy-
vame konecnou projektivni rovinou prave tehdy, kdyz spliuje nasledujici axiomy:

(i) Kazdé dva riizné body nalezi pravé jedné primce.
(ii) Prinikem kazdych dvou riznych primek je pravé jeden bod.

(iii) Existuje takova ctyrbodova mnozina, ze kazda primka je incidentni nejvyse
se dvéma z téchto ¢ty bodii.

Vztah incidence bodu a primky budeme volné popisovat tak, ze primka pro-
chazi bodem, respektive ze bod lezi na primce.

Tvori-li libovolnou primku koneéné projektivni roviny pravé n + 1 rliznych
bodii, potom lezi na kazdé ptimce konecné projektivni roviny pravé n+ 1 riznych
bodti a kazdym bodem prochézi pravé n+1 rtznych primek. Vyse zminéné ¢islo n
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nazyvame fadem konecné projektivni roviny. Pocet bodti kone¢né projektivni ro-
viny fadu n je roven ¢islu n? +n + 1, coZ je zaroven pocet vsech piimek konecéné
projektivni roviny.

Nejmensi konec¢nou projektivni rovinou je tzv. Fanova rovina se sedmi body
a sedmi pfimkami. Uvazme Fanovu rovinu F = (P, L), P = {1,2,3,4,5,6,7},
L={{1,2,3}, {3,4,5}, {5,6,1}, {1,4,7}, {3,6,7}, {2,5,7}, {2,4,6}}, kterd je

znazornéna na obrazku a jejiz 1ad je zfejme 2.

@
4 Iy

Obrazek 4.2: Fanova rovina.

Pokud budeme chapat mnozinu L vsech primek Fanovy roviny jako systém
podmnozin mnoziny P, tedy mnoziny vSech bodi Fanovy roviny, mizeme se-
stavit incidenéni matici Ap = {a;;} systému podmnozin L mnoziny P. Fanova
rovina obsahuje sedm bodi, proto ma matice Ar sedm radki. Zaroven obsahuje
Fanova rovina sedm pfimek, proto ma matice Ar sedm sloupct. Na pozici ij
matice Ap bude prvek 1, jestlize bod ¢ lezi na piimce [;, nebo prvek 0, jestlize
bod ¢ na primce l; nelezi (oznaceni pifmek viz obrazek .

Lol g Uy 5 lg Iz

1/1 0 1 1 0 0 O
211 0 0 0 O 1 1
311 1.0 0 1 0 O
Ap=4(0 1 0 1 0 0 1
510 1 1 0 0 1 O
6|0 0 1 0 1 0 1
7\0 0 O 1 1 1 O

Pojdme se nyni zamérit na tii axiomy konec¢né projektivni roviny, z nichz
plynou nékteré specialni vlastnosti inciden¢ni matice Ar Fanovy roviny. Prvni
axiom tika, ze kazdé dva ruzné body nélezi pravé jedné primce. Kazdé dva rtzné
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radky inciden¢éni matice Ap proto musi mit obé zaroven prvek 1 pravé na jedné
pozici (napf. body 3 a 6 lezi oba pouze na primce l5, proto je ve 3. a 6. fadku
matice soucasné prvek 1 pouze na paté pozici). Proto skaldarni souéin kazdych
dvou riznych fadkt matice Ar je roven jedné.

Skalarni sou¢in fadku matice Ap sama se sebou pak bude vzdy roven cislu 3,
protoze v kazdém tadku najdeme prvek 1 pravé trikrat, nebot kazdym bodem
Fanovy roviny prochézi prave t¥i primky.

S touto znalosti miZzeme ihned poukézat na specidlni tvar matice ApAT.
V matici ApAZL na pozici ij totiz nalezneme skalarni soucin i-tého a j-tého fadku
inciden¢ni matice Ap. KaZdy prvek mimo hlavni diagonalu matice Ar AL je proto
roven Cislu 1 a kazdy prvek na hlavni diagonéle je roven ¢islu 3:

3111111
1311111
1131111

ApAL=11113 111
1111311
1111131
1111113

Druhy axiom 1ika, ze prunikem kazdych dvou riaznych primek je pravé jeden
bod. Pro incidenc¢ni matici to znamena, ze v kazdych dvou rtznych sloupcich je
prvek 1 v obou sloupcich zaroven pravé na jedné pozici (napt. primky [; a [y
maji spoleény pouze bod 3, proto je v 1. a 2. sloupci soucasné prvek 1 pouze
na tieti pozici). Skaldrni sou¢in kazdych dvou rtznych sloupct matice Ap tedy
musi byt roven jedné. Navic je skalarni soucin sloupce matice Ar sama se sebou
roven Cislu 3. V kazdém sloupci totiz nalezneme prvek 1 pravé tiikrat, nebot
kazda primka Fanovy roviny prochazi pravé ttemi body. Skalarni souciny dvojic
sloupcii matice Ap tvoif prvky matice ALAp, kterd vypada nésledovné:

3 11

AT Ap =

e e i N
e T R N e e
O I i e N e e
W P k) = =

—_ = = e e
e i i i N
— = = O =

Pro inciden¢éni matici Ap Fanovy roviny a matici AL k nf transponovanou
tak plati vztah
ApAL = AT Ap.

Podle tretiho axiomu existuje v kone¢né projektivni roviné takova ¢tyrbodova
mnozina, ze kazda pirimka je incidentni nejvyse se dvéma z téchto ¢tyt bodi.
Jinymi slovy existuji ¢tyri body takové, ze zadné tfi z nich nejsou kolinearni,
tedy nelezi na jedné primce.

V kontextu inciden¢ni matice Ar to znamend, ze pokud ze ctyr radku, které
predstavuji body Fanovy roviny spliujici tieti axiom, sestavime podmatici Ap
matice Ap, bude v kazdém sloupci této podmatice typu 4 x 7 prvek 1 nejvyse
dvakréit. Sestavme takovou podmatici Ap napiiklad pro body, resp. fadky 1, 3, 5
a v
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11 0 1 1 0 0 O
AF:3 1 1.0 0 1 0 0
5(0 1 1 0 0 1 O
7\0 0 O 1 1 1 O

Z podmatice Ap je zfejmé, Ze zadné tii z bodi 1, 3, 5 a 7 Fanovy roviny nelez{
na téze primce, a body 1, 3, 5 a 7 proto vyhovuji podmince tretiho axiomu.
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5. Incidencni matice grafii

V nasledujici kapitole se budeme vénovat incidenénim maticim neorientova-
nych i orientovanych grafti. Také si ukazeme, jak pomoci incidenéni matice grafu
urcit pocet jeho koster.

Inciden¢ni matici (neorientovaného) grafu G vytvorime jako inciden¢ni matici
systému podmnozin E(G) mnoziny V(G), nebot hrany grafu nejsou nic jiného nez
dvouprvkové podmnoziny mnoziny vrcholi grafu. Kazdy radek incidenéni matice
grafu bude odpovidat jednomu vrcholu, kazdy sloupec jedné hrané. Na vybrané
pozici v inciden¢ni matici bude bud prvek 1, pokud ptislusnd hrana prochéazi
danym vrcholem, a nebo prvek 0, pokud jim neprochézi.

Definice 48 (Incidenéni matice grafu). Necht je ddn graf G s vrcholy 1, ..., n
a hranami ey, ... ex, k > 1. Matici Dg = (d;j)nxi nazyvame incidenc¢ni matici
grafu G, jestlize

{ 1 pro vrchol i naleZejici hrané e;,
dij - .
0 jinak.

5.1 Vlastnosti incidenc¢ni matice grafu

Nyni si ukazme, jak sestavit inciden¢ni matici grafu na prikladu grafu G
s vrcholy 1,...,5 a hranami e; = {1,2}, es = {1,3}, e3 = {3,4}, ey = {1,4},
€5 = {1, 5}, €g — {4, 5}

Obrazek 5.1: Graf G.

Graf G ma pét vrchola a Sest hran, inciden¢ni matice Dg méa proto pét radku
a Sest sloupcti. Do matice Dg zapiseme podle definice na pozici ij ¢islo 1, jestlize
vrchol ¢ nédlezi hrané e;, a ¢islo 0, jestlize vrchol ¢ hrané e; nenélezi:

€1 €2 €3 €4 €5 €

OO DO = =
OO = O
O~ = OO
O = O O =
_ o O O
= -0 O O
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Uvedme nyni nékolik postiehli o incidenéni matici. V kazdém jejim sloupci
je cislo jedna pravé dvakrat, protoze kazda hrana grafu prochézi pravé dvéma
vrcholy. Na vsech zbylych pozicich ve sloupcich najdeme nulu. Pocet jednicek
v fadku matice naopak znaci, kolik hran prochézi prislusnym vrcholem. Soucet
prvkia v faddku incidenéni matice tedy znaci stupen prislusného vrcholu. Je-li
naptiklad néktery z radkt nulovy, znamend to, ze je odpovidajici vrchol grafu
izolovany, tj. nenalezi zadné hrané.

Déle budeme pracovat zejména s incidencni matici orientovaného grafu.
Na rozdil od inciden¢ni matice neorientovaného grafu budeme rozlisovat, zda je
dany vrchol zac¢atkem ¢i koncem hrany. Pokud orientovand hrana z vrcholu vy-
chazi, bude na prislusné pozici v matici —1. Jestlize hrana ve vrcholu kon¢i,
zapiseme do matice na odpovidajici pozici ¢islo 1.

Definice 49 (Inciden¢ni matice orientovaného grafu). Necht je ddn orien-
tovany graf G s vrcholy 1, ... ,n a hranamiey, ..., e, k > 1. Matici Dg = (dij)nxk
nazyvame incidencni matici orientovaného grafu G, pokud

—1, je-li vrchol © zacatkem hrany e;,

dij =4 1, je-1i vrchol i@ koncem hrany e;,
0 jinak.
Pojdme sestavit incidenéni matici orientovaného grafu G s vrcholy 1, ...,5

a orientovanymi hranami e; =(1,2), ea=(1,3), e3=(4,3), es=(4,1), es=(1,5),
66::<5,4>.

4

Obrézek 5.2: Orientovany graf G.

Orientovany graf G ma pét vrcholtl a Sest hran, proto ma jeho incidenc¢ni
matice Dz pét fadkl a Sest sloupcti. Na pozici ij incidencni matice Dy zapiseme
podle definice ¢islo —1, jestliZze je vrchol ¢ zacdtkem hrany e;, ¢islo 1, jestlize je
vrchol ¢ koncem hrany e;, a ¢islo 0, jestlize vrchol 7 hrané e; nendlezi:

€1 €9 €3 €4 €x €6

1/-1 -1 0 1 -1 0
2 10 0 0 0 O
Dz =3 o 1 1 0 0 0
4 o 0 -1 -1 0 1
) o 0 0 0 1 -1
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Nasledujici pozorovani plati nejen pro incidencni matici D konkrétniho, nami
uvedeného grafu, ale také pro inciden¢ni matice vSech orientovanych grafi. V kaz-
dém sloupci incidenéni matice orientovaného grafu bude na jediné pozici ¢islo 1,
na jediné ¢islo —1 a na zbylych pozicich nuly. Soucet prvki v kazdém sloupci je
nulovy. Nulovy je tedy zaroven soucet vSech prvki incidenéni matice.

Soucet prvki v rddku mize dopadnout tfemi riznymi zptisoby — mize byt
kladny, zaporny nebo nulovy. Kladny soucet znaci, ze v daném vrcholu vice hran
konc¢i, nez z néj vychéazi. Zaporny soucet naopak ukazuje, ze z daného vrcholu
vice hran vychazi, nez v ném konéi. Nulovy soucet v fadku znamena, ze dany
vrchol je zacatkem i koncem stejného poc¢tu hran.

Dodejme jesté, ze incidencéni matici mizeme jednoznacné zadat libovolny
orientovany i neorientovany graf. Incidenc¢ni matice jsou tak spolu s maticemi
sousednosti, se kterymi jsme se seznamili v kapitole 2] strukturami, pomoci nichz
lze graf popsat jednoznacné (az na isomorfismus — prejmenovani vrcholu grafu)
popsat pomoci matice.

5.2 Inciden¢éni matice a kostra

Nésledujici lemma nam odhali prvni souvislost mezi inciden¢nimi maticemi
a kostrami. Presnéji feceno hovori o tom, jak z inciden¢ni matice pozname, zda
je dany graf kostrou. Vyklad o souvislosti incidenéni matice a poctu koster grafu
v této kapitole je inspirovan knihou J. Matouska a J. Nesettila [14].

Lemma 6. Bud T néjaky graf s vrcholy 1,2, ..., n, sn—1 hranami,n > 2, a T
né&jaka jeho orientace. Bud Dy incidencni matice orientovaného grafu T anecht Cy
oznacuje matici vzniklou z matice Dz vynechanim jejiho posledniho fddku. Potom
det Cz je roven jedné z hodnot 0,1, —1 a je nenulovy pravé tehdy, kdyz graf T' je
kostra.

Diikaz. Diukaz povedeme indukei podle n (pocet vrcholi).

Nejprve se podivejme na pripad n = 2. Graf T" ma dva vrcholy, 1 a 2, a podle
predpokladu jedinou hranu e; = {1, 2}. Takovyto graf T' je kostrou.

Orientaci 7' miZzeme zvolit dvéma riznymi zpusoby — hrana e; vychazi bud
z vrcholu 1, nebo z vrcholu 2. Tomu odpovidaji nasledujici dvé incidenéni matice:

(1,2) (2,1)

-1 1
Dy = ( . ),neboD%: (_1 )

Vynechanim posledniho fadku incidenéni matice Dz vznikne matice Cz s jedinym
prvkem £1. Tedy graf T" je kostra a det C'z nabyva pouze hodnot £1.

Nyni uvazujme piipad n > 2. Incidencéni matice Dz orientovaného grafu T mé
n tadka, které odpovidaji n vrcholim grafu T, a n — 1 sloupct, které odpovidaji
n — 1 orientovanym hranam grafu T Vyskrtnutim posledniho fddku matice Dy
vytvorime ¢tvercovou matici Cz fadu n—1. Raddky matice Cz odpovidaji vrcholim
1,2, ...,n—lgrafuf

Déle budeme rozlisovat dva pripady klasifikované podle toho, jestli ma néktery
z vrchola 1,2, ... n — 1 grafu T stupen 1.
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Nejprve predpokladejme, ze existuje vrchol &k, k € {1,2, ..., n — 1}, ktery ma
stupeni 1. To znamend, Ze matice Cz ma v k-tém fadku jediny nenulovy prvek,
a to ve sloupci, ktery ozna¢ime [, [ € {1,2,...,n —1}. Jednd se o prvek —1,
pokud hrana e; z vrcholu k vychazi, nebo o prvek 1, pokud ve vrcholu k kondi.

Determinant matice Cz vyjadiime pomoci rozvoje determinantu podle k-tého
radku. Protoze se v tomto rfadku nachézi jediny nenulovy prvek, a to v [-tém
sloupci, je vyjadreni determinantu nasledujici:

det Cz = (—1)k+l cr det C%,

kde matice C/T vznikne z matice Cz vyskrtnutim A-tého fadku a I-tého sloupce.
Protoze je ¢y = %1, je |det Cz| = ’det C’%‘

Matici C7; mizeme také ziskat vyskrtnutim posledniho fadku z inciden¢n{ ma-
tice D, grafu T, kde graf T" vznikne z grafu T' vynechanim vrcholu k a hrany e;.

Podle indukéniho predpokladu vime, ze ‘det C%’ je roven 1, pokud 7" je kostra,
nebo je roven 0, pokud 7" neni kostra. Z grafu T jsme ale odstranili vrchol stupné
jedna, a tak je T kostra pravé tehdy, kdyz T” je kostra. Timto jsme udélali indukéni
krok pro pripad, v némz ma néktery z vrchola 1,2, ..., n — 1 stupen 1.

Zbyva nam prostudovat druhy pripad, kdy zadny z vrchola 1,2, ...,n—1
nema stupen jedna. Ukazme, ze v takovém pripadé ma graf T" nutné izolovany
vrchol. Kdyby tomu tak nebylo, mély by vrcholy 1,2, ..., n—1 stupen alespon 2,
vrchol n by mél stupen alespon 1, a soucet stupnu vrcholi grafu by tedy byl
nejméné 2n—1. Nicméné s n—1 hranami dosadhneme pouze souc¢tu stupni vrchol
grafu 2n — 2. Graf T tedy ma izolovany vrchol, a tim padem neni kostrou.

Nyni staci ukdzat, Ze v tomto poslednim uvazovaném piipadé je det Cy = 0.
Je-li izolovanym vrcholem jeden z vrcholi 1,2, ..., n— 1, pfislusi mu v matici C
nulovy fadek. Je-li izolovanym vrcholem vrchol n, kazdy sloupec matice Cz: obsa-
huje jak prvek 1, tak prvek —1, nebot matice Cz vznikla z incidencni matice Dz
vynechdnim n-tého fadku, ktery je nulovy. Soucet vSech fadkt matice Cy je tedy
roven nulovému vektoru, a radky jsou proto linedrné zavislé. V obou pripadech
je det Cz = 0.

O

Predtim nez pokroc¢ime dale v teorii, spoc¢itame hodnotu determinantu ma-
tice C' pro dva konkrétni grafy spliiujici predpoklady lemmatu [6]

Uvazujme nejprve graf G's vrcholy 1, ..., 5 a hranami e; = {1,2}, es = {1, 3},
es = {3,4}, es = {1,4}. Déle uvazujme orientaci G grafu G s orientovanymi hra-
nami e; = (1,2), es = (1,3), e3 = (4,3), e = (4,1) (obrdzek [5.3).
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4

Obrézek 5.3: Orientace G grafu G.

Skutecnost, zda graf G je kostrou, nebo neni, pozname podle predchoziho lem-
matu z hodnoty determinantu matice Cg, ktera vznikne z incidenc¢ni matice Dg
vynechanim posledniho fadku. Matice Dg a Cz vypadaji ndsledovné:

Cp =

Q?

I
(el
OOP—‘O»l—‘
O = = O O
SO =R OO
[ R e R Y
O = O =
_ = O O
—_ o O -

Povsimnéme si, Ze tieti sloupec matice Cz miiZzeme vyjadiit jako soucet dru-
hého a ¢tvrtého sloupce této matice. Sloupce matice Cp jsou tedy linedrné zavislé
a det Cz = 0. To znamend, Ze graf G neni kostrou. Ze graf G neni kostrou miizeme
také dovodit napr. z faktu, ze neni souvisly, nebot obsahuje izolovany vrchol 5,
resp. obsahuje kruznici.

Nyni uvazujme graf H s vrcholy 1, ...,5 a hranami e; = {1,2}, es = {1, 3},
es = {3,4}, e = {1,5}. Déle uvazujme orientaci G grafu G s orientovanymi hra-
nami e; = (1,2), es = (1,3), e3 = (4,3), eg = (1,5).

4

Obrézek 5.4: Orientace H grafu H.

Sestavme inciden¢ni matici D 5 a matici C'5, kterd vznikne z inciden¢ni matice
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vynechanim posledniho radku:

T
Il
O OO ==

—1
0
1
0
0

O = = O O
_o O O
Q
T
Il
o OO

Determinant det C'z mizeme spocitat napiiklad pomoci rozvoje determinantu
podle druhého radku:

-1 -1 0 -1

-1 0 -1
detCcy—| L 00 O:1.(—1)3- 1 1 0]=1.
H o 1 1 0 0 1 0

0 0 -1 0

Determinant det C'5 je nenulovy, a graf H je tedy kostrou.

Vratme se jesté na chvili k predpokladim lemmatu [6} Zkoumany graf s n vr-
choly mé mit n — 1 hran. Tento predpoklad zde neni jen proto, aby nam po vy-
skrtnuti jednoho radku z incidenc¢ni matice vznikla ¢tvercova matice, pro kterou
muzeme spocitat determinant. Je zde predevsim proto, ze jiny pocet hran kostra
ani mit nemuze (lemma . Pokud tedy narazime na graf, pro ktery tento pred-
poklad neplati, mizeme o ném rovnou prohlasit, ze neni kostrou.

Navic uvedme poznamku o matici Cz, jejiZz determinant rozhoduje o tom, zda
je dany graf kostrou, nebo ne. Lemma k4, Ze matice Cz vznikne z incidencéni ma-
tice Dz vynechdnim posledniho fadku. Ve skutecnosti mizeme matici Cz vytvorit
vynechanim libovolného fadku inciden¢ni matice. Vrcholy grafu totiz mtizeme bez
1jmy na obecnosti prejmenovat, a tim zménit poradi radki inciden¢ni matice.

Zrekapitulujme si, jak vyuzijeme lemma [6] pfi hleddni koster grafu. Méjme
graf G s vrcholy 1,2, ..., n a hranami ey, es, ..., e,. Dale pozadujme k > n — 1,
protoze graf s méné nez n—1 hranami podle lemmatu[3|Zadnou kostru mit nemize.
Zvolme libovolnou orientaci G grafu G, zkonstruujme incidenéni matici Dg této
orientace. Oznac¢me symbolem Cgz matici, ktera vznikne z incidencni matice Dg
vynechanim posledniho radku.

Déle uvazujme podgraf T grafu G, ktery ma n — 1 hran a pro ktery plati
V(G) = V(T). Podle lemmatu [f] je podgraf T" kostrou grafu G, pokud mé pro
libovolnou orientaci 7' matice Cz nenulovy determinant. Jak vSak spolu souvisi
matice Cz a Cz?

Grafy G a T maji oba stejné vrcholy 1,2, ..., n, incidenéni matice Dg a Dz
tak maji obé n fadkl. Vynechdnim posledniho fadku vzniknou z matic Dy a Dy
matice Cz a Cgz, které maji obé n — 1 fddki. Graf G ma k hran, piicemZ n — 1
z nich tvori graf T'. Néjakou orientaci T grafu T" tak mtzeme ziskat vynechanim
k —n+ 1 hran z grafu G. Stejné miZzeme matici Cyx fadu n — 1 uvazovat jako
podmatici matice Cg typu (n — 1) x k, kterd vznikne vynechanim pfislusnych
k —n + 1 sloupca.

Graf T' je tedy kostrou grafu GG, pokud ma piislusna podmatice Cz fadu n —1
matice Cx nenulovy determinant. Z tohoto pozorovani vyplyva dilezity vysledek
pro hledani poctu koster grafu.
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Disledek 7. Necht je dan graf G s vrcholy 1,2, ... n. Bud G libovoln4 orientace
grafu G a Dg incidencni matice této orientace. Oznacme symbolem Cg matici,
kterd vznikne z incidencni matice Dg vynechdnim posledniho fddku. Potom je
pocet koster grafu G roven poctu podmatic fddu n — 1 matice Cg s nenulovym
determinantem.

Prestoze nam tento vysledek dava jednoznacény navod pro vypocet koster
grafu, pro primy vypocet je znacné neprakticky. Zkusme z néj proto odvodit
priméjsi zpiisob vypoctu.

5.3 Laplaceova matice

Pojdme se podivat na vyznam matice, ktera vznikne vynasobenim incidencéni
matice grafu s matici k ni transponovanou. Tato matice bude hrat dilezitou roli
v dikazu dalsi véty o poctu koster grafu.

Méjme graf G s vrcholy 1,2, ... ,n, n > 2, a hranami ey, es, ..., e;. Zvolme
libovolnou orientaci G grafu G a uvazujme inciden¢ni matici Dg = (dy),, ., orien-
tovaného grafu G. Matice DéDg = (l;;) je ¢tvercova Tadu n, na pozici ij najdeme
prvek anzl dimdjm, tedy skalarni soucin i-tého a j-tého fddku matice Dg. Scitact
index m probihd pres vSechny sloupce incidencni matice Dg, tedy pres vsechny
hrany grafu G.

V pripadé, ze i # j, je prvek [;; matice DéDg skalarni soucin dvou raznych
faddki ¢, j incidencéni matice Dg. Réadky 4, j odpovidaji dvéma riiznym vrcholtim
grafu G. Pokud tyto vrcholy spojuje néjakd hrana e,, najdeme v obou fadcich i, j
matice Dg ve sloupci p nenulovy prvek. Konkrétné je v jednom z uvedenych
fadkt prvek 1 a v druhém prvek —1. Jinou hranu vrcholy i, j nesdili{l] a proto
je v ostatnich sloupcich matice Dz nenulovy prvek nejvyse v jednom z téchto
dvou fadki. Skaldrni soucin radki ¢, j incidenéni matice Dz ma proto jediny
nenulovy prvek —1 -1, a to na pozici p. Tudiz je v matici D@Dg na pozici i
pI‘VGk lij = Z]:nzl dzmd]m =—1.

Jestlize dva ritizné vrcholy 7, j grafu G nejsou propojené zadnou hranou, je
v kazdém sloupci matice Dz nenulovy prvek nejvyse v jednom z fadki ¢, j.
Proto je skalarni soucin téchto radkt nulovy a v matici DéDg je na pozici 7
prvek l;; = S8 | dimdjm = 0.

V piipadé, Ze @ = j, je prvek l;; = [; na diagonale matice D@Dg skalarni
soucin radku ¢ matice Dz sama se sebou, tedy [; = Sk d? . Kazdé ¢islo £1
v i-tém Tadku matice Dg reprezentuje jednu hranu grafu G, kterd je incidentni
s vrcholem ¢, zbylé pozice v Tadku jsou obsazeny nulou. To znamena, ze vyraz

k_ d? =F _ |dim| znaci stupeit vrcholu 4 grafu G. V matici D@Dg jsou tedy
na diagondle prvky l; = degq (7).

Prave jsme ukazali, ze pro graf G, zvolenou orientaci G a inciden¢ni matici Deg

orientace G vypada prvek [;; na pozici ij matice D@Dg nasledujicim zpusobem:

e l;; =0 pro @ # j, pokud vrcholy 7, j nespojuje zadnda hrana,

1Vysli jsme z neorientovaného grafu G, proto nepiipoustime orientovany graf G s existenci
hran (e;, e;) i (ej,€;).
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e l;; = —1pro i # j, pokud vrcholy ¢, j spojuje néjaka hrana,

o l;; =degq(i) pro i = j.

Povsimnéme si, ze soucin D@Dg vitbec nezavisi na volbé orientace G. Ma-
tice D@Dg, kterou jsme pravé popsali, se nazyva Laplaceova a vyuzijeme ji dale
k hledani poc¢tu koster grafu.

Definice 50 (Laplaceova matice). Necht je dan graf G s vrcholy 1,2, ... n,
n > 2, a hranami ey, ey, ..., e,. Matici L = (1;;)nxn nazyviame Laplaceovou matici
grafu G, jestlize

degq(i)  proi=j,
lij: —1 pro {Z,]}GE(G),Z%],
0 jinak.

Ukazme si nyni vyse uvedeny vypocet Laplaceovy matice grafu pomoci inci-
den¢éni matice nékteré orientace na prikladu grafu G s vrcholy 1, ...,6 a hra-
nami e; = {1,2}, e = {1,5}, es = {1,6}, ey, ={2,3}, e5 = {2,5}, es = {3,5},
er = {5,6}. Déle budeme pracovat s orientact G grafu G s orientovanymi hranami
€1 = <1,2>, €9 = <5,1>, €3 = <1,6>, €4 = <2,3>, €5 = <5,2>, €g = <3, 5>, €7 = <6, 5>

1 €1

2

@
4

5t
Obrézek 5.5: Orientace G grafu G.

Jak jsme si ukazali vyse, nasledujici vypocet je nezavisly na volbé konkrétni
orientace:

—11—10000_110000
1 0 0 0 -1 0
1 0 0 -1 1 0 0
0001010_100001
47:: - — =
DeDg O 0 0 O 0 0 o0 8}(1)8_(1)8
0 -1 0 0 -1 1 1
o 0 1 0 0 0 -1 00 -1-0 10
0o 0 0 0 1 -1
3 -1 00 —1 -1
-1 3 =10 -1 0
| 0o -1 20—10_L
1o o 00 o0 of
-1 -1 -1 0 4 -1
-1 0 00 -1 2
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Laplaceova matice méa obecné nékteré specialni vlastnosti. Laplaceova matice
je symetricka. Soucet prvkia v kazdém tadku i sloupci je nulovy — kazdy radek
i sloupec totiz obsahuje ¢islo —1 tolikrat, kolik je stupen prislusného vrcholu.
Stopa Laplaceovy matice, tedy soucet vsech prvki na hlavni diagonéle, je roven
souctu stupnu vsech vrcholi grafu, tedy dvojnasobku poc¢tu vsSech jeho hran.

Pro zajimavost uvedme jesté souvislost Laplaceovy matice s matici soused-
nosti, které jsme se vénovali v jedné z predeslych kapitol. K tomu pottebujeme
nejprve zavést matici stupnt.

Definice 51 (Matice stupni). Necht je ddn graf G s vrcholy 1,2, ..., n,n > 2,
a hranami ey, e, ..., ej. Diagondlni matici S = (8;j)nxn Nazyvdme matici stupiii
grafu G, jestlize

) degg(i) proi=j,
%= 0 jinak.

Po srovnani definic Laplaceovy matice, matice sousednosti a matice stupni
je ztejmé, ze pro graf G' s Laplaceovou matici L, matici sousednosti A a matici
stupna S plati L = 5 — A.

Nyni vyuzijeme vyse odvozeny vztah L = DéDg k dikazu nasledujiciho po-
mocného tvrzeni.

Lemma 8. Necht G je graf s vrcholy 1,2, ...,n, n > 2, a hranami ey, es, ..., €.
Bud G libovolnd orientace grafu G a Dg = (d;;) incidencni matice této orientace.
Oznacme symbolem Cg matici, kterd vznikne z incidencni matice Dz vynechdnim
posledniho radku. Potom C’GC’g = Ly, kde L, znaci Laplaceovu matici grafu G
bez posledniho radku a posledniho sloupce.

Diikaz. V dikazu budeme vychazet z vyse dokazané rovnosti L = DéDg. Pro
prvky l;; matice L plati l;; = Y8 ) dimdjm, Vi,j =1, ..., n.
Matice C znaci incidenc¢ni matici Dz bez posledniho radku, proto je

dll dlk
Oé _ d21 d2k
dnfl,l oo dnfl,k

Matice Cz ma n — 1 radkid a k sloupcii, matice C’éCg ma tudiz fad n — 1.
Prvky [i; matice C’éC’g maji podle pravidel pro nasobeni matic nasledujici tvar
li; = b1 dimdjm, ¥i, j =1, ...,n — 1. Prvky l;; matice C’GC% se pro vsechna
i, 7 =1, ...,n—1rovnaji prvkim [;; matice L, respektive matice L,,,. Skute¢né
tedy plati CéCg = L.

O

Posledni pomocnéa véta, kterou nadm zbyva uvést, je Cauchyova-Binetova véta
o determinantu souc¢inu dvou obdélnikovych matic. Tato véta se da formulovat
obecné pro dvé libovolné matice, které 1ze ndsobit. My si vSak vystac¢ime se spe-
cidlnim pripadem, ktery hovoti o determinantu souc¢inu obdélnikové matice s ma-
tici k ni transponovanou.
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Véta 9 (Cauchyova—Binetova véta). Nechl je dina matice A typu n X k.
Potom
det(AAT) = "(det A7),
T
kde se scitd pres vsechny n-prvkové podmnoziny I mnoziny {1,2, ..., k} a kde A;
znaci matici vzniklou z matice A vyskrtanim vsech sloupcu, jejichz indexy neleZi
vl.

Tuto vétu zde nebudeme dokazovat, zajemci mohou dikaz Cauchyovy—Bine-
tovy véty nalézt naptiklad v ¢lanku A. J. Hoffmana a C. W. Wu [5]. Zaméfime
se vSak na nékteré specialni pripady.

Pron = k bychom méli s¢itat pres vsechny n-prvkové podmnoziny I n-prvkové
mnoziny — takovd podmnozina je ale jenom jedna, mnozina sama. Proto dosté-
vame predpokladany vysledek pro ¢tvercové matice:

det(AAT) = (det A)*.

Pokud je n > k, s¢itame pres vSechny n-prvkové podmnoziny [ k-prvkové
mnoziny — zadna takova podmnozina pro n > k neexistuje, a tak je v tomto

pifpadé det(AAT) = 0.

5.4 Primy vypocet poctu koster

Nasledujici véta shrnuje nase dosavadni vysledky z této kapitoly ve zptisob
pfimého vypoctu poctu x(G) koster daného grafu G pomoci determinantu pod-
matice Laplaceovy matice.

Véta 10. Pro kazZdy graf G plati
k(G) = det Ly,

kde k(G) znaci pocet koster grafu G a Ly, znaci Laplaceovu matici grafu G bez
posledniho radku a posledniho sloupce.

Diikaz. Dikaz této véty vyplyva z lemmatu [6] disledku [7] lemmatu [§ a véty [9]
Ozna¢me G libovolnou orientaci grafu G, Dg incidencni matici této orientace
a symbolem Cg matici Dz bez posledniho radku.

Dusledek [7] ika, Ze pocet k(G) koster grafu G je roven poctu podmatic
fddu n — 1 matice Cg, které maji nenulovy determinant. Zaroven vime, Ze de-
terminant téchto podmatic muze nabyvat pouze hodnot 0, 1, nebo —1.

Pokud aplikujeme Cauchyovu-Binetovu vétu na matici Cg typu (n — 1) x k,
dostaneme rovnost

det(CzCE) =D (det Cr)?, (5.1)
I
kde se s¢ita pres vsechny (n — 1)-prvkové podmnoziny I mnoziny {1,2, ...k}
a kde C7 znac¢i matici vzniklou z matice Cg vyskrtdnim vsech sloupct, jejichz
indexy nelezi v I.

Rozeberme jesté situaci, kdy je pocet hran k grafu G mensi nez n—1 a graf G

nema zadnou kostru (nebot kostra grafu musi mit pravé n — 1 hran). V tomto
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ptipadé je 3°;(det C7)?* = 0, nebof neexistuje Zddnd (n — 1)-prvkova podmnoZina
k-prvkové mnoziny.
Nyni se zaméfime na sumu na pravé strané rovnosti . Matice C7 jsou
pfesné ty podmatice fadu n — 1 matice Cg, o kterych hovoii disledek
Pokud matice C; reprezentuje jednu z koster grafu G, je (det C;)? = 1. Jestlize
matice C; reprezentuje podgraf, ktery neni kostrou grafu G, je (det C7)? = 0.
Proto je
> (det Cr)* = k(G). (5.2)
1
Déle podle lemmatu [§] plati
CaCl = L. (5.3)

Z rovnosti (5.1)), (5.2)) a (5.3) plyne x(G) = det L,y,,.

O

Vy$e uvedenou vétou jsme podali jednoduchy navod k urceni poctu koster da-
ného grafu. Nakonec pridame jesté jeden znamy vysledek teorie grafii — Cayleyho
formuli, ktera hovori o poc¢tu koster uplného grafu.

Véta 11 (Cayleyho formule). Nechl K, je tuplng graf s vrcholy 1,2, ... n,
n > 2. Potom pro pocet koster k(K,) grafu K, plati

k(K,) =n""2

Diikaz. Dukaz tohoto tvrzeni odvodime z predchozi véty [I0] Sestavme nejprve
Laplaceovu matici L fadu n grafu K,. Stupen vsech vrcholi uplného grafu K,
je n — 1, vSsechny prvky na diagonale matice L jsou proto rovny cislu n — 1.
Protoze v uplném grafu spojuje kazdé dva vrcholy pravé jedna hrana, ma matice
L na vsech pozicich mimo diagonalu ¢islo —1.

Déle sestrojme matici L,, z matice L vyskrtnutim posledniho fadku a posled-
niho sloupce. Determinant matice L, fadu n— 1 spoc¢itame vhodnymi fadkovymi
a sloupcovymi tpravami — nejprve od vsech radkt kromé prvniho odecteme prvni
radek a nasledné k prvnimu sloupci pricteme soucet vSech ostatnich sloupcii:

n—-1 -1 -1 ... -1
-1 n—-1 -1 ... -1
det L,,, = det . ) ) _ —

-1 -1 -1 ... n—1
n—1 -1 -1 ... —1 1 -1 -1 ... —1
-n n 0O ... 0 0 n 0 ... 0

—det| 7 0 mn ... 0 ]l=get|0O O n ... O
—n 0 0O ... n 0O O 0 ... n

Takto upravend matice fadu n — 1 ma vsude pod diagonalou nuly, a jeji determi-
nant je tedy roven souc¢inu prvka na diagonale. Na diagonale je v prvnim radku
prvek 1, ve vSech zbylych n — 2 fadcich najdeme na diagonéle prvek n. Proto je
k(K,) = det L, =n""2.

O
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Z.aver

S vyjimkou tvodni kapitoly jsme v kazdé z kapitol diplomové prace predsta-
vili jeden typ matice s prvky —1, 1, 0. Vlastnosti téchto matic jsme ilustrovali
na mnoha konkrétnich prikladech. Zaroven jsme si ukézali, jak se tyto matice
uplatni pfi feseni tloh z riznych oblasti matematiky:.

Témata jednotlivych kapitol se nam vsak v zadném pripadé nepodarilo zcela
vycerpat, ba naopak nam nechavaji zna¢ny prostor pro dalsi, hlubsi studium. Ma-
tice sousednosti, se kterymi jsme se seznamili ve druhé kapitole, bychom mohli
uvést do kontextu tzv. perfektnich pdrovini. Vénovat bychom se mohli zejména
dvéma vysledkim: zaprvé tomu, ze nenulovost determinantu matice sousednosti
implikuje existenci perfektniho parovani, a zadruhé tomu, ze tzv. permanent ma-
tice sousednosti vyjadiuje pocet perfektnich parovani grafu (viz napt. monografii
L. Lovasze a M. Plummera [10]).

Treti kapitola, vénovand Hadamardovym maticim, skyta rovnéz znacny pro-
stor pro rozsiteni. Kromé toho, ze bychom si mohli ukazat nékteré dalsi zpi-
soby konstrukce Hadamardovych matic, bychom se mohli zamérit na teorii samo-
opravnych kédu, jak jsme jiz naznacili v iivodu této kapitoly (viz napt. publikaci
F. MacWilliamse a F. Sloana [I1]). Dédle bychom se mohli vénovat tzv. Hada-
mard’s mazximum determinant problem a odhalit, Ze pravé Hadamardovy matice
maji ze vSech matic s prvky —1 a 1 nejvétsi absolutni hodnotu determinantu (viz
¢lanek J. Hadamarda [4]).

Incidenc¢ni matice systémt podmnozin, které jsme zkoumali ve ¢tvrté kapitole,
bychom mohli predstavit ve svétle blokovych schémat a pri té prilezitosti dokazat
Fisherovu nerovnost (viz napt. spis S. Jukny [7]). Déle bychom se mohli vénovat
prikladu s koneénymi projektivnimi rovinami a ukazat si, jak souvisi s popularni
karetni hrou Dobble. Je skutecné mozné, aby obsahovala 55 karet a 50 rtznych
symboli, jak je uvedeno na krabicce?

Inciden¢ni matice, diky kterym jsme v paté kapitole pocitali kostry grafi,
bychom mohli vyuzit také k dokazovani nékterych tvrzeni tykajicich se prostort
kruznic graf (viz napt. monografii B. Bollobése [2]).

V diplomové praci samoziejmé zdaleka nejsou popsany vsechny tfidy matic
s prvky —1, 1, 0. Za vSechny takové struktury jmenujme napt. permutacni matice,
bindrni (téz booleovské i logické) matice, konferencéni matice nebo Redhefferovy
matice.

Velkou vyzvou pri psani této prace bylo vyporadat se s rozdilnosti ceské ter-
minologie napfi¢ literaturou — porovnejme napiiklad definici matice incidence
v knize J. Matouska a J. Nesettila [14] s definici incidencni matice v ucebnici
V. Dlaba a J. Bec¢vare [3]. Pti zavadéni nékterych pojmu jsme museli spoléhat
na vlastni preklad z anglického originalu.

Prestoze tato prace propojuje nékolik rtiznych oblasti matematiky, umoznuje
vhled i tém ¢tenaitim, ktefi nemaji hlubsi teoretické zédzemi v zadném z téchto
oborti. Jeden z jejich pfinosii tak tkvi v tom, zZe pomoci leitmotivu jednic¢ek a nul
umoznuje nahled do nevsednich aplikaci, aniz by se chytila do pasti komplexnosti,
kterou trpi znacna cast existujicich textl, které leckdy nemaji dobfe vytycenou
vodici linii. Jejich obsah je natolik detailni, Ze Ctenar, ktery neni v dané pro-
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blematice odbornikem, ma problém se v mnozstvi informaci zorientovat, a jeho
pochopeni problematiky je tak znacné ztizeno.
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